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МАТЕМАТИКА

Г. В Бадалян

Обобщенно регулярно монотонные функции

Определение 1. Условимся говорить, что функция «(<) при­
надлежит классу обобщенно регулярно монотонных функций при 
последовательности {jJ, короче- классу R. на множестве ;И, 0£.’И, 
если там существует последовательность функций

где
0=7օ<Ն< !„<•••

(1)

(2)
и удовлетворяются условия

(֊ 1)\(О>о. (3)

В качестве множества М рассматривается промежуток (0, z/J 
и соответствующий класс обобщенно монотонных функции обозна­
чается через

/?т (0, и].
Определение 2. Условимся говорить, что функция ^(/) на 

промежутке (0, и] принадлежит классу функций

Л(Л(О, «1),
если она разлагается в сходящийся на (0, «| квазистепениой ряд

со
<?(0 =

* О
(4)

где
д0=<р(к),

. Ն .+1 
----------- -------------- .

ՈՆ

£-1,2.......

последовательность (?,) определена в (2),
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простой контур С здесь и впредь и аналогичных случаях охваты­
вает окрестности всех полюсов подинтетральной функции.

Определение 3. Условимся говорить, что функция
?(/)£ J77(O, д], 

если она в промежутке (0. и] разлагается п абсолютно сходящийся 
ряд (4).

В работах [I]. |2| получены достаточные условия, а в |3| не­
обходимое и достаточное условие принадлежности функции ճ(է) классу 
Т «>. 4

В настоящей работе дается аналитическая (квазианялнтическая) 
характеристика функций класса Rt(0, «ի классифицируются функции 
©(О /?7(0, zz| в зависимости от быстроты роста последовательности 
[fj, а также приводится необходимое и достаточное условие принад­
лежности функции классу .17,(0, //] и терминах функций класса

§ 1. Аналитическая (квазианалитнческая) характеристика 
функций класса /?.(0, /:]

Предварительно сформулируем два вспомогательных предложе­
ния. первое из которых доказано в |4| (в лемме 1 теоремы 1).

Л е м м а 1 - Для всяких 0։. 0 > 0 справедливо равенство
<М*п 7)=ՀԱո(0, а), (l.l)

где
In О, Ո է Аa,= Y -----±-ւ ‘/=0,1.2.............

’ In О
Лемма 2. Для всякого 0<է ли и последовательностей чи­

сел {К}, где ая=ь -0, ■. լշ...

сп ра вед ли во нер а венет во

где г > 0 ֊ произвольное число. ■
Для доказательства леммы посту паем так, как эго сделано в [4], 

т. е. представляем обобщенной формулой Тейлора при

последовательности (а»|.
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где контуры С к С' охватывают соответственно окрестности полюсов 
подиитегралъных функций.

Заметим далее, что
Ն ։ ”- լ "

«л «к •
1

Здесь ր„(Դ представляет //-ую обобщенную производную функ­

ции шя(—> •;) по г при последовательности {«•, .
\ и /

Получаем
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Из георемы 3 работы |5| следует, что при О Հ/й и

Используя последнее неравенство из (1.3) получаем

Заметим теперь, что для произвольного г>0 имеем
« Հ ։ л
ք<dt0 -= (Հ- |'q£±2i_a-7a--՛' <dz;

/ Г С V”

с
После замены շ - г = z’ получим

Таким образом получаем, что

I 
где
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Следовательно.

= о-в»
' “ ’ -ir + T՛

где 0</о < и.
Из (1.4) о силу (1.5) и (1-G) получаем

т. е.

Этим лемма 2 доказана.
Теорема I. Всякая функция 

z{t} - R^- "L 
принадлежит также классу

Л<о. «],
если только последовательность чисел

0 = 7о ՝ 71 7: 7Я - * * *
удовлетворяет еще условию

• -։ ••

Теорема будет доказана, если покажем, что и представлении

?(/) V <!4Հ(Ճ-, 7) - Rn(u.t).
Го V и 7 (1.8)

где
Ч-» ■

?(«). r*(W), *=|,2. ,

О1>

П(- + и .-о



8 Г в. Бадалян

остаточный член

/) = |’т)^«

при t £(0, м| н «-*ос стремится к нулю.
С этой целью заметим, что для всякого 0<Հ л< է<Լ и имеем

о • R. (И. Ո -= U- IГ ?.('•> Հ՞ “« Հհ ■)

'“"-Հհ՜’ т)
՜ X, ֊7֊—г I Կ-Հ֊հ yU,

“>«-։(—• 7) ) °
' ‘о ’ » •X 

или

“«-Հհ t)
()</?„(//. է) < sup ----- ֊ր֊°------/?«(«, -V). (1.9)

/.er. «1 (_£Աօ’ */ 

но
О Ra (а. х) < sup ? (Г) = ?(х). 

*4*. “J
так как

a -J
О < Rn {и, х) = © (х) —2 а»«>; (—• հ г 

к֊о ' ч /

где

щ>0. т)>0. ’

Это значит, что дальнейшая оценка /?, (ч. է) сводится к оценке
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где
In— 

а.= 7, " «0,1,2,....
In-'l 

է
Таким образом, получаем
I ՝ил'1(г О

0</?„(я, /)<?(х) snp 7 . (1.10)
*»л ։ ( — • * )

' 'о ՛ 
или. в силу леммы Չ,

■I-1 Ч----- . .
О Я„(«, Г)<?(х)П ;֊( ) ■ (1.10')

.41 г \ « / *г

Нам теперь остается заметить, что в силу расходимости ряда

у J-
Г1 •• 

lim Ra(u, z) = О для всякого f (0, м]. 
п

Следствие теоремы I. Всякая функция 
- *т(0. «]

принадлежит также классу Л7т(0. /г|, если только иоследоеа՝ 
тельноеть чисел

удовлетворяет еще, условию

§ 2. Классы функций /х’д'О, «]

Рассмотрим последовательности чисел

° = 7о< Ti < Та < * ՛ ••» ° =7о <;'')< (շ-Ն
где

-«-о. 1.2, ....

и построенные на (0, и| по этим последовательностям классы функций 
и

Ниже будет доказана георема включения для этих классов 
функций.

Нам понадобится следующий, приведенный в |4], результат.



10 Г. В Бадалян

Для последовательностей (2.1) и для всякого 0<О<1 справед­
ливо неравенство

m
ՐՈ(’+ւ)

— I 'Հ------------ о~:л>о,

♦1 П ■+■ Ն)
C V I

где m и fi произвольные целые положительные числа.
'I e о ре ма 2. Пусть заданы определенные в (2.1) последова­

тельности чисел 7։! и Հ и соответствующие им классы функций

/?.(0, и] и Ry (0, «J.
Тогда

/?7(0. а|с:/?т-(0, «|. (2.2)
Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Д о к а за те л ьст в о. Пусть

?(0՛ Ят(0, «I- (23)
Представим = (f) обобщенной формулой Тейлора для последователь­
ности чисел |*fj в окрестности точки и.

Будем иметь
\

?(0 = У(֊֊П*а*<М • •, ) + /?«(«, ։. 7), /•<(□. //]
Го v " '

[(֊1)\ (4) dt. Հ“- I (2 4)

՜'j’nC + Ն)

v — 0

Теперь последнее тождество обоб։ценно продифференцируем при 
последовагельности (7/.

Для в яко о 0<^ս<Հ// 2 имеем
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П(-+и 
м —I

Знай, что ( -1)*л>>0,

заключаем, что
?и(0г= (֊1)W). (2.5)

где

по Ն '-֊
./ I И ..

+ < \(֊1)Ч(Ш (2-6)

Из (2.5) и (2.6) в силу произвольности п следует, что 
(-1)|1?|։(/)т.>0, р-0.1,2........

Что касается последнего утверждения теоремы, то оно следует
§ 1из того факта, что при X՝ эо всякая функция класса /?т(0, //| в то 
v-l

же время является функцией класса С п (см. |1 ], стр. 59), а 
!■?

для классов функций С п и С п в условиях 
i",M 1^-։1

нашей тео­

ремы. в работе |lj доказано, что вообще говоря

(пт,. «>•

Этим теорема доказана.

§ 3. Функции класса .4Гт(0, к]

Из следствия теоремы 1 настоящей работы следует, что
/?.(0, «]с=А7'т(0, «], 

поэтому возникает вопрос установления взаимосвязи классов функ­
ций /?т(0, и] и Л Г; (0, «].

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 3. Для того, чтобы функция з>(/) принадлежали 
классу функций

АТДО, «], 
где

необходимо и достаточно, чтобы она представлялась в сиде раз­
ности двух функций класса /? (О, //].

Доказательство. Необходимость условия теоремы будет 
доказана, если покажем, что абсолютно сходящийся ряд

» է \V «*<•>*(—v у ^(0.//j (3.1)
* -О ' 11 /

можно в (0, //| почленно дифференцировать в любое число раз, в 
результате чего не нарушится равномерная и абсолютная сходимость 
получаемого ряда.

С этой целью, полагая, что после -у кратного обобщенного диф­
ференцирования ряда (3.1) при последовательности !;J получен аб­
солютно и равномерно сходящийся на (0, п| ряд

7 —1« П '*» (V ( \ а\
(֊ ”• ՜ ֊“•■•՛.•, . — • <3.ւ-ւ

»* ք' t •*

покажем, что таким свойством обладает и ря. , получаемый после 
(յւ i 1) кратного дифференцирования (3.1) при последовательности 
{7.!, т. е. ряд

. » ГК Г (-'У։й(-1)’ 't ■՛֊ «'“+1 տ Հ-յ--------=

.1 П (’ + т.)
С + 1

II G+l-7^։)
-ИЛ

Имеем 
/I

֊X՝ n ՚ - (* ) d-
v Л * л+2 I \ « /

-И+1 2-/ ) ո (C+.քՀ_ Հդ1)

с *-։»+։
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(3.2)

(3.3)

где 0 </: < է'<Լէ<ււ
Согласно лемме 1 параграфа 1 имеем
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Из последнего равенства получаем

Из (3.3) в силу (3.3՜) н (3.4) будем иметь

/ / \-հ ՞ 1 ՜ Դ П (Ն Հ*+ւ)
П-------—------------------- ----------------֊—

*->+։ \ и /
(3.5)

где 0 < /։ < է' < է < и.
Из (3,2), в силу (3.5), получаем, что
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При достаточно большом/? мы можем взять է (я следовательно 
/՛') сколь угодно близким к /3.

Неравенство (3.6) показывает, что при достаточно большом /? 
и будем иметь

Չ ՛ ?։ - / / ՝
Х.авП Հ -“«.►-։(’֊ ’ 7) <«, 
п-р\ V > ■ 2 <v hi -rl ■ il ՚

где е>0— число сколь угодно малое.
Из (3.1”), в силу последнего неравенства, следует, что ряд

| » 7 • - п ՛• г (т)՜^

- ,«) Пм-Т-1/ * у «д I -F2֊

П К+т.)
չ՛ ,-.+1

сходится абсолютно в области է (0. //| и равномерно в каждой ее 
замкнутой части.

Для завершения Доказательства необходимости условия теоремы 
нам остается записать

и заметить, что оба эти ряда можно почленно дифференцировать лю­
бое число раз, причем их суммы фх(/) и Фа(0 суть обобщенно регу­
лярно монотонные функции при последовательности (7/
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Лести точность условия теоремы следует из того факта, что 
всякая обобщенно регулярно минотонная функция ?(7) (?(0 ft.C1, "I) 
в то же время является функцией класса

' Я Г, (0, «|.
Этим теорема 3 доказана.
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР Поступила 24 X 19(il

X *1,- l»n։qiuj։։uli

ԸՆԴՃԱՆՐԱՑՐԱԾ ՌեԳՈհԼՅԱՐ ՄՈՆՈՏՈՆ ՖՈՒ-ՆԿՑՒԱՆեՐ

Ա Ս՛ <l> II Փ П Ի Ս'

// ա հ մ ա ն Ո ։ մ: ''! ա քմ 4ւնա վ и ր վ ենր ասերո, որ Cp (/) ֆունկցիան .1! 

րաղմոլթլան վրա О Д4 որս ակւււնո ւ մ Հ րնդհ անրա ւքր ած ոեդուրա ր մոնոաոն 
ֆունկցիաների դասին րոտ քժւքհրի ’ա։ ջո րդ ականութ րոն, ե թ ե դորււ թ քուն

ո ւ.նի ֆ ո t նկցի ա նե ր ի

?(Ո-%(/), ?։(0-?'(0. ք~ ;ճ! —1~Ն k 112........
\|£|4 4-1 /

\որաեդ 0 — ՜ у? ... ։ • • • ) հաշո րդակէոնու թ լանր ե րավա*

րա րվ Ում են

(- 1)*<?А(Ь>0. *֊1,2...... t£M

պաքմ աններրէ
Լսցվածում տրվում է ֆոձ/կցիաների վերր նշված դասի քվադիանա- 

քիտիկ րնա թ ադիրր: Սոդա ց и < ցվntմ / թ եո րեմա ա fir մասին, ի) ե ե րք 
թվերի արւ կամ այն հ ա\>ո րդականո ւ թ/ան համար 1րաւ ու չքված ֆունկցիաների 
դասերից մեկն ր՚հդ դրքրիէt մ Հ մրււոի մե\՝է ll.uf արո։. է)վւ:ւ մ կ թեորեմա էիէււնկ 
ցիւոներր րացարծաքք դա դամե ա րւիււդիասաի(էա'1էալին շարքերի վե րրո ծա թ րմւ 
վերարերրսք։
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