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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. Г Саркисян

I Об изгибе длинных упругих пластинок, движущихся 
в газе с постоянной сверхзвуковой скоростью

■֊Исследование напряженного и сформированного состояний тон- 
пой упругой шарнирно-закрепленной по дпум противоположным сто- 
зонам прямоугольной пластинки постоянной толщины, движущейся с 

постоянной сверхзвуковой скоростью в газовой среде, учитывая порт- 
Imi'Bvmj теории» А. Л. Ильюшина |1]. рассмотрено в работе |2|.

■ Вопросам устойчивости процессов деформирования сплошных 
ры. движущихся в газе, посвящены некоторые работы (см. |3j).

[ В настоящей статье используется метод малого параметра* для 
Ьяблнже иного решенья задачи изгиба защемленной по краям длин

ной и узкой пластинки произвольной симметричной формы, движу- 
ицейця с постоянной сверхзвуковой скоростью в газовой среде и на- 
■юисннои под углом а по направлению движениг.

■ Решение представляется в виде ряда по степеням малого пара- 
liefea Լ введенного п уравнение контура области. Исследован вопрос 

•вб асимптотической сходимости этого ряда.

{
§ 1. Постановка задачи

Как известно, задача о нахождении прогибов пластинки, нзги- 
ИающеЙся под действием перпендикулярных к ее плоскости сил. сво
дится к решению уравнения

յՀ? д. •> _ __ ,?гг _ ? (*« у) л п
Од*’ ’ ~ (fxs(lyz у* Г)

I п £ДЗ

D “ ЩГ=7) •

При определенных граничных условиях.

• В 1932 году Дунканом |4| был предложен метол решения j.vi.i'ih кручения и 
hiliHb нтотропнмх стержней, основанный нл рззло4спии искомой функции по стеле- 
{ии малою параметра. В дальнейшем эго» метод математически обоснован Д. К). Па
мами |5,6|. В работах |7—9) обобщен метод. развитый и работах |5.Г»| Я. .4. Лу։щ 

Ц|0| распространил метод малого нчрзкетрл на злллчн об нагибе длинных i.iiiicm.icu- 
|ւա пластин.
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Здесь к' (х, у)- -прогиб пластинки, А толщина пластинки, •* — 
коэффициент Пуассона материала пластинки. /:֊ модуль Юнга ма
териала пластинки.

В рассматриваемом случае (/(х. у)—аэростатическая нагрузка ла 
пластинку, подсчитанная по формуле Л. А. Ильюшина |1|

</(x,v)=^c(։ + ^y (1.2)

Здесь />0—давление газа на бесконечности. х- показатель политропы 
газа. с0 -скорость звука в газе на бесконечности, а—угол между 
плоскостью пластинки и направлением движения.

Для случая защемленной по краям пластинки на границе имеем 
условия

§ 2. Метод малого параметра для рассматриваемой задачи

Допустим, что область Զ ограничена кривыми (фиг. 1)

У ֊- 4 ?(х). (2.1)
Обозначим через S2X область, целиком лежащую в 2 и ограниченную

кривыми

у =- ■ >?(х) (0< / < 1). (2 2)

Краевая задача для области 2։ имеет вид

4 о 4 р л _ *
дх4 ՛ дх9ду" ' dy4 dx

ox О. 4ю . 0. 
д\> (2.3)

при у= -:Л?(х),

где А —~քՀ с, В — — А а.
CqU

Каждому значению параметра л отвечает некоторое единственное» 
регулярное в области Ձ, решение к՛ К’(х, у;/.) краевой задачи (2.3)

Сделаем замену переменных

х = х, у = ат,. (2.4)

Уравнение (2.3) приведется к виду

; 2 I .1 ճճԼ R /‘>П
dx' дх*дг? л՜1 ժր,4 * ох ՜ ‘ ’ ~'''է

а краевые условия примут вид

а' = О. dw
dx -О,

aw
= О. (2.6)
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при • у=±/.9(Х).

Т. е. Պ = ± ? (х).

л*ние краевой задачи (2.5), (2.6) ищем в виде ряда

w (х. Tj;).) = -ZC’O (х. հ) 4֊ >.^'1 (X, Tj) 4- (X, Т։) 4֊ • • •. (2.7)

(ставив (2.7) в уравнение (2.5) и умножив на получим

Ժ* д*I 37՜ <w«+ х®’ + ■••>+ 2Է* (я’’ + к“’։+■' ■ ’

Ժ4 О[ Դ '■* ժ֊4 (w0 >.а>։ -Н • •) 4- ХМ -Հէ (Ա’օ 4- 4-. •.) -* >.4Ջ. (2.8)

•ебовав тождественного удовлетворения последнего уравнения по 
юлучим систему дифференциальных уравнений

ժր*

_д_ .) - О
ԺՀ* ՚ ՜ дх'дт? ~ •

-4- 9 = 0
ժրք “ dx*0i?

^4 . 0 , ^0 | 4^0- 4г
“ dx-fht2 '՜ <-հՀ- ' дх

(2-9)

1,<Հ’*+է ; 9 ^4.2 №*Л 3^=0
ժր/ ՚ “ dx pt,2 ՝ dx1 ՚ Ox

(* = Լ 2. 3 -.).
Для того, чтобы ряд (2 7) удовлетворял граничным условиям 

.6), достаточно, чтобы этим граничным условиям удовлетворяла 
ждая из функций ^(х, vj.

§ 3. Решение системы уравнений (2.9)

Из первых четырех уравнений системы (2.9) и граничных уело- 
|й (2.6) получаем

к>0 = = -гг>2 == «?4=0. (3.1)

ятое уравнение принимает вид

■ w- ֊е- <3-2’
’сшив это уравнение при граничных условиях (2.6). находим

т») -Д-(тг-?’)2-
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Из шестого уравнения системы (2.9) -и граничных условии (2.6 
видно, что

й-^0.
Легко видеть, что все Ա'շ«+ւ՜ О, (л °- 1. £•••).

Для определения к։л(л*. т.) получаем следующее диф|Ьеренциаль- 
ное уравнение

<*Ч յ. 2 "Ч _ о
Օղ* ՜ дх՝д^

Решив его, получим

Ч (А >ւ) =7 у,* (?-)" (Հ' ֊ Г)֊. (3.31

Для а'Д.с. 7j) получаем выражение 

'А (*. ձ) = ёТцг (V- ?’)!(?=)' - 11 (?=Ր |

+ ■Лг(г'‘՜ ;1) ((?։)'Т Ь 2 pr-ч'' I

՜ «- <?'>' ] - Խ։ <’-г - {тг I (?’)'֊'1 Hv । +

+ ТзГ I ։<*’>">’+-<**>' (?’>"' (?’)՛՝ - у (?•)՛'- || • (3.4>

Таким образом, для прогиба пластинки к՛ (.v, т։;).) получаем вы
ражение с точностью порядка <։о

<;• (х, ri: X) » Х« " (,,= - ?=)= и (г=)"

'■J ?‘)1(?=) ււ^Ո+^յ-^֊քփ^’)՜)'-

+ 2 (у)' (о')"' + (?•)"'- -g-(?V |-

֊ 9=(тг ֊ ==) |-£ 1(9-)' ֊ П ~ |((9’)’)= -

+ 2(<r)'(?։)"'֊ 94?=)'V֊֊-(94)IV֊4-(9')'i|| I О(Л«). (3.6>

В дальнейшем, при рассмотрении конкретных случаев, для простоты 
в формуле (3.6) будем учитывать только первые два члена, г. е.

w (X, V. X) = X'А (Հ т։)։ + X' А (?=)" (ք О(Xs). (3.7)

Для изгибающих моментов, перерезывающих сил и аэростатической 
нагрузки соответственно получим
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■■=. ֊ ■ III- 1т 1 г՛ Til ■■՛■՛-! 1 -------------------------- — ----------- ՜ ■- I ■ ~ -

li-P' ] |(?‘)"֊ (Г)" (г - ?։)| + - (3V - <?’)} ֊■

Ь Д(-о> I '
18 | 2

+ (?։)"(?Т 1 *(tr^-??)|+0 (/.•). (3.«>

Q. |^.(3(,։)"(,։) - (?V” (Т- ?֊)| - (ր2>' j ֊

+ —(9/?) [4-(т’-5?։)
У I •։ ֊

1(г)"'(?3Г + 3(гГ !(?•<"'(?-)'֊Ь(?=Г| ֊

4֊(3'Հ Г)
*\"fՀ--- (rW-)r՛ 4-•)(/?». (3.9>

q (x, ?■) HD - Z* — (z-Y (Հ- — z'֊) 4-

- '■՛՛ - ■ ։,i ՜շ՜ ՜(?=r (■S)"! 0(>8)՝
0b a I I -

(3.10)

§ 4. Частные случаи

1. Бесконечная полоса. Исследуется действие аэростатической 
грузкп на бесконечную полосу inupniioii 2а (фиг 2). Уравнение 
конечной полосы будет а

у = — >.</ или •!}== а.
------------гт----------------------
________? о_____________1

а )
Мучаем точное решение краевой ।
Бчп (2.3) Фйг. 2.

К’ = ֊(/-«։)2- (4;1>

Изгибающие моменты, перерезывающие силы и аэростатическая 
грузка определяются по формулам (3.8) — (3.10)

.и, =( П) ֊֊(3у=-<г),

<?, = 0.

11>
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֊ Удлиненная треугольная пластинка (фиг. 3). В каче< 

малого параметра естественно принять отношение ^~ = >-

Ъ равнения линий ОА и ОВ можно представить в виде

У = ± Л? (■*), 
где

?<*) = 2--

Из (3.7) получаем

Я’+‘ж(*-тУ+0(Л .

Qx = k‘^48— (За -4) к(֊12г ■ х‘ >- 6)| -

?(Л. ,) = ЙО ^)|

3. Эллиптическая пластинка (фиг. 4)
имеет вид

или

где

Ճ л. Г = |
аг ' >>• 1'

У ± *?(*).

?(л-) = |

Уравнение конту|

Из (3.7) получаем
3 R

W = Ն' -JJ (,։ -|. Л- - а-}-~!? — (■<• 4- .։= а-}" ~ О (л’|.
* *• I Հ

Из (3.8) — (3.10) получаем

■и-՛=՜^ս~։(3յ ՚,!х’-<3’+1 >т (и--оa=i-
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Г ■ —---------------------------------  - - —

- Х’ й ' г 0) 1(3 + ’> *’ + Р’+ D rf֊ (Н ’) аг1 + О (Л։),

„ ., 2В (— D) . „ 2В (- D) շ . й շ । ex । г» /•Q =/.■* ՝ ՛ х— а"------4т----- -  х (Зи3 - л- а- -| 6) -1-0 (г?).
3 о

Й'-Հ) Я2/՞)<(х. 71) « BD -г- У‘ 4— X (т)2 -ь х։ а2) W -0֊- X + х2-а2)«+0(>.в). 
м’Х УЗ

4. Авиационный профиль (фиг. 5). Уравнение контура есть

где
у = ± Ц (X), 

31 3 - ь
?(х) = т֊7 V* (а — х), ■

4.1/ а. а

<й֊ — fjX (а -

Из (3.7) находим выражение
VJH прогиба

•4
^ = Л 24 Պ'

27
-----16а՜ — %ах2 4 А՛3)

2
4-

27°-(-2а-։-Зх) <=-֊"' (а-х 2ах3 4 х3)
Դ 16а’ 64 а

Из (3.8) —(3.9) имеем

ЛЬ = Л‘{ 2 [е? (а= 4ах 4 Зх“)* -2с\ {֊- 2а + Зх) х 

< (т — Դ (Л — 2<?х2 1 X3))] 4- •/ [Зтг — Cj (и՝х — 2ах- -г х3)] ] •

+}И'՜ — |[т q (а"х — 2ах9 4֊ х’)12с՝ (— 7а: + 24ах - 18х2) 4֊ 
18

■*<ctf[-2a |- Зх)4-ф! -2>)(-2а4֊Зх)(а2֊4ах- Зхг)-| 4-0(Х“).

Q։ = Д-; 13 < յ֊-լ քյ [ 3Cj (֊2а3 !֊ 1 la2x - I8ax2 4- 9хэ) —

— 3[Հ- сг(а-х - 2ах- 4- X՛)| - 1 (а2 -4ах — Зх2) ] 4

+ Л« с։ 112Գ (Зх - 2а) [т - с, (аЬ - 2ал։ + х?)| +
Մ

4 6c'f (lid’ — 80а։х 4 204а։х2 — 216«х։ 4- 81Х1) +

+ (Зг,= ֊ с։ (о?х - 2чх։ -I- х’) ] |ՅՀ - 2с։ (- 2а’ + 1 la’x -

- 18ах= + 9х’)|)4
10 Kwecswa ЛИ. cep»is фиэ.-мат. наук. Лй 2
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</ (*. т() - BD — q |т2 (d2x - '2ах2 4֊ -V3)](«ճ 4ах -t- Зх Н

+ ՜367 Cl Ит‘? — ք» <а*х - '2ах՜ + -eHS < ։

Х|3 —2д՝։(- 2а3-- 11 а’х — 18ах* 4- 9х’)|}֊г Ор).

Как видно из рассмотренных примеров, вопрос о сходимЛ 
ряда (3.6) является существенным.

Исследуем асимптотическую сходимость ряда (2.7), который ям 
ется более общим.

§ 5. Доказательство асимптотической сходимости ряда (2.7)

Прежде чем перейти к доказательству асимптотической сходц, 
мости решения, предварительно докажем одну теорему и одну лемму

С целью доказательства асимптотической сходимости ряда (2.7 
распространим основную теорему о дифференциальных н< давен՛ г=‘э; 
акад. С. А. Чаплыгина |11] на уравнение (2.7).

'Ге о рем а. Дано в области D уравнение

L4(w)-B֊ 0. (5.1)

где
L^ + A^՛ «>0. I

Дана некоторая функция v(x. у), которая внутри области D име
ет конечные, непрерывные частные'производные по х и но у первого, 
второго и третьего порядков и конечные четвертые частные про
изводные по х и по у, а на. границах области

. до j dw до dw I* ,| ==K’lr’ dyr dvl.Հ (5.2)

Функция v(x.y) будет верхней границей интеграла для вну
тренних точек области, если результат ее подстановки в урав
нение (5.1) всюду положителен, т. е.

£4(v)-S>0. (5.3)

Доказательство. Из (5.1) и (5.3) получается неравенство

ճ.։(ս֊^)>0, (5.4)

Составим скалярное произведение

((-и w). /.4(т>-к-))= ( 1(г»-v)LA(v — ս’)ժ2 = ձ-ր2Հ.4֊Հ-րՀ

(5.5)
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тле

л J,. JJ«. _ e{R? л

(5.6)

Юбрпзуем эти 
мл. Тогда

интегралы. Тля этого применим вторую формулу

«ын. еще раз применив формулу Грина,

Ж Ռ .0'(v с՝՝ , » ,Р Г ՐԺ8(о —w) <Я(и — к?)
■у< ол- հօտ(ն։>|Ճ ]1Л?----------~ai‘~ da~

Ր о (v — w) ծ1 ( и — ») . . ...
— I------ ------------------ ֊.----- cos (v, x)dS. (5.1)

J cix ox- ' ’

;есь (.,?;)— угол между осью Ox и внешней нормалью данною зам- 
утого контура (S).

Контурные интегралы, стоящие в выражении (5.7), суть нули но 
ловню (5.2). Следовательно, выражение (5.7) примет вид

■ A- (5-8)

Таким же способом находим

Ր .7)' (г - ;г՛) 
է լ՝

c&(v ս՛)
JJ ,ԼՀ՜

'L1 ® ®1 Այ, և.,յ ° ( “• C0S ( Л) յ/ձ_-
d\»x 1 (Jxay2 ’

сЯ (v ар |
dxoy

cos (•, у) Ժ5,

nt. учитывав (5.2), окончательно будем иметь

՝ 1 *ԺՂջ—£1 (P(v — ,
I յ

(5.9)



148 В. С. Саркисян

հ ՜ 4՜ Ц dr к')21մճ = շ՜ \ ('r a"'2cos<v‘ °- 
ճ .5

Учитывая (5.8)—(5.11), выражение (5.5) можно представить в виде

w)) ֊ J ք| 4֊ ֊^-г— >0. (5.12)

Итак, скалярное произведение (5.5) существенно положительно* 
Учитывая (5.4) находим, что г» — да не может быть всюду отрица
тельной. Таким образом, относительно функции т՛ —да можем сделать 
два предположения: 1) или v да>0 внутри области, 2) или область 
разбивается на части, из которых в некоторых частях имеет место 
v -да>0, а в других частях имеет место т/— да<0. Нетрудно ви
деть, что второе предположение приводит к противоречию. Таким 
образом находим

v — да > 0 
или

да < V.
Теорема доказана.

Аналогично доказывается, что для и- нижней границы интеграла 
имеет место следующее неравенство для внутренних точек области D 

и <Հ да.
Итак, получается

и <Լ ս՝<Հ г՛.

Лемма. Если да(х, у) удовлетворяет внутри области В 
уравнению

L<(w) = В.
а на границе (Г) условиям 

то для любой функции Е(х,у), удовлетворяющей уравнению

МГ)=/(х,у)

в области D и удовлетворяющей на границе области Dt усло
виям

=0.’‘У к.

на ранице Dlt если толькоимеем | Բ(х, у), <Հ, да(х, у) | внутри и 
|/(х, у)|<5 6 этой области и на ее ____

Д о к а за т е л ь с т в о. На основании доказанной выше теоремы
имеем да>0 внутри D, а значит и на границе Dt.

Построим вспомог՝ льную функцию Ф(х. у) следующим об
разом
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I) £,(Ф) —Я = 0.

2) ф|, -о. £1 =*»! =0.

гко заметить. ч։о
Ф(х. y)<w(x, у) внутри и на границе Dv Введем новую функ-

ию следующим образом

Ф։ (х, у) = Г (г. у) — Ф (х, у), 
ченилно. что

Ф, <*• У) 'г. °-
ժփ։

<П. в аУ ~ о
Г.

/ДФ։)«/(х.У) »<0.

ще раз применив теорему, находим

Ф։ (X, у) <0 внутри Ор 
то значит, что

Ւ (л. у) < Ф (х. у) < w (х. у) 
ли

F(x, у)< ге(х, у).
шогнчно получается

Л(х, у) > — w(x,y).
Следовательно Г(х, у) < г(х, у)| внутри н на границе Ц.
Теперь докажем асимптотическую сходимость ряда (2.7). Для 

ой цели изучим решение нашей задачи как функцию
Составим разность

я
հ (х. у:>) ;г(х. у:>) - V rj. (5.13)

k-G

рименнм оператор /. 4 для Рв(х. у;л)

/ — V (5.14)
*-0

1ИТЫВЯЯ (5.1). из (5.14) находим

/,.ь > « 
k и

2 y*dk : (fab , л thvk \
>= Ժ^’Ժր? Հ' ժր,’ ՚ Эх

ЗД0ЖИ8 развернутую с. мм> то 
(5 15) получим

степеням X и пользуясь (2.9), дли

п .1 /
X (Jx*

- Ъ?Э?՜4 л дх
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Xя ։ / "՜և'" zl_ 2-^2 1 а'\ / '*• К
I w ձ дх^;՝ A-(ix)-K (“л^՜՜4 л ~дГ)- 

.n/d\i՝a dwn v~л ( -<&՜՜:-д <5-16»

Оценим выражение (5.16).

. >Л-. | |^И , 0|_յԽՀ 
(fx2 ~ ' ax'(h2

./.•»֊«! 2л'л_£ . . №՚«-ւ .„г
I I -J.X~ + A s՜՜ +'• •7։K'„ 

(IV
<^'.T 
fix

(5.17)

<№k(x, Հ-)
Выражения — ՜(քբ՜^բ----- ” Л ՜^~ суть регулярные, внутри и на

границе Z՝։, функции аргумента л՜ и просто многочлены аргумента 
1огда. введя в области 1) обозначения

для функции !,:>.) а обласчи

Rn{x, v>-)i ^п՝л{Рп..л -2<!п .

Ц будем иметь следующую оценку

Դ , J I ' п :Կ\ .4--44֊ V J֊

4՜ր ' • րո ։) + Հ^ր,, - л,) • (ад

Имея n виду граничные условия для w(x. у) и выражение (5.13Լ 
получим

Р„(А‘. у;/.) - О

■= II
на границе области

где / внутренняя нормаль к контуру Г։.
Введём новую функцию следующим образом

₽,<АУ; у: л).

Составим.

(5.19)
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видно, подобно (5.16). будем иметь
z> W

lR'„ = „■ »«;>•)! < (5-20)
од

Таким образом, определение функции р*(л,у; X) сводится к ре 
снию следующей краевой задачи

'ч(9՝„) = R'Ax, у;/.) в Dj D,

Հ lr, = °.
(5.21)«Հ =

(JX I , 0\՝ Г,

Очевидно, что условия леммы удовлетворены. Следовательно, 

I?;՛<[№(*. у)!

ли. учитывая (5.19). будем иметь

Տ՜* ('•)
Ря (*• У։» '•) < ' ։7Г (*• У> I • (5.22)

Пусть бесконечная полоса шириной 2а содержит внутри себя 
власть D. Легко видеть, что можно подобрать бесконечную полосу 
шриной 2Ха, которая будет содержать область £),. Тогда, согласно 
1.1). прогиб для 7Հ будет удовлетворять неравенству

| «՛ —
В
24

(у2 >Az։)։
/йЛл1

24
(5.23)

Итак, при помощи (5.23) из (5.22) окончательно находим

|МА՜. У! ' VI < 24в

0.9'յԱ
IM*, у:'Ж 24 Кл-з ՜-Ч-յ - Գ֊Յ > ՜

LZ7<։.n4-4: Դ-J Ж, I Դ г)"՝/?(Л> Ս1՚ ո 4- (5-24>

Таким образом, полученная опенка (5.24) решает вопрос об 
кимптотическоп сходимости (в смысле Пуанкаре) ряда (2-7). так как 
в нее следует, что при любом значении л

11 и։ pw (X. у: >•) 0. 11 m - = 0.
z-*o >.->о /.

Инстнту! математик» и механики
АН Армянской ССР
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Վ. И. Աարգսյաճ

ԳԱՋՈՏՍ ԳեՐՋԱՅՆԱՅԽՆ Ճ.ԱՍՏԱՏՈՏՆ ԱՐԱԴՈհ^ՅԱՄՒ 
ՇԱՐԺՀՈԳ եՐԿԱՐ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ ^ԳեՂՆԷՐհ ԾՌՍԱՆ ՄԱՍհՆ

Ա Մ Փ II Փ (I b II՜

Գադում դերձ ս։/Նալին հաստատուն արադոլիքրսմր շարմ վոդ երկոէ. ՛ми- 
կագիր եղրերամ հոդակապա-ամրակրյվէսծ աոաձդական, րարակ ա դդանկրսն 
իքիխեդի լարված աքին ե դ ե ffi/i րմ ա դի ոն վիճակների т пш Ниш иիրա խլունր րս* 
Մ.. Ա. 1'ւ լաքինի տեաէւթրսն 111 դիտարկված !; [Zj տշիւատա fj լան մեզ։

<1-ս4րւէմ շարմ վոդ հոծ H ա րմ ինների դեէիորմ ա գիոն սլրււգեսի կարոնու- 
թ լան հարգերին նվիրված են մի շար.ը miշխասւա թրսննևր (տես

Ներկա աշխա տա ի//ան մեջ ղիատրկվէսծ ( դագա մ դերձա քնափն հաս
տատուն արադախ լամ ր շարմվոդ կամալական սիմետրիկ տեւ/րի, եզրերում 
ամրտկգված, երկար ու նեղ թիթեդնե րի ծ it ման խնդիրների if ոտավոր րս.- 
J nt.Uhh ր ր կի րաոե լով վէոՀ^ր պարամետրի եդանակրէ

Լօւծւււ մր նե րկտ լա գվա ծ է Լ""" '!"'ք-է' պարամետրի։
Հ4 տա գս տված է րււծման ши իմպ տ սա իկ դս ւ դամ իա ու. իմ քո է.նր ( րսա ''Խւ- 

անկա րե ի ):
11րսլ1.ււ աոտշադրվոդ մեխոդի կիրաա/ / խ fit ւն դիտարկված են մի րսւնքէ 

կօնկրետ իւնդիրներ:
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