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ГЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Л. Л. Мовсисян

Об осесимметрично-нагруженной анизотропной 
нили ндр и ч е с ко й о б оло чк е

Ь работе [1] нами получены разрешающее уравнение и решение 
Которых конкретных задач цилиндрической оболочки вращения. 
вида материал оболочки имеет лишь одну плоскость упругой сим֊ 
■Прян. параллельную срединной поверхности оболочки (в частности, 
Молочка будет таковой, когда материал ортотропен, но главные н.ч- 
Ьэодния упругости нс совпадают с линиям։։ кривизны оболочки). 
|Й |II установлено, что несмотря на полную симметрию задачи, в ог- 
■чне от изотропных и ортотропных оболочек (когда главные направ­
ления упругости совпадают с координатными линиями), в данном сду­
ве появляются перемещение, направленное по направляющим ци- 
рялра. а также сдвигающее и перерезывающее усилие и крутящий 
BWh. т е. оболочка претерпевает деформации кручения и сдвига.

I В зависимости от угла, составляемого главными направлениями 
упругости с координатными линиями, будем получать различные зна- 
Мш прогибов, собственных частот, критических усилий и т. л. 
Очень важно нахождение того значения угла, при котором прогиб 
Sj.-.e։ наименьшим, а критическое усилие — наибольшим. Сказанное 
։ равной степени относится и к конструктивно-анизотропным оболоч- 
xw. т. е, к оболочкам. подкрепленным стрингерами и шпангоутами

i В настоящей работе рассматриваются некоторые задачи статики 
К динамики анизотропной оболочки с одновременным выявлением 
того расположения материала оболочки при котором он используется 
«лучшим образом.

I I, Рассмотрим оболочку с радиусом кривизны- г. Положснне 
шоглибо точки оболочки будем определять безразмерной координа­
тор. д. г. е. отношением длины образу килей к радиусу оболочки.

■Считаем, что оболочка нагружена нормально приложенной по- 
аерхностной нагрузкой.

равнения движения элемента оболочки будут иметь вид

y‘ = ii՛
О Ну IV о- 4- гА՛, =■ 0. 
дх

(1.Խ
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- ИП =>«==■.  — и, -  — — . . ■ =  F=- I       ——=

֊֊’֊м = о. ^-r,v, = о,
дх - ժ*
-г , ()N, . ^IS V/ Л - I է. Н~ п
Л՛ 4֊ Л — րհ9 т (*.  О = о, 2>։ 4 ձշ 4----- * = о.дх дР г

Здесь к — толщина ободочки, ?— плотность материала.
В уравнениях движения элемента, как это делается обычно, пре­

небрегли инерционными силами, соответствующими перемещениям и 
и V. оставляя открытым вопрос погрешности.

Имеется также следующая связь между усилиями и перемеще­
ниями |1, 2]

г _ Л ди. (iv
/ J /Jn ^ր44լ/ 4՜ ‘ 'HI

г ■ ox dx

r ,։ Id и I о
/.» Z>։5 Bnnli' -f-՜

r dx ax

r, n n dv<J16 T B„5 ֊—
dx dx

ozw 
dx* гdx

(1.2)

hL
V2r* dx

W ()V
4- -«ee ՜dx

Ил (1.1) и (1.2) получаем следующие уравнения движения в
перемещениях

»"Տ+“ Ժ2!' ,, Ժ»
՜ — £>յտ ՜Ox1 OX

R дЬ{ Д. R (Ր1' R
bic ՜ՀՀ 4- — ՜ ՜ — Р-.

Ox- дх* ох I2r= ։ed.v’

ռ ձԱ > ռ Л= о п

дх дх 6г9 oxJ
(1-3)

Приняв

« — 1 -.,Ху. ^>6 dw , .
В»ВШ-В\, J 12г2 В.Л,֊

(1.4)
Г .wdx _ ժյ: + cx + ժ։

BnB6t в\г> .) 12ր’ BnLl6a-fri6dx
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ta ծ. с и մ-произвольные постоянные, тождественно удовле- 
порам первым двум уравнениям (1.3). а из третьего получим

№՛ . о д2ы . 12г’р №՛ 12г2L----- \-2т n w 4- - - —խև4 Ох2 1гВи nt- й«/?„
Г--7. В^а + &вА 

h )
(1.5)

3 ^18 (^и^'ез )

2 Ջ1է (Z>'nBea />]б)
12г2________Զ______

//-• տո Ш ’

-В|2) -Г йВп_, - - ВпВ^.

Относительно знака т ничего определенного нельзя сказать, 
сн может быть и положительным я отрицательным, а п всегда по- 
шнтелен. Последнее получается из условия, что потенциальная энер- 
гйн деформации — положительная квадратичная форма.

Уравнение (1.5) можно рассматривать как уравнение изгиба балки 
'.л упругом основании, на которой кроме поперечной нагрузки дей- 

стиуег еще продольное усилие.
Рассмотрим конкретные задачи. Для простоты все рассмотрен­

ие здесь задачи имеют шарнирно-опертые краевые условия. Без 
затруднений можно получить решения задач с другими условиями на 
Аах.

! 2. Пусть оболочка несет произвольное внешнее давление 7 — 
не зависящее от времени. Уравнение равновесия такой обо- 

лачкн будет

| + 2т -ь nw = ~~ ("ճ֊ v (л ) л- Вк • а /Լօ • с )• (2.1)
J ax' dx- հ֊Յս \ h /

1о условию на краях имеем следующие условия

7*յ = 6\ = •;՛ ^ и/— О при л՜ => 0 и .г = lir. (2.2)

Сражение Г, из (1.2) при (1.4) принимает следующий вид

г, = A(SiI.rt + fil,.f). (2.3)
Г

Чтобы удовлетворить условию 7՜, = 0 при -v = 0 и х — llr, надо 
го.г.жить а = с=0.

Г
 стальным условиям (2.2) удовлетворим, выбрав w в виде

S' = 2/*.sin^x.  (2.4)

՛
■ *"  /—длина оболочки, Д неизвестные постоянные.

Ви»кт«!1 АН. серия фи։ маг. „лук. .4 ՛



114 Л. А. Мовсисян

Разложив </(х) в ряд, получим

<1(х) - 2 —
к ։ 1

Подставив (2.4) и (2.5) в (2.1), тля неизвестных Д получим

Имея (2.4) и (2.6). по формулам «1.2) и (1.4) можно поду 
выражения для всех расчетных величин.

В частности, если

имеем

7(A-) = <7։sin^ X

Как видно из (2.7), /։ есть стрела прогиба оболочки.
Пусть оболочка изготовлена из ортотропного материала, глав­

ные направления упругости которого составляют угол о с коорм- 
ватными линиями*.  Если обозначить через Вц жесткости, когда Мао- 
вне направления упругости совпадают с координатными линиями и 
через Вц—когда эти направления составляют угол ® с координатной 
линиями, го можно записать следующие зависимости между Вц н /(. 
[з. 41

* А1ожно принять общий случай анизотропии, но из-за громоздкости получае­
мых формул здесь материал принимаем ортотропным

Вп — Виcos1® 4- 2 (Bi: - 2Z?<ki)-sin2tp-cos2e 4- fi^-sln1?.

B2.. = fin sin4 © — 2 (filj 4 2fir„;) Sin’ C • COS" Շ -b fiij-COS1 <p,

Zi12 — Вi2 (fin 4- fizo — 2 (Bi> 4- 2fia)| sin’®-cos2 ®.

BM = Ba, 4- [fiH 4- Be: — 2 (fir.՛ 4- 2fi«)| sin" »-cos2fp.

BM - " |fi?ssln2® —cos5® 4- (fijj 4- 2fic-rt) cos2©| sin 2®,

I В-: cos fin sin5 с ■ (fi՛.- i- 2B^>) cos 2® j sin 2®.



Подставил (2.9) в (1.6) и (2 8), получим

Л гЧгF (в„. -Ղ < )• (2.10)

/'—функция от жесткое гей. угла у и геометрических размеров 
Дочки Вряд ли возможно в общем случае получение выражения 
соответствующее наименьшему значению/-. Приведем выражение Ւ'
я конкретного материала 
| Для стеклотекстолита 

постоянные [5|

и для некоторых значений е.
КАСТ-В известны следующие упругие

1_ /?։ = 2,15- КУ кг}см:: Е., 1,23- 10*  /сг см2: >и=0.19;

«
Դէ = О, П: С] — 0,207 • 1 &кг:см*.

сражаются через эти коэффициенты известным образом |3, 4|. 
В таблице 1 приведены значения МО’ для некоторых значении

Йтаов о при — = 100. — - -.г Л
Как видно из приведенной 

.таблицы, прогиб оболочки из 
[Стеклотекстолита при нагрузке 
(27)

Таблица /

т 1 «■ 30 1 45' 60 90

I01
1 0.812

1.С09 1.759 0,877 Օ.46Ց

получает наибольшее значение при угле поворота главного на­
правления упругости относительно координатных линий, ранном 45 

‘и наименьшее значение -при угле, равном Ց0 .
■ 3. Уравнение статической устойчивости рассматриваемой обо­

лочки когда на краях действуют постоянные продольные сжимающие

ти1ий р, получим
1 d2wиз (2.1), если заменить Z иа р— • Имеем
г dx2

մ4«*
dx՝

՝2т — nw 
dx-

Ищем решение (3 1) в виде 
■ Значения р, при которых 

потерн устойчивости, ны числятся

Г2г 
р

(2.4).
возможны

—-0. (3.1)

осесимметричные
по формуле

формы

{֊

Рк =---------------- --
12г

(3.2)

Йаименыпее критическое усилие
Таблица 2

30 45 60 90

равно
Лл/Л: ,1
.4՜ (I п т)
6г-

(3.3)

Г'1 947

I 16

678 447 587 S01

17

В таблице 2

17 20

приведены

20

кол и чеством полу вол и 

k^-Lyn. (3-4)

вышерассмотренной оболочки
значения ph : и количество полуволн

с
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4. Уравнение собственных колебаний данной оболочки полу 
из (1.5)

d'w _ д’»? , 
ох*  дх*

5. Исследуем вопрос перехода через критическую силу paw 
трнваемои оболочки. В работе 16| изучено поведение изогроп 
оболочки при совместном действии поверхностной нагрузки и осе: 
сжатия, зависящих от времени. Как частный пример рассмотрен 
чай, когда поверхностная нагрузка не зависит от времени (имеет нц’ 
(2.7)). а края оболочки сближаются с заданной скоростью. Легко 
деть, что это равносильно случаю, когда оболочка имеет начала 
неправильность вида (2.8). Здесь мы будем предполагать, что о 
ломка имеет начальную неправильность. Исследование в преднлуи 
пунктах показало, что второй член левой части уравнения (1.5) иш 
незначительное влияние на критическую силу, частоту и на прог 
С другой стороны, если исходить из теории пологих ’оболочек ււ.նւ 
оболочек с больших показателем изменяемости, то вместо (1.5: ч] 
думается уравнение без этого члена |1. 2:. Поэтому, для кратм
этим членом будем пренебрегать сначала.

Если предположить, что оболочка имеет начальную недра
ность и'9(х) и в срединной поверхности действует продольное ус 
7\, io вместо уравнения движения (1.5) будем иметь

. , , 12г*р'’։а’ 12г3 а--л
ох* Л’Д„ dt* А’Я,, *dx5 * * * 9

где »<՛— полный прогиб оболочки.

nw 4- 12г*р  Ժ՜Հւ’ 
Հ՜> ’ ժ7յ՜

Ищем решение (4.1) в виде

С? — UZ(X)-5ln •«<

(4.

ւՀ՛
где « — собственная частота колебаний

Из (4.1) и (4.2) для W'(x) получим

d*W  _ .... 12ր>’ .... Л-------- Ւ 2m-------4 ո U------ ֊ - Ա՜ - 0.
dx* dx2 Л»Я։։

Веря решение (4.3) в виде (2.4). для собственных частот пол ум

В таблице 3 приведено несколько значений «,-rl р тля пЦ| 
рассмотренной оболочки.

Таблица з
9 | 0 | 30' | 45 | 60՜ | 90

«,гК» 1 316 238 I 337 463

i5.li
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Дли простоты принимаем, что

7i’os/o-Siny Л, (5.2)

ле /с стрела начального прогиба.
Решение (5.1) ищем в виде (2.8). Для неизвестного получаем 

ледующее уравнение

^+'“Ф֊г ֊Mw/- (5.3)
wf*  J 'М-р I

где Г) и u»J имеют значения (3.2) и (4.4) при /г =■ I.
Принимая / = /։//0 и т=и>։/, получаем

Ц ֊Հ + (5.4)

Предположив, что края оболочки сближаются со скоростью с, 
через время !. для 7\ из (1.2) в линейном приближении получим
В' Т, - ֊ -ф' <7. (5.5)

Тогда нз (5.41 имеем

^г + || ֊'*!/= >■ (5-6)

тле

Как видно из (5.7). С пропорционально скорости распространения 
звука в материале в направлении образующей оболочки.

Решение (5.6) в интервалеО- հ -֊- получим, приняв (к = х։.

(Тогда hi (5.6) будем иметь

7Հ+ (5.8)

Решением (5.8) будет
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о

где ./ , — Бесселевы функции первого рода с индексами IF 

определитель Вронского, равный

IПостоянные интегрирования с։ и с*  находятся из начальных ycaoi
В частности, для выражения Հ в момент т, 0 (что соотие՛ 

вует случаю, когда усилие осевого сжатия равно критичеп 
будем иметь

если принять, что края оболочки сближаются с нулевой н,ачилы։( 
скоростью |Հւ 1) = 1. ք'(\) — 0|

Решение (5.6) для т выражается н видоизмененных фун

пнях Бесселя.
В таблице 4 приведены значения при некоторых значениях 

для стеклотекстолита (>֊=» 0.5: г / = 0.5; г հ «= 100).
Таблица I

քք 0 30 45 60 90

1.061 1.034 1.065 1.168 2.Я50

Исследование приведенных задач показало, что изменением рас՛ 
положения материала можно добиться наименьшего прогиба или паи 
большего критического усилия для данной оболочки.
Иститут математики н .механики

АН Армянской ССР Поступила I lX| II»

I,. Ս. ՍԿւփւեսյահ

ԱՌԱՆՑՔԱՍՒՄեՏՐՒԿ ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ МШФЬ ՄԱՍԻՆ 
U Ս*  «I» (I փ II ւ» ir

Ս.շիւսււոա թ pili'll մեջ ц [ниш րկվո ւ մ են րնգհէսնոլր տն[ւէ{էւ տ քտս] ւլչւսնւպ 
թ սւրյ in'll ի/ ի աոան <յքաս իմ fun րիկ մի ոսւնի աուււտիկ ձ ոինամիկ իձոիրնհւ 



չպես հրսրոնի է, քժաղանթի նլորթր կարելի է ղիտարկել որպես րնդհանուր 
ւիղոտրւրպ, եթե նա օրթ ուորոպ է, րալց աււաձդականու fJ լան ղլխավոր 
'"•նլյրներր չեն Կամրնկնոր ri' կոորդինատային արրրսնցրների հետ! Ա.չիրա- 
էւթլսէն մեջ ցույց / տրվում, րրր արր աձղակտնո ր թ յան գլխավոր աոանրյրների 
ոտրհսմր կոորդինատ ակտն աոանցրների նկատմամ ր կարեյի կ հսւոնե/ րոլՈ
*նին, որ թաղանթում աոաջանան րիորր Հ,կվ ած րնե ր, կրիտիկական ուր! ր

*:1ւ/ւնա ամենամեծ արր/եքր, կամ խոր ոարիե/ րէեղոնանո առաջացնող հա(\ա-
բնությունից։
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