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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Н. X. Арутюнян

Кручение цилиндрической оболочки с произвольным 
Мк замкнутым профилем

1 Приближенный способ |1| расчета на кручение тонкостенных 
стержней с замкнутыми профилями, которым широко пользуются и 
леснических приложениях, основан на следующих двух гипотезах:

и) касательные напряжения по псе։։ толщине стенки скручивае- 
•'Miu'o профиля направлены параллельно ее средней линии.

б) касательные напряжения постоянны по толщине стенки пре­
мия. •

Эти гипотезы, которые следуют непосредственно из мембранной 
тлогнн. являются • пиближенными. Поэтому полученные на основе 
я՝: известные формулы Бредта |2| для расчета на кручение тонко- 
са'ниых замкнутых профилей являются более или менее точными в 
Зависимости от того, насколько тойкостеней данный профиль.

■ Величина ошибки, снизанная с принятием этих гипотез, насколь­
ко нам известно, пока остается неопределенной, хотя определение 
г- было бы весьма желательным, поскольку тогда можно было бы 
судить о погрешности приближенных формул Бредта и тем самым 

.установить границы их применимости.
■ В настоящей работе приводится решение задачи о кручении 

ртонкостеннах стержней с трубчатыми профилями, рассматривая их 
как длинные замкнутые цилиндрические оболочки.

Решение строится путем интегрирования основного уравнения 
теории кручения метолом малого параметра, то есть представлением 
решения н виде разложения по степеням параметра „толщина обо­
лочки"

Такой метод позволяет, во-йс-рвых. оценить точность вышеука- 
МН8ЫХ гипотез, при помощи которых получены приближенные фор­
мулы Бредта для расчета на кручение тонкостенных стержней с 
трубчатыми профилями и. тем самым, установить границы их приме­
нимости. а, во-вторых, решить задачи о кручении таких стержней, 

[Аля которых формулы Бредта принципиально не применимы.
i Задача о кручении и изгибе цилиндрической оболочки произколь- 

«ого открытого профиля методом малого параметра была впервые 
рассмотрена в работе Р. Л. Малкиной [3[.
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Кручение тонкостенных замкнутых цилиндров за пределами у: 
ругости на основе общей теория оболочек исследовано в рвбц 
Г. Хандельманя |4|.

§ !. Постановка задачи. Основное уравнение и его решение

Рассмотрим задачу о кручении призматического стержня» п< 
речное сечение которого ограничено двумя замкнутыми крин 
Го и Гг (фиг. 1).

Отнесем сечение стержня к криволинейным координатам s :* г.I 
где з—координата, отсчитываемая вдоль средней линии профиля, .ьтим 
которой равна /, а п отсчитывается пи нормали к средней ли. ни И

Ось г направлена параллельно.՛ 
радующей стержня.

Для простоты дальнейших 
кладок толщину h стенки проф
примем постоянной.

Введем безразмерные ко 'Wi 
латы

'՛ 1 1
Тогда уравнение кручей! 

примет кил

** . ^=-2/Лл (1յ
Օր Սհ \ Н / Oz (irf Օղ (ir\

Здесь U(s. n't = /2Ф (5. ղ, ).) есть функция напряжений при кручении, ай

н=1 + -^, (;) —f.(sl. (li
' р.

где p(s) радиус кривизны средней линии профиля.

На контуре скручиваемого профиля, т. е. при г, = — »ФУ711‘*

ция Ф(?, Т(. л) должна удовлетворять условиям

ф(:. 2 :'•) = ». ■

подлежащая определению в дйли!где i \—некоторая постоянная, 
нейшем.

Решение уравнения (1.1)

виде ряда по степеням малого

при условиях (1.3) будем искать в 
А

параметра ՛■ ~ ( '
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(1.4)

I Отметим, что в этом случае, и отличие от случая кручения 
ртгостеиных стержней с открытым профилем, рассмотренного в ра­
боте [3|. граничные условия (1.2) утпвлетворякнгя 
оолученное решение является точным.

է Из граничных условии (1.3) при иомоши (1.4՜)

точно и поэтому

находим

Ո (А- О, 1. 2. ).

(* = 1. 2, 3.-- Ղ (1-5)

Фо է
1 •

Подставив выражение Ф֊;. из (1.4) в уравнение (1.1) и 
гывая соотношение (1.2), после приравнения коэффициентов при 
шковы.х степенях параметра /. получим

Ժ։ՓՕ 
()ՀՀ

ժ*Փյ / /;Ф0
ժր/ ՜ ժրէ (1.6)

■''Փ _ ,Рф0 Հհ / ԺՓ3 _
ժր,2 Հ-՝ Cjr։ հ (Jit

пегрируя рекуррентные уравнения (1.6) при граничных условиях
5Լ последовательно определим все функции Ф,_ тр ։А-- о. I. 2.-■ •

Ф’ '/= <2 \) '
К փ֊ жО’- л)- (17)
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Подставив эти значения в (1.4) и перейдя при помощи (/ 
координатам (s, л), для функции напряжений V(s,n) при круче 
получим следующее выражение

где р--?($)—радиус кривизны средней линии.
Остается определить постоянное значение Ц. которое входил 

выражение (1.8). Для этого воспользуемся теоремой о цнркуляц 
касательного напряжения

о
где ‘2 площадь, ограниченная средней линией Г профиля, то ес 
линией п = 0.

Подставив выражение для lJ(s, п) из (1.8) в (1.9) и произве; 
интегрирование, после некоторых преобразований получим

12 J p(s) 
Ц =-------------- ------------------ (!.!(

12 J p(s) 
о

Зная функцию напряжений U(s. л). найдем касательные няпря 
женин ■: и - . при помощи формул

г. М= G fi ап

ԺՍ 
ds

(1.11

а для жесткости С получим выражение

(1 1-
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Ззесь под Զ можно подразумевать как плошадь, ограниченную вну­
тренним контуром Г։. так и площадь, ограниченную средней линией 
Г профиля.

Пользуясь полученными решениями (1.8), (1.10), (1.11) и (1.12), 
Фшо построить ряд приближенных формул для расчета на круче- 
ие тонкостенных стержней с трубчатыми профилями в зависимости

<»г порядка малости отношения . Разумеется, что эти прибли- 
/Հ

жемиые формулы будут учитывать влияние кривизны и гонкостён- 
кости профилей на их напряженное состояние при кручении тем 
точнее, чем больше членов сохранить в формуле (1.8).

а) Ограничиваясь. например, в формуле (1.8) точностью до чле- 
հ / հ \поз порядка -—(следовательно, также и членов порядка . ), д^я 

функции напряжений Ս{տ,ո\ будем иметь

ՍՀտ,ո)=<ձ A(j ). (1.13)՛

а согласно (1:11) н (1.12՛ для компонентов напряжений -֊J и
■сткости с получим

Л1

(1.141

г .И .. 4Й։ЛС“-Г = °-7-

Эти формулы известны как формулы Бредта |2| и применяются для 
расчета на кручение трубчатых профилей.

К Ие^рватёльно, точность формул Бре.тга определяется ра-

ICT0OM /?0 ^1։

| б) Если ограничиться в выражении (1.8) членами, содержащими
Խ л \(Следовательно и что принято в теории оболочек, то получим 

Ս(տ,ռ) = ,2
հ֊ 4 Л -

Կր֊ (1.15).և» ,

Далее, согласно (1.11). будем иметь

-20о|-; (

л. _ 69 ( 1 — 4~ Ն17՜/ր . ^-0.
(1.16)

л
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а для определения жесткости Св том случае в силу п (и
получим следующую, более точную, формулу

. .И .Л ։о„ Л hP Qhl Г ds 
о //зз J p(i)

В заключение отметим, что совершенно аналогичны ՛՛ 
как эго было сделано выше, можно найти и функцию 
Сен-Венана ?(տ. а), которой определяется депланация 1Г($ «1 = 

(Տ. /г) трубчатого профиля при его кручении.
Опуская промежуточные выкладки и вычисления, привезем .ця 

только окончательные выражения для ® ($.//)
а) Вели ограничиться точностью до членов порядка —,, то J 

?'($. л) получим

«(Տ. /О - у ••>(/) — ”• (-տ) (хх' - уу') л ■' ?0.

ь л — л is), у =- у(х) уравнение средней линии Г профиля зМ 
раметрической форме. <«($)- секторнальнзя площадь, равная

* ОН
«»> ।.տ = \ (ху'— ух') ds, (1.”л

о

а ?0 некоторое постоянное число, определяемое из условия норым 
рования ?($՛. п).

Эти формулы были впервые получены Г. К). Джанелидзе i‘i( 
иным путем.

б) Если же ограничиться точностью членов порядка - . то дя
՛*/. JB 

о ($, л) найдем

? ।ծ։.//)=. Հ <•’(/) — ••»(.$) (X.v' уу')( I-----(,?՜

где р «= .-,($) есть радиус кривизны средней линии Г.
Из формул (1.Я) и (1.20) следует, что при л= 0 ? (0, 0) -

§ 2. Концентрация напряжений во входящих углах 
тонкостенного стержня замкнутого профиля при его кручении

При кручении гонкостенных труб, если профиль трубы имя 
входящие углы, как. например, в случае, показанном нз фиг. *- 
окрестностях этих углов имеет место значительная концентрация и 

я ряжений.
'Максимальные напряжения в окрестностях этих углов око;н 

з аются значительно большими, чем напряжения, определяемые пе 
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шц нз выражений (1.14). и зависят от радиусов закруглений входя* 
ПХ углов.

«Пользуясь мембранной аналогией, С. П. Тимошенко ,6| получил 
Сближенную формулу для определения наибольших касательных 
иприженнй в окрестности входящего угла замкнутого профиля при 
ВВ кручении.

Эта формула имеет вид

(2.Խitux րւս։ k*

ь ~ наибольшее касательное напряжение в стенках профиля 
}.:гагочвом удалении от входящего учла, Л- толщина стенки.

fc-длина средней линии профиля, Ճ-площадь области, ограниченной 
вредней линией, г—радиус закругления внутренней грани входящего 
iL1*՛՜1 ^—коэффициент концентрации.

«
днако. более точную формулу для определ-ння значений мест- 
сательных напряжений у закруглений замкнутого профиля при 
pro՜ ։ении можно полечить при помощи соотношений (1.15) и 
<1-16).

J Из-них соотношений следует, что максимальные напряжения 
հ հ!в'т,т получаются в точках п = — и ь^=',11н11- г •

Тогда из (1.15) получим

! Тл.-|тзх = Tn. .x в 2<;ОГ0 1 ■ (2.3)

Пег. . - некоторый характерный л инейный размер поперечного

MehUM стержня.
<2

Но согласно (1.14) Հ’ո.ձ=2(70 у ~ 2(՝i'j га есть касательное на-
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пряжение ня достаточном расстоянии от закругления на пря^л 
участках контура скручиваемого профиля, которое определи 
мулоЙ Бре.тта (1.14). Тогда (2.3) примет вид

т. е.

Рассмотрим числовой пример.
Пусть скручиваемый стержнь имеет коробчатое сечснт 

размерами а = Ь — 10 см, /г = 1 си, г — 0,5 см, рп11п — րփ J

Тогда по формуле С. П. Тимошенко получим

= i-5*։

Но (popмуле (2.4) находим

= Լ50-Չ , них max

Как видно, значения напряжений, вычисленные 
(2.61 и (2.7), отличаются незначительно.

В заключение отметим, что формулы (2.1) н (2.4) 
пня максимальных касательных напряжений будут давать ешс б 
точные результаты, если скручиваемый профиль имеет закруглв 
углы как с внутренней стороны, так и с внешней.

по .(юрмуав

для вы՛
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Ա Մ Փ 11 Փ II Ь Մ

Հււղվածում րերվէսմ Լ խողովակաձև րարակապաա ձողհրքւ 
խնդրի յուձում րւ Ջողերր դիտարկվում են որպես երկար փակ պր^՚քփր՚՚է 
Նային թաղանթներ։

Լուծում ր կաոոէցվ՛ում Լ պորման տեսության հիմնական հավասպ\ 
ինաեղրման ճանապարհով, փորր պարամետրի եղանակի կիրաււման nf 

թյամր, ա յսինրն'՛ (ուծոէ մ ր ներկա յա յյւք ում Լ րսա «թաղանթի Հ ասւոովէյ, 
պարամետրի ա ււաիճանների վերլուձության տեսրով։

1Լյսպիսի եղանակր թույ/ է տւպիււ ղնաՀատել շինարարական 
կայում օղտաղործվող երկու հիպոթևղնհրի < որոնյյիյք աոայինի հիմրէւ^յք
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М Լ, որ ոլորվող ‘>ւրոկ>ի}ի տատի հաստության ուղղությամբ շոշափող լա- 
քէսմներր զուգահեռ են թաղանթի միջին գծին, երկրորդում՝ շոշափող լարում 
\1րր թաղանթի "I րսֆիէի պատի հաստության ո։ ղղութ յամբ հաստատուն են)
Արաոման ճանապարհով ստարված մոտավոր բանաձևերի ճշտությունը։

Այսպիւ/ով հնարավորության է ստաէյվամ սահմանել ա>հ ձողերի կո,'- 
ււովքյունր և մ ա րսիմ ալ (արու մներր որոշելս։ համար ստացված մոտավոր 
քանւսձևերի կիրառելիության ռահմանները և միևնույն ժամանակ լո։ծե{ ոքոր- 
Հան խնդիրները այնպիսի ձողերի համար, որոնր նկատմամբ Բրևղտի բանա- 
ձևերր սկզբունքորեն կիրառե/ի շեն։ $
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