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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян, А. А. Баблояи

06 одной задаче осесимметричной деформации 

полого цилиндра конечной длины

ЮГ.Х. Шапиро [1| дал решение осесимметричной задачи для по­
лого, бесконечно длинного, круглого цилиндра, на участке боковой 

I аозйрхи'о’сти которого действует равномерно распределенная нор- 
| Ильная нагрузка.

Для полого цилиндра конечной длины эта задача рассматрива­
лась в работах М. А. Бинни {2], В. և՜. Пэокопова 3—5] и С. М. Ста- 

I ростнна [6|. Однако в этих работах граничные условия на торцах 
цилиндра удовлетворяются не полностью. Эга задача рассматривалась 
также в работах В. Л. Бидермана. С. В. Бояршинова и Р. В. Са- 

I усведлз. В. Л. Бидерман ]7| использовал вариационный метол Ка- 
спгльяно. У него уравнения равновесия задачи удондетворяются точно, 

■i уравнения совместности деформаций — приближенно. С. В. Бояр- 
'чннов |8] использовал метод Ритца. Здесь точно удовлетворяются 
условия совместности деформаций, а уравнения Равновесия - прибли­
женно. Р. Б. Саусвелл |9| для короткого цилиндра. находящегося 
под действием нормальной нагрузки, приложенного на части боковой 
Поверхности, решение получил релаксационным .методом.

Одна задача для полого цилиндра без численного примера рас­
смотрена в работе Г. М. Валова | Ю|.

В настоящей работе дается ючное решение осесимметричной 
ЗШчи теории упругости для полого круглого цилиндра конечной 
длины. когда на его боковой поверхности приложена произвольная 

՝ нагрузка. а на торцах заданы нормальные перемещения и касатель- 
пые напряжения. Решение представляется в виде рядов Фурье и 
Фуры>-Динв. Приводится численный пример.

Рассмотрим полый круглый цилиндр длиной / и радиусами R и 
՛ Будем пользоваться цилиндрической системой координат.

Совместим ось г с осью цилиндра, а начало координат поместим 
на одном торце (фиг. 1).

Известно, что решение задачи осесимметричной деформации теля 
(вращения сводится к нахождению функции напряжений Ф(г, г), 
[которая r области осевого сечения тела удовлетворяет уравнению
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Հ7\?Փ = / g- _ J ժ___о- \ , ^Ф ,
\ дг* г օր дг։) \ ժր* ճ

г dr дг* /
= о. Я

На границе области осевого сечения задается закон распредели 
напряжений или перемещений, выраженных через искомую фуик; 

Напряжения и перемещения при осесимметричной деформ! 
выражаются через функцию напряжений Ф(г, с) соотношениями

•Ри г. 1. ~.п У I (I - >) у’ф — J (!

or I <k* 11

1Ur=** - — 
20 ardz

и։ — -
2G

2(1

где G — модуль сдвига, а « — коэффициент Пуассона.
Решив уравнение (1) методом разделения переменных, для круг* 

лого полого цилиндра функцию Ф(г. г) получим в виде

Ф (г. 2) = z (Лгг ֊ В. v |£*/o(4d 4֊ FtKeQ+r)-.

г — H^rKi (л*г)| sin л>г -г v (Л* sh 3k? -4- Z^ch?^ -f

+ GVshJ.r + O^.ch?,։) №',(3/). (3)

где A’i(x) функции Бесселя от мнимого аргумента, соогвер
ственно первого и второго рода, функции U”/(':4r) имеет вид

j (З.н >' (3/) I
/,(?,«)՛ Я

Ji[x) и Л (л) — функции Бесселя от действительного аргументе, со* 
ответственно первого и второго рода.

/

а ^ — положительные корни уравнения U"։ (3V$) = О или
J, (4) (ЗЛ) ֊ J, («₽)• г, (S?) = о. |5|.'|

расположенные в порядке возрастания.



смотрим напряженное состояние круглого полого цилиндре 
Кцнх граничных условиях (11|

ею
»,(/?, z) = /։(г) = ֊° + v ак cos

сю 
հ«(Ջ. z) =/«(?) = sin >.*?.

1—1

Л 00
о, ($, Z) = /а (г) = ֊°- "Г V bk cos ХАт.

**
со

-«(S, Z} == л (г) = V dk sin ккг, 
Л- J

(0<г</)

v,(r.

*-i

n.(r, 0) = f. (r) = e0 -r У U7o (?/), 
fc-1

«:(r, l)=f„(r) - ft H VftW'oC?/). 
Ji=l

(6>

(տ<ր<Ջ)

Здесь цы допускаем, что функции {//} можно представить в виде 
psn^n Фурье и Фурье-Цини 112|. Кроме того, предполагаем, что функ- 
цин Ди их первые, производные непрерывны в указанных интер-

Вычислив по формулам (2) с помощью (3) напряжения и пере­
мещения. получим

= —2(1—2>)-|-6'7? Ч-— V [Հ(|/ե + /Л(1 т2’0|сИ^-1- 
г

+ 1Л Ւ С» (1 + 2v)| sb՝a։J + CtS^ ch S։z 4 sh f:,r| U'։ (?։r) -

CO
֊Ջ ք*((Д+ ch 4- (Й* + Գ)sh ՛+ c^kz ch '
r i-l

Г Bfcshte) Ա' ֊^Հ' - V (|й»4- O»(l -2v)| /0(>.r) +

r. ■ hr »֊|’

4[/-t //.(■ л-’-^- + G»ktr/։(>.4r) +
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4֊ ք է —ճ_ /Հյ.էր/< (/.4r)l cos/.^c, 
/■4Г I 1

x Я
Հ-(ր. .՛) = 4(2 - 0.4+6(1 ■ Ой f-v f;;|D,(l ֊ ֊■•> П|с1>Л 

*“։ 1

IԳI I 2v) ֊ Ii„ I sb \z - С*^г ch - D„^2 sh ?,г| UZ0 (?,r) | I 

x>
4- V Հ i I Ը„ -r 2 (2 - 4 G/_ I /0 (A*r) I — 2(2 — 7) A/.. I /<fl (>.*/•) JI

t- I

•Г 0\А1.г/։ (ձէր) ֊է- //;.է.Լր/\\ (/.fcr)) COS Zfc3, 9'

T,..(r, г) = V ^||Д4- -_’7/A|sh;v + |B* I 2<t|ch?^+|

ft-l

-r CJkz sh 4֊ Z>*,V Cl) 3*21 1Г, (Լր) -|-

oc
+p.J||£» + 2.(l - >)0\| /, (At.r)֊

I /•* — 2(1 — ') /УЛ.) A։ (Xfcr) 4- О\/.*г/0(л*г) — НъКкгК9 (Xsr)J sin Akr. (II

I I /J"Иг. г) ֊ ~ 2Ar - --i-VXi[£A/։(Xtr)- Ft.A\ (Atr)֊uG*k,r/0 /у)
w r *՝■* 1

OQ
- W.»rA‘։(*»r)|cosi»z V ^|(.4։ /J*)chp։z+ («» + Сл)sh,3։zl 

1

-r- Գ?*? ch 3Az - /J43t2 Sh й4г | Ո՚ձ (։\r)| • (||

,iAr>= 4zi՝2(1 2')C 1 ,sn ~’')л ՜՛ 6(1 ՜

:У'2|+» 4(1 -•<> o՝,!/<,(< v) |ft-4ii+ 

* • ։
• fZjjr) -r //(t'-j-rAj (X*r)| sin л*? փ

• V?’|[2(1_2v)£4 .1»)>հՅտ;+ [2(| . 2-,) C„ - Ht I ch ?.г- 
k-wt

QVsh?>- D^zch3tz| 1Г0(3Аг)(.

.Vдовлетворнв условиям (6) и |7), для определения постояшн 
интегрирования, входящих в выражение (3). получим ряд соотнош 
ним. При получении этих соотношений пользуемся разложения! 

функций sh ch ;>ր՜, շ տհ и / chпо функциям И: cos^y-L
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։ 1з этих соотношений постоянные интегрирования определяются 
следующим образом

, v а I 2у
л= l (So-e.) ֊ , ս\/Հ'- - V3

2(R-—s-)

W֊֊*?)
(13)-

L (1-2>)с;

3/
ч . 2(1 ֊

(Հօ 'Ձ -֊-֊֊
•J

>) «Л--V՞՜ 
2{R-~s֊}

Z ^Ան(ձճ>) ^Fo(V)
(Vi ՜ ftk) •

<'Գ
! — 2՛

(14)

(15)

I ե0-ռ0 , ~ W?) iv;t(V)
2 V -

•■՝՛-- -Ji _.,jp:lsh3t/ + /<o(2»eli?»/ ֊տւքԼ/ )

(16)

2(1 ■->/<*ch.V֊ +'/JclhfV "tG-'^Л (П)

(1 — 2v) hl, — ։2G^4eA.

՜քւ՜ա՜ (IS)

.Для

2G'iken փ Л*
(19)

Ո (20"v^՜ ^Jch^y
/Л= 2(l-4p*sti V

(20)

деления постоянных 6*, /Հ и АЛ получаем следующую
си-пему четырех линейных уравнений

I £»Հ՛ («) - a^"(R) + (R) л/։։/;"(Л)=,\; .

1
^Հ" (Տ) -r G^'' (տ) -r F^" (s) Htd[" (s) = №.

£»«Г(К> + <7Л:'(Я) + М;'(Л) л,л;'(/?)- Aih.
I Жр (s) x օյհ-1 (s) Ftc՛;՝ (s) + (s) = A’P.

(21)

с

не введены обозначения
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4”(х) = /1 (х։х),

4” (х) = 2 (1 — vj А (' ։•<) + Х*х/, Р֊»х).

Հ՛՝ (х) == 2 (1 - V) /<, (>.*х).

а?’(•*) = /<> (44֊ ‘'^L,

Х»х

лГ (л-) = (1 -2v)70 (Х*х) + Х։х/, (Х*х), ՛

£?>(x)=J(,(i,x)+^iMf

л4х

4'' (х) = (1 2>) к» (Х։х) + л4х/с,(>.»х).

Կւ

щ . 2 ~
4 + >.Ц £,~&+>Г к֊ D4-4I +

__2 _
Н(Й+лГ)2

Н֊1)‘(2СЗЛ + ?(>) -

-,(20?/л+М].

. лЧ1 4 , 2 v 11 1 x*o h I
•'« —7»' + 77ճ~Յր>։՜1( ”4—41 +

*•* M,, I Fp4՜ Л*

շ
(1 (& + Հ)2

[(- 1/(ՁՃ^ • Հյ-

- (2(7^p ֊г f>p) I-

I’emjii: систему (21), получим значения для постоянных Ճ,. 
ՒՀ. и /Հա. Подставив найденные значения постоянных интегрирова! 
из (13)—(21) в (8) —(12), получим формулы для определения лап 
жений и перемещений.

В качестве примера рассмотрим напряженное состояние пол 
цилиндра, нах едящегося между двумя жесткими диафрагмами, на q 
ней части внешней цилиндрической поверхности которого прилоа 
равномерно распределенная нормальная нагрузка (фиг. 2). Для про 
ты примем, что касательные напряжения между цилиндром и диаф 
мами отсутствуют. Внутренняя цилиндрическая поверхность считав 
свободной от внешней нагрузки.
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Пользуясь значениями (25) и (26), для неизвестных постоянных 
учим следующие значения

(1 — 2v)/ra/?a
Л ~ ՛".—— •

(Я- - s2) /

-И! -с/к/?;
ՅՀ^-Տ?)/’

с = о,

D =
(/?•֊’֊յՊ7

А* — Вt, =՜ Ct; — Г)},. = П.

(27)

(23)

Из соотношении (21) и (23) видно, что коэффициенты Г... Gk, 

Л и величины разного порядка: и 6Հ убывают как — ._=■» а 
/ԺՒ /г

I *• В
h и /Л возрастают как -• где а псинимает значения и -•

Л3| /г I /
Для того, чтобы облегчить вычисления, вместо коэффициентов 

Ct. С*, Л и /У* вводим неизвестные /\4. КЛ, Z.՛. и Uk следующим 
образом
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z\S = М.
У» - '-&А/։ (W?).

k^i {'*kS),
= 'Հ-H/tKi

Для определения новых неизвестных из (21) получим систему 
четырех линейных уравнений, которой имеет такой же вил. как и 
система (21). но коэффициенты при неизвестных определяются уже 
ел е д у io щи м о б р а зо м

ՀԽԱ) КМ 
Կ (hR) ՝

Ьь'(х) 2(1 v) !1{Կ;֊՜} • A*.v և{Կյ*] .
М'ч-Я) /,(>.,/?)

Kj ('**)

А\ (M)

Հ.”(.ր =2(1 .
Ki ('■*$) A'։(^)

'/„•д xa ('շ-՝՜)____ Л (Հ.*) _
/։ ('•</?։ wMW?)

(30)

A И» AO
, r Mk*X> A»A-------

A(W?)
= K*<A*xl F _ՃՋ**Լ

Aj/.iS) ’ Xt.vA,X)

<1՝Հ՝ (X) = ֊ (1 ֊ 2v) ■

Свободные члены новой системы определяются формулами <23՛. 
правые части которых умножены на /Հ

В силу (23), (25) и (26) для новых свободных членов получим 
значения

Mh М4)= 0. (Յհ

= -- SIHA^-COS ֊—•
Ай/ 2

(32)

Прдставив найденные значения постоянных интегрирования г 
выражения (8)—(12) для определения нормального напряжения <- к 
радиального перемещения цг (в случае > = 0.3) получим следующие 
формулы

=.֊(Г. г)_
4>/JiA,s

(^-5=)/ /։ (>-йЯ)k I
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Ь-сг*- -зл£-*> ևԼճր} լ-է г & (1Ճ1

К,(Ц5>
(33>

2^-֊ /о.4г • ֊':

13 — S3) / ' г
cos >.,г

Л’ (M д. Г r /ot

MM
I. 

MM I
(34)

ւ \- Ь0*£)
Г Z^M)

Некоторые значения напряжения г. и перемещения и., вычислен- 
ie по формулам (33) и (34) для различных точек полого цилиндра 

/
шерами — ®0.60G, - 2г. при > 0.3 приведены н таблицах

| ‘яч Z1
и

(числения проделаны для

«г(С О 
К

Тиб ища 1

г г
0 Ն4 7,16 1/2

R 0.002Ո 0.0047 0.0096 0.054Ճ 0,1314

0.03Շ ЯЧ-х
2 - 0,0015 0.СО46 0.0104 0.058-1 0.1261

л. ано , 0.С044 0.0113 0.063? 0.1224

Л 0.0042 Օ.ՕՕՏ5 Օ.ՕՉՏՕ 0.1282 0.1943

1 0 072 R֊ л
2՜ и.0032 0.0081 о.аззо 0,1307 0,1965

՛ ?՝ 0.0023 0.0083 0.0357 0.1316 0.1985

0.144

R 0.0278 0.0101 0.1313 0.2046 0.2482
/?+։

-0.0237 -0.С088 0.1391 0,2098 0.2527

-0.01Ь7 -О.СОбЧ 0,1493 0.2162 0,2550

R -0.0347 О.ИИЯ 0.2077 0.2037 0.2035

■ 1/3 R ■ 5
-0.0312 0.2013 0.2!» 0.2090 0.2085

1 * 0.0272 0.2110 0.2245 0.2153 0.2141

R 0.1930 0.1930

Р2 0.198В 0.1988

0.2134 0,213-1

случаен, когда отношение прнии*-

iT значения 0,036. 0.072, 0.144. 1 3 и 1/2
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В таблице I перемещения и, приведены в долях К —

этой таблицы видно, что когда внешняя нагрузка распреде.

узкой части боковой поверхности (—-■<- 0,14-1 ')> то Максима.

даальное перемещение, в случае симметричного равномерного расп| 
/

ления нагрузки относительно плоскости z = - • получается в сер<

... 5 1цилиндра. Когда - >—-то максимальное радиальное перелете։ 
I 3

I /
получается между плоскостями z ֊ ֊ - — г и ’ = . причем Ml

некие величины иг, в точках между двумя максимумами, незвй 
тельио.

Первые два столбца этой таблицы показывают, что когда у

**“"■՛ то точки, находящиеся вблизи торцов, после дефог

ляются от центра, т. е. после деформации радиус я этих частях: 
динара увеличивается.

:,(г. Z)
------------ Таб лица, г '

~р

Е
7՜ /•

4г 
т

<’ ■ 1/4 3/8 7/16 1/2

0.036

0,072

1/3

1/2 X
? ” * Д

5 * %
 10 5Ծ 0,078

0,058

0,151
0,117

0.429
0.8S0

0,948

0.048
0,088

0.061
0.225

1.12-1
0,030

-0.269
0,462

-0.430
0,830

0.041
0.624

֊0.134
0.124

0.878 
֊0,292

0.597
0.689

1,301 |
-1.259.. I

1.2U 1

-1.147 1

0.592
0.692՜ I

0,948,.

Из таблицы 2 следует, что когда 

лена на узкой части цилиндрической 

максимальные напряжения получаются

внешняя нагрузка расп| 

поверхности '

в точках (s. —) и IR,
\ 2 7 VI

Когда -֊->0,14, то максимальные значения напряжений полу
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клея между плоскостями z— — - ? и շ — - причем изменение напря­

жений а. в средних частях цилиндра незначительно.

При увеличении отношения ' распределение нормального на­

пряжения приближается к равномерному.

Интересно отметить, что н точках, г.;с внешняя нагрузка Գ֊ имеет 

разрыв г z. г = R )• напряжение о2 тоже разрывается, причем

абсолютные величины этих разрывов равны между собою, т. е.

4 Известия ЛИ, серия фю.-мат. н.;ук. 2
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Для наглядного представления закона распределения нормалы 
напряжений հ- н радиальных перемещений иг вдоль образующих 1 
л и ядра, на фигурах ЗиЛ для половины цилиндра приведены й

эгях напряжений и кривые перемещений. Следует отметить, что при 
веденные -шоры составлены приближенно на основании расчетов 
произведенных только для пяти точек образующих.

Инетутут математики »• механики 
АН Армянской ССР Посту пил» 7 X 196!



99Об одной задаче ос.ссиммстричниП деформации полого цилиндр:»

Л. I.. (kpfuilxtnl'iiuG • U.. У». Сшр|п1шГ|

ՎեՐՋԱՎ-ՈՐ եՐԿԱՐՈԽՔՅԱՄԲ ԴԼԱՆհ ԱՌԱՆՑՔհ ՆԿԱՏՄԱՄԲ 
ՍհՄեՏՐՒԿ ԴեՖՈՐԱՍԼՑհԱՅհ Ահ ԻՆԴՐհ ՄԱՍԻՆ

II. 1Г «Ի Ո Փ Ո Ի Ս'

տէպվածում արվում Լ •/4/Д’ս։1/"/' երկարա թլամր ^1,,ք՝ ոնտմեջ ո/անի 
|"'4'*Հ?/* նկաամամ ր чիմետրիկ զեֆէէրմազիալի մ/t խնդրի ճչդրքէԱէ րռծա մր . 
քդլսհնի ''Ւ՚^^Ա՚Ւ 'll,m •"["/'"ծ են շոշափող րորւււԱեևրր և տեղափոխում - 
քք' էւաանցրի ուղղտ թրոմր, ի"կ կո i/Hiitu լին ւքսւկևրևուլթի վրա՝ ւորւուորին 
pitiltli/ւրըէ Ալո խնդիրր կարոդ Լ ւպտսպ ո րծ վե լ արոոո րին րեոքէ ադդե դա - 

'յսւ5ւ տակ դանվոդ Կքսոտ պատերով խողովակի լարվ ածտ փն վիճակր որո չերո 
երր արաարին րեէէ/է կիրաո վտծ է. խողովակի կո t/lfit ու /ին մտկերե nt /թ ի

ПЯЧ

*Խ'/' լուծ tn.մր նե րկա լա րվ ում Լ չարրերով՝ ըոտ 1՝եոոեփ քւ եոանկլու֊ 
»>>աւ[ումրսն ֆունկքյիաների: I՝ հրված Լ թվային օրինակ: 1Լրլ օրինակում հաչ֊ 
W են տեդաւիո1ոււէ.մ1ւե ր/t ե /արու 'մէւերր ղլւոնի աոանդրալին կտրված րի մի 

Ասք։ կիէոհրրւմ: Ատաւ/վուծ ա/պ յան րնե րի համար կազմված են սոլ լուսակն ե ր 
•յրաֆիկնևր:
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