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II. К. Суетни

порядке приближения аналитических функций 
античными суммами рядов по ортогональным

многочленам*

Пусть на жордановой спрямляемой кривой Г, ограничивающей об
ласть G, задана неотрицательная суммируемая функция /< (zk Обозначим 

40i’CJ \Рп(г)\ систему многочленов, имеющих положительный стар- 
ший коэффициент и оргонормяровавных с весом л (г) по контуру Г, 

кт. е. удовлетворяющих условию

Если функция /(?) является аналитической в области G и ее 
граничные значения на контуре Г удовлетворяют условию

(1)
Хе •» « I 

г

то при некоторых дополнительных предположениях относительно веса 
«{йонтура имеет место разложение

/(z) = V^(2). z£G. (2)
0

Йе ряд сходится равномерно внутри области G. а коэффициенты опре
деляются по формулам

a։=^pi(j)/(.։)W)l^|. (3)

[{./ՀՀ !
Ряды по ортогональным многочленам (2) являются естественным 

обобщением рядов Тейлора в комплексной области. Свойства орто то
нальных многочленов, а также сходимость рядов (2> внутри области 
и з среднем по контуру Г изучались при различных минимальных 
условиях на контур и на вес В. И. Смирновым, П. П. Коровкиным

I * Работа доложена на V Всесоюзной конференции по теории функций ком
плексного переменного н сентябре 1&G0 г. в г. Ереване.

4 ПЙеспш .епня ф»о.-> . наук, X- 2
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и Я- Л. Геронимусрм (1|. В настоящей работе на ряды вида (2) пере
носятся некоторые теоремы о скорости сходимости рядов Тейлора 
для аналитических функций.

Теорема 1 Если положительная функция п (г) непрерывно 
дифференцируема на контуре Г р риз и. ее p-я производная удовле
творяет условию Липитца порядка а<1, а контур Г есть такая 
гладкая, кривая, что функция, отображающая конформно область 
G на. единичный круг, непрерывно дифференцируема в замкнутой 
области (р 4- 2) раза, то для всякой аналитической а области G 
функции f(z). удовлетворяющей условию (1), имеет место нера
венство

\f(z)-^a,P.(z) -C'\FP'J- • *£-е<=а,

О
гое F есть замкнутое подмножество области Ci, а постоянная 
Сх(/') не зависит от функции f(z) нравна дроби, знаменатель ко
торой есть расстояние от множества I' до контура Г в степени 
(Р ՜է՜ 1 )•

Доказательство. Обозначим через &՛ = ? (г) функцию, ото- 
Сражающую конформно область G на единичный круг при условиях 
?(’о) = О и (г0) > О. Тогда, с помощью теоремы Сеге [2] нетрудно 
доказать существование такой аналитической в области G функции 
;(.■), для которой выполняются следующие условия:

а) граничные значения этой функции на контуре Г удовлетво
ряют условию 7 (с) " = п (շ):

6) эта функция непрерывно дифференцируема з замкнутой об
ласти С7 р раз и ее р-я производная удовлетворяет условию Липшица:

в) функция 7 (?) отлична от нуля и 7(г0)>0.
Далее, при условиях теоремы I для функции ք (?) имеем легко 

получаемое из формулы Коши представление
/(г)=^^/(ОА'(г. f)«G)l<K|, (4)

Г
где К(?, \) есть, так называемая, керн-функция Сеге для области G 
и веса /?(?), для которой имеет место разложение

ст 
1 —<r(z) <р(1)

___ 1 ОО
= yp„f?)7w, 

о
(5>

в котором ряд сходи гея равномерно но г и ", внутри области G. Ис
пользуя (3) и (4) получим для г-FcG

f(z)-K(z. -)-уРл(с)Р.(!;) 
О Հ։՝օ о

Отсюда находим
/ (г) -\;«Л (?)’ 

о Г

л ____
- vprt(z)Pfl(C)i

о 
«(•)|Л| (б>
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опрос сводится к скорости сходимости ряда (5) в среднем ио кон* 
у. Интеграл стоящий в привой части неравенства (6) имеет мини- 
Во сравнению со всеми другими интегралами, иол знаком которых 
&Ь частичной суммы ряда (5) стой։ любой многочлен степени V. 
с другой стороны, функция /<(С, г) при фиксированном z-7cG 

ipepMHHo дифференцируема по . в замкнутой области G р раз и 
производная удовлетворяет условию Липшица порядка а. Сле- 

йтельно. ее нзнлучшее равномерное приближение имеет порядок 
■*. причем е помощью формулы (5) легко показать, что постоям- 
। тг оценке нанлучшего приближения этой функции может быть 
фана общей для всех շ ՀՐ и имеет строение, утверждаемое в тео- 
(е 1. 'Значит, интеграл (б) имеет порядок А’ ՜/ ՜՜ и теорема I до
га.

Аналогично доказывается следующая теорема.
Т ?орем а 2. Если функция л (z) является аналитической на 

(гяуре Г. а контур I՝ есть правильная аналитическая кривая, 
Млн всякого замкнутого множества. F сС/ существуют такие 
тоянпие и 0<Լւ]<Լ\, чти при всех г Ւ' имеет место не- 
icHcmto

‘ Заметим, что при условиях теоремы 2 функция 7(2) является 
цинической в замкнутой области.

Рассмотрим теперь вопрос о скорости сходимости рядов (2) в 
г-л'утой области G. Для этого нам потребуются асимптотические 
рму.ты для ортогональных многочленов. Обозначим через к* — Ф(г) 
•икшно. отображающую внешность О контура Г на внешность ели- 
дюго круга при условиях Ф(оо) ос и Ф' (ос) > О, и пусть 
;’։'(:д) есть обратная функция. Далее, аналогично функции *,'(?), в 
«сти I) определяется аналитическая функция g(z), непрерывная и 
яичная от нуля в замкнутой облает, удовлетворяющая на границе 
yaovniu л(г)| п (?) • - |Ф'(г)| и непрерывно дифференцируемая в 
к ;утон области D р раз, причем gw (2) •" Liptt. Тогда, если весовая 
ннпин л (г) удовлетворяет условиям георемы 1. а контур Г есть 
№ гладкая кривая, что функция Գ’(w) непрерывно дифференци- 
m •- замкнутой области ,то|> 1 <РН-3) раза и ее производная по- 
Ш (р-֊ 4) представима интегралом Коши ио споим угловым гра- 
1ЧИЫМ значениям, го для ортогональных многочленов имеет место 
имптогическая формула [5)

■ РЛ*) = П-И<;)|1+0( J/.';)]- Z֊:D. (7)

В-է
лемма. Если имеет место асимптотическое представление
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(7) пр и р 1 и я> * . то существует такая постоянная С2, 

Оля всякой функции ք{շ). аналитической в области G и неирь 
ной в замкнутой области, имеет место для շ(:(յ неравеяай.

.V
У апРп (.-) 
о

^С3тзх !/(<) J In А1'.
•-G г

В самом деле, из формулы (7) имеем для г<Г 

Pn(z) = g(z) Ф" (г) -|-ая (г).

где М?) = О С помощью этого равенства из формулы

■v 1 Г Л* ____ I
V ал (г) = ֊ /(С) Ջ Рп (г) А. (0 п (Հ) ՔI
О “‘Հ.' О I

легко получим утверждение леммы.
Из этой леммы известным.» приемами, так же, как это делает։ 

для степенных рядов, получается следующая теорема.
Теорема 3. При условиях леммы существует такая А 

стоянная ՇՀ что для всех z Ս и для всякой функции f(z) анализ 
ческой в обла mu G и непрерывной в замкнутой области, u.vcd 
место неравенство

N 
f^-\anPn(^ 

о

где £п (f, G) есть наилучшее равномерное приближение Фунь 
f(z).

Из теоремы 3 вытекают следствия:
а) если аналитическая функция / (?) непрерывно дчфферг. 

руема в замкнутой области G k раз, причем ее k-я пронзи/, 
удовлетворяет условию Липшица порядка 3, то при условиях .:е 
для շ Լ :յ имеет место неравенство

/(2)-V^PA(z) ;
о ™

б) при условиях леммы для z^G имеет место неравенств

где и» (о) есть модуль непрерывности функции / (г) в G;
в) если контур Г и вес ռ (г) удовлетворяют условиям ле.чс 

то всякая аналитическая в области G и непрерывная а за.ш 
той области функция ք(շ), модуль непрерывности которой ,\У< 
летворяет условию Дини-Липшица, разлагается в ряд по орп
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Вмглашк многочленам (2), сходящийся равномерно в замкнутой 
Ettipnu Q.
I՛ Оценки из теорем 1 и 2 имеют место и для многочленов, орто- 

Ншрованцых по площади области 6' с весом т. (г) - | у (г) Հ где 
1|ум111ия •„(*) является аналитической в облает (), непрерывной и 
рличйоА от нуля в замкнутой области, откуда следует ограничен- 
■СП» веса т(з) сверху и снизу положительными числами.

Лемма и теорема 3 аналогичны соответствующим результатам о 
pirix по многочленам՛ Фабера, изложенным в работе С. Я. Альпера 
Bj? Me рассматривается случай g (z) _ I л более общие условия на 
рнтур !’, Вышеперечисленные оценки справедливы и для рядов по 
обобщенным многочленам Фабера, определенным для веса £(г)тИ.

Из результатов работы Розенблюма и Варшавского [-1]. где рас- 
иатриваются многочлены Фабера, многочлены, ортогональные по 
iDinyjty. и многочлены, ортогональные по площади, можно получить 
«равенство (8). но при условии, что и(г) I и контур Г имеет глад- 
гость порядка (Л4-2).

кий педагогический институт
им А..;С Пушкина Поступила 16 1 1961

Պ. Ц. Սու եոիՈ

ԸՍՏ ՕՐՌՈԳՈՆԱԼ ՐԱՂՄԱՆԴՍԼՄՆեՐհ Ш^ЬРЬ ՄԱՍՆՒԿհ 
ԴՈՏՍԱՐՆեՐՈՎ. ԱՆԱԼՒՏՒԿ ՖՈհՆԿՍհԱՆԵՐՒ ՄՈՏԱՐԿՄԱՆ ԿԱՐԳՒ ՍԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ Ո Փ П Ь 1Г

Դխււարկէքւս մ է րսսւ ՚ եէ/րւսւքծի H(?) F/Д""/ օր թ է՚նո րմ արորված {/Հ,(հ) 
fu’ij.f ւււնգսէւքււերկ չարրեքփ ղու у ччГ pin it t jJ/ui'u ար unfttt.piլան հարցը կաքսված 
"է[[,ս“ւՀ1՛ ողորկու.[ձfnihpg և կշոտլքէն 'ф ունկց put [pgt

Թ It էէ ր եւէ 1. Ijpb tl (?) ղրական ֆունկցիան Г 1ւզրազծի վրա p iufi- 
սւնընցՏաա դիֆերենցել]) I. և n'fO ՛■- Lip'i, իսկ I՝ եզրսպիծն այնպիսի 
կպւ I., np Լզրսպծի ներքին մասը միավոր շրջանի վրա կոմֆււրմ 

կերպով արտապատկերող ֆունկցիան Հ/-ում անընդնասւ ղիֆերենց1ղի I. 
(/? • - 2_1 անդամ, ապա Г եցրազծով սանմանաւի սկված (7 ւոիրոՆյթի fibpiintif 
Տաւ|աււարաչւսւի կերպով աեղի ունի

C, (Oll/j
M+’ г ֊ ՐշւՕ.

Ոաավսւսւսրուրյունո; որտեղ ք(z) ֆունկցիան անալիտիկ 1; G-n։՝f և ունի 
oCljjm նսւյին եզրային ար«1ե |<ներ> որոնց միջոցով նա ներկայացվելի I. 11ոշսւ 
իէաէւլլւալո։|, ընդ որում այղ եզրային արժեքները քառակուսով նանրսպու- 
<ալՓ|[ւ են Г եզրազծի վրա:

Թեորէէմ 2. Ьр1/ Г եզրսպիծը կանոնավոր անափտիկ կոր է, իսկ 
4(.*1 ցրւսկսւն ֆո։նկցիւսն անափտիկ I.՜ Г-ի վրա. ապա տեղի ունի
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/(Z) ֊
О 

աննավւսսարուրյունը:
Կհորեմ 3. bpL ] եզրագիծը այնպիսի ողորկ կոր h, np Spaa 

։nmp|։G մասը միավոր շրջանի յրացման վրա կոմֆորմ կերպով արսաայա 
Ijbpiu] ֆունկցիայի նին<յ1յրորւ| կարգի ածանցյւոԱւ ներկայացկհ(|ւ I 11ւ$} 
ինտեգրալով ըստ իր անկյունային եզրային արժեքների, իսկ tl'Lij 
որտեղ a >0.5, ապա ս։Լ»լի ունի

.V I
/(2) - V) ; C4£.v (/, ծ) hl .V

աննա։|ասարու|.»յո»Ոը, որտեղ Сд (/, 6)-ր 0՜ ում անա|իսւիկ և 
րույթում uiGpGqliiuui J (г) ֆունկցիայի |ավագույն հավասարաչափ tfnmra 
կումս J. ,4 -ից ոչ բարձր աստիճանի րաղմսւքււ] imflibpni|:
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