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МАТЕМАТИКА

А. Б. Нерсесян

Об одном классе тригонометрических биортогональных 
систем

Приводимые в этой работе биортогональные системы связаны с оп­
ределенными' задачами ка собственные значения, являющимися обобще­
нием задачи Штурма-Лиувилля на конечном отрезке для оператора 
է у = —у".

В различных частных случаях эти системы совпадают со многими 
тригонометрическими системами, рассматриваемыми, например, в 
теории негармонических рядов Фурье.

Г. Пусть а (л) п /;(х)—функции ограниченной вариации на |0. /|, 
Непрерывные на концах этого отрезка (0</<-J-°o).

Г
ассмотрим следующие целые по X функции

.г
у (Х. A) = acosp՜ ). х 4- 1 COS ]/Х (х - t} da.[l) (0<x</). (1)

J 
и

/
z(x, X) = Jicosy X (I — /) -I- cos /)• (է — X) db (t) (0<x</), (2)

л

(o(X) = a3 |/a sin ]/>./ 3 |/a j sin jA (/ — t}da(t) —

и
I •:՜1. 1 1

— а И a j sin I f.tdb(t) I /X'j sin Ум/ -t,)da(ty)db(t). (3) 

V OU

епосре-детве иным вычислением можно проверить, что при любых 
I И

у (д . .՛.) (X. a) dx = 

и
Соотношение (4) позволяет при данном Д0=£оо по схеме ра­

боты [1| из функций у(х, а) и z(x, X) построить биортогональную на 
(О. /) систему

|у,.(х), zk(x))\^ (5)
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такую, что если замкнутый контур Г не содержит нулей функш 
ТО

* = 2 <*> г* ® < *•' Ъ г
|5

где суммирование производится по индексам к, соогнетствуюшн 
нулям функции ։»(Х) —До, лежащим в области, ограниченной koi 
туром Г.

Формулу (3) можно переписать в виде

ю(а) — яЗ | >. sin \ / I - | /. j sin J >֊tdc (/), (0

о
где

г (л) = %а(1 — .г) - яд(л4 J- i a(t x)db(r). (71

Пусть 

тле q (л)—абсолютно непрерывная функции, а с2(х) сумма кусо 
-постоянной и сингулярной функций. Обозначим

е = v |c2(x)J. 
о

Через հ,։ обозначим параболу

тй : ( л = л՛ -г- i/i (h. > 0, — эо <Հ л <Հ — <х>),

а через (д . 0) параболические дуги

4՞' ։ J *>• I ( п. -{- j г. ։у (л 0, у| /л).

(9

(Ю)

(П)

Пусть, наконец, Ճ՚,Հ՚ — криволинейный четырехугольник, ограм: 
ченный дугами А՞1 и А'՜’՜1' (л = о, 1. 2,- -) и соответствующими куска 
кривой 7Л. 2|.Л) его контур, a Dh—область а—плоскости, ограинчс 

пая параболой и содержащая точку /. = 0. Для определенное 
положим яЗ — I.

Лемма I. При достаточно большом h , ■ 0 все нули иел> 
Функции и» (X)—Ло лежат в области Dh. Кроме /лого՝.

а) при
с<1 (12|

հ у шествует такой номер н0 >0, что ■՝. каждом из прямоугольна 
ков Дл"* {п> л0) содержится только по одному простому нул. 
функции и, (л) — Ао и
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!'”(Х)- Дл1՜ '-".'О, л'֊ окЯ1 (л > я0), 

Юг* не иависит огп п:
п) если

; .>
— Мэ'т- \Դ4Օ)<1

I (|

«<> тсе утвержоения пункта а) справедливы и при п0 = О. 
ք Доказательство. И .меем

I sin |-Ղ /’ — chv. I X / — л* Ч-ту, 

С другой стороны, при 0 ... է < / и a»֊/J,*’

/. ֊ /',я’ (л > 0),

(л - 0)

Isln/k/J cij|,hn ]• /./I chv (У X / = хф <v) 

ледовательно, при X Дя- (« > 0)

sin У'), t de. (Г) < V с. (д-)! chy — с chy. 
о

з (8) н 117) следует, что при а /V («

. | sin У X t dc(t) 

v

1 с chy •- sin г X / dc^t)

=« cchy 4 о(1) (| а / = л՜ - iy).

откуда, согласно (6),

■•(X) — > пъ(\ - г) Chy 4՜ о (л) л ֊% chy -%л, п > л0,

Далее, из непрерывности функции г(х) в точке а= 1 
вование такого *>0, что
I ՛

■ Откуда следу-1 г. что (|

|й

•Հ ^chy 4- V {<?(*) I ch 
о

вйтельйй, при |у| А (где Л2>0 достаточно велико) 

|Ь(к)-Ло|>(1-0։)| I иг>А(| О,)

_71

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(IH)

Hrt) А Г ‘ Л .
119)

следует

(20)

(21)

(22)

где 04&.<0։< 1.;.,
Таким образом, нули функции ։»('•)—А> могут лежать лишь в 

области /9Л и. согласно оценкам (19) и (22),
ш(Х) Д(,1?.։ >0, Л •л?1 (п П„: С-’З)
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Но четырехугольники Л(АЯ) подобраны так, что на их контурах Հ3

sin 1, (л -о. 1. 2.-..).

Наконец, из формулы (7\ н оценок (23) и (24) применением теореМ 
Руше получим утверждение а) леммы. Заметив, что в случае, коп 
сх(д)=0, в формуле (19) можно положить п0 -- 0. получим утаея 
дени? б).

2°. При доказательстве теоремы о разложениях по системе (; 
нам понадобится следующая простая лемма.

Лемма 2. Пусть с (х)—ко нплекснозначная функция огрйм 
ченной вариации на [0, /| (0 <Հ 1<Լ <х> । и <?։0) — с (0 -р). 7od
существует такая вещественная постоянная <j0, что при КёлЯ 
справедливо представление

гое р(х) имеет ограниченную вариацию на 
|0. R| (А?>0), о(0) = р(0+) и

| (у (х) I < MeKi (0 Հ Л- < -4֊ оо).

Доказательств о. Обозначи м

/

Вследствие непрерывности функции <’.՚(.ր) в точке
такая постоянная оо, что

|6(Х)|<5< 1 (ReX > з0) 
и

I

<>(>•) = ■•''tfMO (Rek>a0),

о

где

Pi (0) -Pj(O +■), V|pjx)| Հ,հ<Հ I. |р։(х)|<й< 1 
о

кам-дом чтр(1

(2

(:

х = 0 су тест

i'27l

Й

(О < х < II С

Следовательно.

(1 4 ։(>■)) ■' = 2(- 1)‘|0(Ч1‘ (Re>->=o).
<t«D

где ряд справа сходится равномерно при Re՜/. > з0.
Покажем, что при Re). > з0
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kt

|8 (>.)|*= dpj(f) (* • I. 2. - ). (311

______ Н о
где 

к!
V{p,U)l< ! ~ (/г> 1) И 
о

|р։(х)|<(>‘ (0<х<*/). (ЗГ)

^Действительно, пусть это справедливо для некоторого Л = //>1. 

Тогда, приняв функции рА(х) (I •> k ֊=;. n't равными постоянным при 

ль {0, А/], получим 
л/ 1

№Г" ֊ [ ի“՛</(., (п^д«) 

О о
ill I t и

= [ [ * dvpjv - и) 

О и

t»+»K (я+ t)i
j ( <“՝ A,V ‘A-Pi(v-n) d?„(u) =

О

4Л W (32)

откуй, в силу оценок (29) и (ЗГ). следует формула (31) при 
U«+l. Поскольку при А’=1 эта формула очевидна, она сохраняет 
силу при любом k. Нетрудно видеть, что из формул (30) и (31). в 
силу оценок (ЗГ), следую։ все утверждения леммы 2.

Лемма 3. Ядро v (л*, л) замкнуто н /.։(Ո,/Լ щ. е. если 
/(х)ь£д(0, /) н

I

/(է) у (էЛ) (it (33)

то

/(л-) = 0 (0հ.«հ/).

Доказательство. Из (I) и (33) имеем

I

cos |/>. (i — ft) da (У,) f(r)dt 0. (ЗЗП

южив л = -ay, Rew>0. из (33') получим
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lit
» р"/О + | <• ’'՚ժՅԱ,)/(/)Ժք-0(Ո.

О О О

Но при Rew > О

/- է I I
\е*‘ р da{tjf{t}dt ~ {ewf[t\df. 14? •*'•</«(>,)֊։ 0(1), (3<

0 0 6 o'

-следовательно, 

e ։i /|
о

t.3//(0^ = O(ll (Rew O.a^O). (35t

откуда, вследствие непрерывности функции а (х) в точке х = 0 по 
лучим, что

|еи'/|Г)Л = О(1) (Res՛ «„ 0). Я

О Л-ЛЧ
D.t.iL

Однако очевидно, что оценка (36) возможна лишь при /(л։)«0
Ossx^/Լ откуда н следует утверждение леммы 3.

Очевидно также, что и ядро з(х. ).) замкнуто.

Л емма 4. Системы |\հ (>*>|։՜* 00 и (х)’’՜75 замкнуты <
Л,(0. /), т. е. если ք (х)£Lx{^. I) и

.՛ . ■ /
[/(Пу։((>Й = О | |7(Лг։(()«1г 01 (4 = 1.2. ••<) (37)1

О \('| / 1
/ПО

U. U.
/(Л) = G ■ (0 < х < /).

До к а за i е л ьс i во. Достаточно доказать замкнутость систем’.» 
iy, (х))Г“.

Пусть выполняются равенства (37). Тогда функция

փ (/.)-!<»(>.)-л.) 1 р(о у и, а л ւ38ւ
6

целая (см. построение системы iyx. (x)i,’՜* |1|). Обозначим через 1.1 

{п = 1. 2... ) некоторую последовательность уходящих в бесконечность! 
контуров на /-плоскости, совпадающих в области /)Л с иараболн-1 

ческими дугами ?Д". Тогда из леммы I и оценки '22) получим, тш: 
при ГЛ (л =- 1. 2.-՛-)



* Ofi Раном классе тригонометрических биортогонзльных систем /5

[ <"!')- I (VA=.v + iy). (39)

другой стороны, нз формулы (I) имеем

ք/(Կ V ({, ՝>՛) dr I < .-И.. е ’■ 1 (j/'/Г- л՝ т О'), (40)

о

Из формулы (38) и оценок (39). (40) в силу теоремы Лиувилля 
олучнм, что Ф().) = 0. Остается применить лемму 3.

Г
риведем основной результат настоящей работы.
рема. Для любой дифференцируемой на |0./| функции 
кдливы разложения

I/1л-) У yt(.v) l/(/)z (Г) at, l41)

յ 

г»|х

0՜

(43)

V-'с-.и ряди справа сходятся равномерно на. х [0, /|.
Доказательство. Достаточно доказать формулу (41). Из 

формулы (5') и лемм I и 4 следует, что доказательство этой форму­
лы сводится к доказательству равномерной сходимости на |0, /| 
ври /? — ч- ос выражения

(0<х /). (43)

и

ե •» 

՛«+«.
•=-- s -'.w 

л»»։

rjk лс-некоторое натуральное число, а 1Հ-пробегаемый в положи­
тельном направлении контур, состоящий из параболической дуги 
few формулу (11)| и гой части параболы [формула (10)|, для ко- 

5<:рсн! I Re |. л 11 | h *<') ” <л>0 постоянная, фигурирующая в

лемме 1).
Согласно формулам (2) и (6) имеем

1
J ’(•*. а)/(х)<А-= 1 | f(x)d{t\x. г, — b(x)" =

I ~ ԽխԱ, л)—/чх)|х о/(О) -|г(х. /.) -/>(x)L ./(01 ֊է֊
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где

4֊ '•) Нх)Г/'и) dx.

_և (՛
2i J

I ՛ 
"21՜

2<Л 
I s

"՛(>•)-Л, = Их

л г •»'4’

><fr(O- ■՝'՝
Г

С(Х) при х > О, 
— с (| х |) при х < О,

Из формулы (45) несложными преобразованиями получим, что

?/

„(>,) _.4а=։ ~ Հճ_ е Հօ(Ո .

где р(х)—некоторая функция ограниченной вариации на |0. 2/|, 
прерывная в точке х Он имеющая разрыв в точке х = 21. Приме
к формуле (46) лемму 2. получим, что при Jm I 'f > э0

21
Խ՜

о

где н(х) имеет ограниченную вариацию на

н:

каждом отрезке вида

г>,г^։(/) .

|0, Я] (0<А?< —ос) и |р(х) • < А1гм (х>0).

Из формулы (2) имеем

dx 1^(х, X) d(x)]=3 | Tsln W(/- х) /X ^sin}' /. (/-х)г//>(П|

(48
Из формулы (10) следует, что при Л > ав представление (4' 

справедливо на параболе Заметив, что интегралы

1 sin .
х ах 

х՝ cos

сходятся при любом • > 0. из формул (I), (44). (47) и (46) получ! 
что интеграл
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(49>

Тл 6

Годятся равномерно по х • [0. /|.
Далее, из оценки (19) и формул (44) и (48) получим, что рав- 

«омерно по л- ■" |О, 11

11п| С -7Ղ-д • Йг- ' >/(0 dtdK = °-

№
(50)

конец, из формул (43). (49) и (50) следует, что на отрезке х '՜ |(), /| 
юмерно сходится ряд

I
I V yjx) \f(t)^{t)df.

У
hopeма доказана.

Следуя методам работы [2|, можно доказать п более сильные 
результаты, в частности о равносходимости рассматриваемых биорто- 
гонадьиых разложении с тригонометрическими рядами Фурье.

Покажем теперь, что доказанная выше теорема фактически явля­
ется теоремой о разложении по собственным функциям определенной 
плачи на собственные значения. Действительно, выписав задачи

֊2֊ (<z(A')֊y(A-)J = '-у(х) (0<Х</), (51)

У (0) =- а, (52)
I

?/(/)+[/(0^(0 = Л., (53)

О

I А*)

dx^~ 2(Л)| = Л2(А’> (О < х < /). (51*)

(0) 4֊ Р'(0 </<։(/) = Л». 

О
г (ОМ.

(52*)

(53*)

мы замечаем. что решением задачи (51) 4-(52) является
у(х.л), а задачи (51’) 4-(53*)—функция г(х,/.). Наконец,

функция 
нетрудно

деть, что собственные значения задач (А) и (А՛) совпадаю: и
ияются нулями функции 1»(Х) — ,40.

Следует отметить, что указанные задач содержат по одному 
уовию „размазанного* типа, являющемуся обобщением многоточеч­

ного краевого условия.
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4'. Покажем, что имеющая практическое применение триод 
метрическая система, рассмотренная в работе Гпммерсли |3|. Л 

ется частным случаем системы (yfc (х), zh (х)}, *.
Гаммсрсли рассматривает на отрезке (- г.) разложение 3

системе

■
I COS ) 1

где ;zw|։ х множество нулей функции

X? COS T.Z -J- tsin ~r

(г —некоторая комплексная постоянная;.
а) Пусть в формулах (1) и (3) / = х и

у(х. л) = cos է л Д'.

m (а) =• х COS | г-- -f- C֊֊Si—Լ ֊— •
I '■

Легко можно найти выражение г (д', а) и построить соответствую^! 
биортогональную из (0, х) систему (Ао = О)

|cos |/ >.* х, //* (л-) J + °= (0 < х х)

(все нули функции о»(к)-простые). I

о-г I
Именно, ծ (х) = —------г (14-с)л- (3 Ո).

б) Аналогично при / = г и

. .. sin)-ад* I
У (А-. л) —֊----------

1 А

. . Sin Г АХ

соответствующую биортогональную на (0, х) систему обозначим чсрЯ
{sin I X. ւդ (д-)} ՜ 09 (() < д < х). (Я

Пусть теперь V’(/(x){< I '*=. Тогда по теореме п. 3 почтя 
*' ՝

всюду на |0. х|

/(А‘)Н-/(-^) = У, cos) хГд Г|/(0 -)՝/(-/)М/* (О dt. (58)1 

*-i У

Но вследствие четности разлагаемой функции формула (57) справед­
лива при — к < д* < к.

Аналогично почти всюду на [—х, г]
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I х) = Vsin/Հ Л՛ С|/(7) /( t)\v,(ndt. (59>
1 1 ?

Ндконен. из (»58) и (59) имеем

- я, и* с®
’ /(*) = 2 [я* cos | X/ .v + bk sin I Л>Л'| < r < .г < я). (60).

где

4՜ \
(*- I. 2. *‘). (61).

E
bt = T ( ^dt

4d— x) = ttk(x), vk{ - Л) — v*(x) ֊ * Հ A «, fr - I. 2,- • • j. (62)

Таким образом, основной результат работы 13) (теорема 2), полу- 
1емый ценой чрезвычайно сложных и громоздких аналитических ны~ 
[адок, по существу является частным случаем результатов п. 3'.

|1г.. :iiTvr математики и механики
АН Армянской ССР Наступил;։ 10 X 1961

Д. J*. ^VbruhutuiG

եՌԱՆԿՅՈհՆԱԶԱՓԱԿԱՆ քԴՕՐԹՈԳՈՆԱԼ UbUSbUbbPb 
Ub Q-llUb ՄԱՍրՆ

Ա !Г •!> II «I» n b Մ

Դիաարկվում են հետևրպ ֆունկցիաները'

у (x. / I ֊ a cos J >• л՜— cos p t. (д- rI da (Z),

’ \x, /•) — & cos V a (/ — x) -4-

(1>

(2)

/

cos V л I x)db(t).

.1
(0 < x < / < -r

Мч a(x)-ը և b [^)-չւ սւսհմանափակ վարիացիալի ֆունկցիաներ ևն 
(0. 1)՝էււմ և անրնց.հատ են ч։պ հատվածի <>ալրակետերււււէ: Կառուցվում է մի 
ալնսյիսի ա տմրողջ ֆունկցիա, ւ,ր
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Г Z լ \ , Ш (/.) — <0 (u)|У(Х, л) гл-, |i)(Zx= - ֊
I՛ Л --- ’Л

ցանկացած /.֊/ւ և ]!■•/» համ ար։
՛Լերջին աէՀհչա ի}րսնր ‘.նարավորա թքուն Լ աաչիս (1J և (3) ֆունկցի 

նևքփց /1/ աշխաաաթրււն մեջ րերված մ/ւjdրպներով կառուցել (0, /)-/’ ‘/j
ր/էօրթալոնա[

fyjA’I, (0<X<Z|
ч ի и ահ մ ը :

Ապացացվւս ւՀ է հետե լալ հիէքեական արց ր։ւնյ>ր'
Թ h n ր I։ մ ։ 

ծ ncpjncGdbpp4
Upb/'p.’); 0, I), uiujiu տեղի ունեն filnnlijiiq 4^Р1^Я

Z(A')= ^v4(x)\ք(է)շ,(է)Աէ

*֊’ у

°o /
f(x} =^zk(x)\f{t)yk(t)dt.

*-։ oJ

Ապացուցվո։ Ա Հ նաև , որ /3/ աչի։սւաու թր։։ն մեջ իաարկվւսծ иիստեմր Su-'V* 
ց/ւսանւււ֊մ կ ք4)-ի մասհէավոր էքեպրր:
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