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МАТЕМАТИКА

Ж. II. Ксшишян

О некоторых критериях нормальности семейств 
аналитических функций

I. Пусть Нм- класс функций, голоморфных в круге \z — 1|<1 

и удовлетворяющих условию

^НВ
где г = Л'4-/у, а .4 (П положительная монотонная функция действи
тельного переменного է, определенная на (0, 1| и удовлетворяющая 
условию

հու Л1 (О =֊ сс. 
г-и

Рассмотрим следующую задачу. Каким условиям должна удоа- 
ворять функция М (Т), чтобы класс /7(1 был равномерно ограни

ченным внутри круга j. — ,1|<Հ1. րօ-есть для всякого круга 
1---1|<г<1 существовала бы постоянная Сг, зависящая только от 
г |и, конечно, от функции М (/)], такая, что для всех функций 
класса А/м

при z—

Левинсоном доказано (см. [1]. стр. 127,1. что если функция .W (/) 
удовлетворяет условию

log log .И (/I di < оо. (I)

о
то класс Н՝ц равномерно ограничен внутри круга г—I < 1. Дока

зательство этого факта у Левинсона очень громоздко. Приведем но
вое доказательство. Докажем следующую теорему.

Теорема. Если функция .И (т) удовлетворяет условию (I). 
то класс Н равномерно ограничен внутри круга г 1 <1.

Доказательство. Пусть функция у — ?(х), определенная на 
отрезке [О,2|. непрерывна, .монотонно растет в [О, 11, монотонно убывает 
в [1,2] и удовлетворяет условиям

11m ?<*> (л-) = О, lirn ?<fc’ (л) = 0, k = О, I.
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Обозначим через Г кривую, которая состоит из кривых у 
и у - ?(х). Г является замкнутой непрерывной кривой. Через/)
обозначим область, ограниченную кривой Г. Если фуйкцйя /(’) при* 
надлежит классу /7„ то функция fog|/(z)| субгармонична в облает 
D. Из свойств субгармонических функций следует, что -для ֊՝ D

log /(z)I<: ֊շԼ | log/(:,) :),

г

где ժ»օ гармоническая мера элемента кривой Г и точке л отно
сительно области D. Обозначим через следуюнгнй интеграл ]

Հ Uogf/t?) :l.

где Г} часть кривой Г с уравнением у 7(-<). О Так как
функция /(z) при надлежит классу Н то

16g.Я |?(л)| •</«՛• (>, х

Обозначим хх : (2 1). Можно считать, что ,vn

У, log .И (2՜* =)-ш(г, л-4),
* ՝ о

где ю (z, л;.) — гармоническая мера части кривой 1\: у U х <5
в точке г относительно области 1).

Пусть функция w = - (5) конформно отображает область D на круг 
|w 1 ’-Հ I так, что - (0) — 0 и х(з)=1. Тогда части кривой Г։:у = 
= «(л), 0 < х < соответствует дуга < ОЛ«. окружности j а«— 11=1. 
которая заключена между точками w — 0 и - Խ (л'Л)). Так

как гармоническая мера инвариантна относительно конформных ото
бражении. то

длина ОЛЕ
--------ծ-------- i- 

Л*

Ирл малых (то-есть при больших k)

длина^ОЛЕ 1- (хЛ 4 (.tfc))!.

Следовательно,

Ясно, что л'а>а\41 \k о. I. -I. Так как функция М (/) монотонна, то

log .И | չ /л ) | (Խ (г, л 4- Ь (л)) = \ 
л о У,

( log И |'r-(x)j Ժ- (т, v

к 41
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Հ Հ 4- \ bg.W(2՜* /c(A-fc)

По теореме Варшавского (см. |2|. стр. 10$)) 
имеем

для больших А

Н <ехр

Окончательно пол учим

Тогда

1_

значим

v exp log log .И (2 '' '

-- Л (у) ֊ log log Л1

= ’<2
>(О

V •

ъ

•/։<- 9“\ exp -5
Г dt
J 

г՜' (2՜4)

Теперь покажем, что можно 
ионную функцию ?(О. которая

построить такую непрерывную, мо 
имеет следующие свойства

11т'/*ЦО = 0, л о. I. 
г—и

' dl
?(Օ՛

(?)

в

Легко видеть, что функция Л (у) удовлетворяет условию

5, ՛

Обозначим
и

I/ 
k{n)= | h (y)/fy.

VI и

Функции k{u) непрерывна и монотонна. Обозначим через $(/) ее об
ратную функцию. Тогда lim-s-՝*’ (г) = О. k 0. 

г-0
I и

T* =0։) rV?J

J ?(') J " J tl
v

du > //(//) -֊֊՝>Л(4у)'.
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Здесь мы воспользовались тем. что 4у . ~ (а) ֊ еопЧ при малых у 
Итак, мы получили, что

"(4у) J 7^'

в частности

/г(Г**2)< Г -
= ‘(2՜*) 

Следовательно

го-есть интеграл Հ равномерно ограничен в области Г).
Интегрнл

1 log =)

разобьем на четыре интеграла

|մ- i.’. :> - У 1 ।

где Г^—часть кривой Г уравнение которой есть у = (—I)* ?(Ч, 

I 1*, Հ՚=յ. 2. з. 4. Аналогичным образом, как 

и для интеграла Հ, можно доказать, что интегралы

log (г. ;)

равномерно ограничены в области Լ). Следовательно, класс Нм pai 
номерно ограничен в области D.

Чтобы завершить доказательство теоремы, надо доказать, чт| 
класс /7,, равномерно ограничен в круге |? — 11 •<; г<1. Для всяко: 

точки ? (Iz— I —Հ г Հ 1). которая не принадлежит вещественной oci 
существует ее такая окрестность, в которой класс /Ум рааномер 
ограничен. Это следует из того, что в окрестности точки г функг 
M(t) ограничена. Если же точка г ( z — 11 < . г <Հ 1) принадлежит 
щественной оси, то, как доказано выше, существует окресгно՝ 
точки з. в которой класс //„ равномерно ограничен. Следователе 
каждая точка замкнутого круга I г ֊ - I । -к г покрывается некотор

■ j.v] означает целую часть числя х. 
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кругом, в котором класс Нм равномерно ограничен. По теореме 
Гейне-Бореля из этих кругов можно выбрать конечное число таких 
кругов, которые покрывали бы круг |z—1 l^r. Так как число этих 
Кругов конечно, то отсюда следует, что существует постоянная Сг, 
зависящая от г (и, конечно, от функции Л! (/)), такая, что в круге 
г—1!<Г< 1

i/wi-sc
для всех функций /(г) класса НТеорема доказана.

Итак, мы получили достаточное условие того, чтобы класс был 
равномерно ограниченным внутри круга ,z — I ;< 1.

Левинсоном доказано (см. |1]. стр. 153), что условие (1) явля
ется необходимым для таких функций .И(г), которые удовлетворяют 
следующему условию: существует число/?>4 такое, что

|
log log Af (pt) < у log log М (է).

M. М. Джрбашян в работе |3] получил достаточные условия 

полноты системы функций {/я}, где р.я) —последовательность воз
растающих положительных чисел в круге с радиальным вырезом. 
Так как при полноте не может иметь место нормальность, то для 
равномерной ограниченности класса Ւ1внутри круга необходимо, 
к бы не выполнялось отмеченное выше условие М. М. Джрбашяна, 

’СТО сходно условию (1).
Теперь построим такой класс //др для которого

sup |/(0)] = оо.
<(-) е’^лг

где функции /(г) голоморфны в круге ;z|<l, и оценим порядок 
роста функции AJ (/).

Пусть г (Л)—некоторая положительная функция, определенная 
на (0,1] н имеющая следующее свойство

Um г (Л) = ос. 
ծ-»0

Обозначим через Еь замкнутую область, состоящую из двух симме
тричных сегментов круга |շ|<1, которые удалены от действитель
ной оси х на расстояние հ. Назовем Р,. (х) многочлен, который имеет 

следующие свойства

1) 'РЛ(г)Н> 1 при х֊Е}е
(2) 

2) 1^(0) |>г (Л).

Существование такого многочлена следует из возможности равномер
ного приближения с любой точностью непрерывных функций много 
4 (Ьосспи АН. серки Фиэ.-мат. мук. Л* 2 
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членами на замкнутых ограниченных множествах, которые не дел: 
плоскость на части.

Обозначим
Л1 (А) = inf (max |Р (z)J I, 

W--)J I-I<1

где —класс многочленов РЛ(г), которые имеют свойства (2)
Докажем, что функция .W (А) монотонно убывает, го-есть если 

А։<А2, то W (AJ ,М (л2). В самом деле, так как Ehz>Eh и 
г(А։) .> г(А2), то класс многочленов Pk (z) принадлежит классу мно

гочленов /\(г). Следовательно. .И (А։) >■ М (А։). Ясно, что .И (А) > r(h\. 
Отсюда следует, что

iirn /И (А) — эо. 
fr-*0

Можно считать, что г (А) _> 1. Тогда Л/(А) > 1.
Составим класс//м для функции .И (А). Пусть Р’(г)-многочлен, 

для которого

max |/Հ (г)'( = .И (А).

Покажем, что /Հ(շ)-֊ //4. Действительно, если |у А, то-о 
z\ F.h, то

<М(|у1).

Если же |у1<Л. то

,'р;(7)|<М(А)<. Л1(|у|).

Для функций /(Z) класса Нц имеем

sup |/(0)|>sup|/>;(0)| = oo, 
Л

следовательно, класс неограничен внутри круга’jz |<Հ 1.
Теперь оценим порядок роста функции М (А). Обозначим через:] 

область, ограниченную отрезками прямых у= Ն А, 0^Ж1ф А 
н дугами окружностей |z|«A, \г - (1 Д- А) | = А. которые соединяют - 
коипы вышеупомянутых отрезков. Обозначим через / точку х = 1 ֊г А. 
Тогда для любого числа г>;0 можно найти рациональную функции»,•

которая имеет следующие свойства (см. |4j. стр. 21)

° npH I

при z| < 1.
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Так как рациональная функция R ' Հ —j) голоморфна в зам

ытом круге \г i < I, то для s>0 можно найти такой многочлен 
Q(.J. что и круге г ] -• 1

2

Обозначим /->(.՝)= I — ?Q(2L Многочлен /-*(?) имеет следующие 
свойства

|Р(г)1<: при Zt £ft,

■ ?) р (01 =

3) />(.->

1,

" 1о« Th
Լէձ

при z 5^1.
£
2

Пусть . Тогда многочлен Ph (z)=r (h)‘-P(z) имеет еле-

Хующи։' свойства

В 1^А(г)|<1 при ?. Լհ.

2) Ph((yp=r(h), 

—
3> (z) J <- г (Л) t֊ г (Л) exp ( Ц- log ') с при

1- Отсюда следует, что

• r(A)exp|0-» log ֊ ֊ * ~Ն Л

Если >(//) = . з>0, то получим, что при малых А

I
log log М (հ) (յ (հ) «. у ■

Итак, мы построили класс //Л1, который неограничен внутри

Круга и для которого log log Л1 (А) = $(1г)'

Отсюда следует, что для равномерной ограниченности класса 
внутри круга |z'<l необходимо, чтобы

log log .И (ft) — о (г)-
2. Обозначим через S следующую спираль 

г=д.СХр^_ _2_\. (Д>0,
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а через d(2)—расстояние точки г от Տ.
Пусть Л1 7i—положительная монотонная функция действитель

ного переменного է, определенная на полуинтервале 0 < է < /0, где 
= max d (z), которая удовлетворяет условию

-I
Игл /И (0 = ос. 
/-о

Обозначим через Ни класс функций /(г), голоморфных в круге 

z | <Հ I и удовлетворяющих условию

|/(3)|<Af[d(z)l (|д|<1).

Поставим следующую задачу. Каким необходимым и достаточным 
условиям должна удовлетворять функция Л1 (Հ). чтобы класс 7/и был 
равномерно ограниченным внутри круга |г|<1, то-есть чтобы любо
му кругу |z|^r-<l соответствовала бы постоянная Сг, зависящая ог 
г |н, конечно, от функции М (/)}, такая, что для всех функций 
класса Л/Л(

1/(2) I <£- С, при ' г| < г?

Докажем следующую теорему.
Теорема. Если функция .М|(0 удовлетворяет условию

Ր / log-֊-log log/И (О

I ------- - ---------------------— dK'oo, (3)
J П log,֊֊

и р-։

где т—любое натуральное число, а

logP — = log • • • log-у-■ 
р раз

то класс Н м равномерно ограничен внутри круга I г | <Լ 1.

Доказательство. Достаточно доказать, что если функция 
/И (է) удовлетворяет условию (3), то существует окрестность спирали 
Տ, в которой все функции класса /У., равномерно ограничены одним 

и тем же постоянным. Действительно, предположим, что мы это до
казали. Возьмем какой-нибудь круг ;շ|Հր<1. Если точка г этого 
круга не принадлежит спирали Տ, то существует её такая окрест
ность, в которой все функции класса /7., равномерно ограничены, 

так как в этой окрестности функция М (г) ограничена. Если же точка 
г круга z < г принадлежит спирали Տ. то но предположению су
ществует окрестность этой точки, в которой псе функции класса //,, 
равномерно ограничены. Итак, каждая точка замкнутого круга >|<г 
покрыта некоторым кругом, в котором класс /7М рапномерно ограни- 
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чей. По теореме Гейне-Бореля существует конечное число кругов, 
покрывающие круч |2>Сг, в каждом из которых класс II м равно
мерно ограничен. Отсюда следует, что класс Нv равномерно ограни

чен I круге | г < 1.
Теперь докажем, что если функция Л1 (/) удовлетворяет усло

вию (3), то существует окрестность спирали Ճ, в которой все функции 
класса равномерно ограничены. Возьмем положительную моно
тонную функцию >(о) которая удовлетворяет условию

11m /4)(ф) — 0, л՛—-о, |.

Обозначим через С кривую, составленную из кривых .Ас '°с

- -Հ—--- - ■(?»՝
и из дуги окружности, соединяющей точки (?0, Ле ) и

. г, . ч „
{%. Ас ). Если точка 2 ֊ ге‘г принадлежит кривой С, то

Нас интересует d(z) для больших Для таких ?

rf(2)^.Av(?),

(
Вычислим

1
. _____ *__ ___!_ ։og(r-r3««)

Л ,Лк<г + -"> >°к- । , е
2 K ~е '^л՜ (?4-2zS)|log(? + 2^)T '

гле0<5<1. Для больших г

Л , 1ւՂ4--ր՜-’->
։_

й» -. а

где « -некоторая положительная 
»(|) возьмем так, чтобы

абсолютная постоянная. Функцию

а 
'’ ?(1о<?<р)а

Обозначим через D область, ограниченную кривою С Область 
I) будет односвязной и однолистной. Если функция /(г) принадлежит 
классу Н,,, то функция log j/(z) субгармонична внутри области D. 

Из свойств субгармонических функций следует, что для z D

10g|/(z)| ։).

с

где </<•»(?,;)—гармоническая мера элемента кривой С в точке z отно
сительно области Г). Так как /(;) I <, .И |մ(Տ)| = /VI |где 
i =?£‘'U. TO
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log|/(z)| log Al [Аф)I •£&.(?, ■). 9

с

Пусть 0о = mln ։[0‘. Кривую С разобьем на две части: С+ в G_,j 

где С( означает ту часть кривой С, которую описывает точЬ 

; = 0>0о. оставаясь все время правее области £>. а С означает
гу часть кривой С, которую описывает точка ; ре*՜0, 9 0о, оставаясь 
все время левее области D. Тогда I

log[/(2)|«:~ log А1 |Я>С0)| (z. ;)֊t-

1
-tjrf Юи .И IА.(»)]■ = -և (Հ4 Հ).

</_

Интеграл ./, можно записать и т.н:

X

и.

Без ограничения общности можно считать, что > (%) — . Обо*

значим Ьк = >-1^А_.2 * Легко видеть, чго (А - О), Учи^

тывая монотонность функции >!(/). получим
□О Հ* -1 се.

Л=2( log .И | .4-/ (0>|-ժտ (շ, ք,Ժէ0) -• У log/И (2 ՝’ ’Ьи>(г, 0*), 1
*-oJ *-и

где w(z, бл) означает гармоническую меру гой бесконечной части 
кривой ՇԼ в точке z относительно области /Л которую пробега^

точка (0, е ), когда 0 изменяется в интервале |0л, ooj.
Обозначим через а’ = -(с) (;֊</>) функцию, которая конформно 

отображает область D на круг \ w — 1 | ■ 1 так, что Ilin " (?) -0 п 
argSt*

т (г) = 1. Тогда вышеуказанной бесконечной части кривой ՇՀ соот
ветствует дуга հ-'(Հ>Հ окружности |и՛ —I =1. которая заключена 

между точками гг՛ = О и ®*= т|ехр^--р^ + Так

как гармоническая мера инвариантна относительно конформных ото
бражений, то

длкнаоО/Vf.
Տ----- - •
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1и больших A

длина /ՀՆՀ I- схр(

тательно,

10g6. '(6*’+А
По теореме Варшавского (см. |2|. стр. 115)

[ hm J0^1 - ...
*•’ 1 Г d

2 J И/)

юдя для больших б

чат<льно имеем

найдем

’ <։) | < ехр

А֊Уехр log log.'И (2 *

Пусть для больших 1

ИГ) =

Из уравнения
a 1
2 ' r Uogrf

dt

/=ճ. — 
2y (log/)

a
I 2logjogr log2 

log/ log г
. .. . 1
log/ log ֊ -

....юднего выражения дли больших է получим, что

log ։ log •

довательип.

'(.V) для малых у.
2у

1
и

а

о

а
2с (log /)*' ’

n оДля функции «(/) о//1։ П1>и малых У имеем
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1 dt и 
J * (Л ~~ 2՜

1
I V ’

Сели функция А1 (/) удовлетворяв։ условию (3). то 

log log .W Ա) = О ( ——L—г ) ՜ 

а
՜շ/՜Oog ?)*Значит для функции ч (է) •֊

Отсюда следует, что

Мы получили, чти интеграл Հ равномерно ограничен в области /У. 
Аналогичным образом можно доказать, что интеграл Л гоже равно
мерно ограничен в области Г). Итак, в области D класс Ну разно
мерно ограничен. Теорема доказана.

3а м е ча н и е. При доказательстве теоремы мы воспользовались 
соотношением 

log log .И

которое следует из (3) при малых է. Следовательно, можно сформули
ровать следующую теорему.

Теорема, Класе Нц равномерно ограничен внутри круга 

г | < 1, если
log log/И (/) = а ( 1 _

• '’(log֊֊)

Теперь построим пример класса Ндля которого
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sup |/(ճ)| = օօ, 
/U)€H,r

где и начальная точки спирали S, и оценим порядок роста функции
W

Обозначим через корень уравнения

Н ,(T֊֊$. =Л (0<Л<^. (4!.

Ясно, что Hm®., — cv. Как было показано выше, для малых А 
Л-0

Легко видеть, что корень уравнения

յ_  1 '
.4 . ||.-е(-’ч--2г.։ 1,.е.

— е | = А

1валентен корню уравнения (4) при малых А.

Пусть 2lt = ехр ( — j— — -• i'r/.y Соединим точку z=«0 с точкой

:h прямым отрезком и продолжим этот отрезок до точки А. где 
• b' 1 փ հ. Обозначим через £л кривую, которая состоит из части 
спирали Տ, заключенной между точками а и zle и прямым отрезком 
1^, А|. Пусть Од означает множество точек плоскости, расстояние 

которых до кривой /.д меньше чем А. а Eh означает множество точек 
<руга i?!< 1, расстояния которых до кривой больше или равны 

А Ясно, что Gh односвязная область, а E։i—замкнутое ограниченное 

множество, которое не делит плоскость.
Пусть 1\(г) многочлен, который имеет следующие свойства

П !&.(*>! <1 при г-Е*,

(5)

2) («><»-
fl

Кан мы отметили выше, такой многочлен существует. Обозначим

.И (A) — ini |max А’ (г)

где /Հ (z)}—семейство всех многочленов, которые имеют свойства

(5|. Ясно, что ;И(А)\ ֊֊>1. 
А

Оценим порядок роста функции

-И(А/ По вышеуказанной лемме (см. |4|. сгр. 21) для любого с;:. О
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существует рациональная функция которая имеет следую

щие свойства

если

2) яри

Так как рациональная функция /Հ. 1 голоморфна в кру

I гко видеть, чго функция 0(A) монотонно убывает. Обозначим че
рез P՝h(z) многочлен, для которого

max I P'h (?) |= И (h).

;ге z 1,

Գ

•_/;
Л

го существует такой многочлен Q(z), что

Q(s) -- при 1?1 . 1.

Обозначим
P(z)=l (2 a)Q(z).

Многочлен Р(?) имеет следующие свойства

2)

3)

1РИ1 если з £Л,

Հ Г*

Если возьмем £ = /Г,

свойства

2;

3)

-| 2ехр Н | при И

то многочлен /\(?) у. имеет следующие

если

1 - log - 
ft

՚ Ղ 
7:

Р(а)«« I,

/։»(а) = .

о

л

I , 2 
.« + «Р 
A h

г 
е

е при |г|<1.

Отсюда следует, что /И (Л) 67(A), где

log log <7 (А) — — 
Аа

t
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Г Покажем, что многочлен /Հ (з) принадлежит классу 3 самом 

Деле, если z Е,г то ввиду G(A)>1 получим

Если же . £1ք. то d (г) <” следовательно.

I
 Для класса Ни имеем

sup ,f(a) i > sup I = V.

Таким образом мы построили пример класса /7М. который не

ограничен внутри круга с <1. Для этого класса

log log /И (f) = О (----------L֊֊.֊ )■
Соединяя этот факт с приведенным выше замечанием, можно 

сформулировать следующую теорему.
j-Тедрема. Для того, чтобы- Клосе Ւ/.{ был равномерно огра

ничен внутри круга iz|<1. необходимо и достаточно чтобы

log log .И (г) = о ( - 1 ~8- ) ■

Н
3. Обозначим через S спираль

г — а<ь

։i некоторая постоянная), а через </(?)—расстояние тачки 
: комплексной плоскости от ծ՜. Пусть II есть класс целых функций 
/•г», удовлетворяющих условию

/(z)'r-^Af (z).(j |ԺԱ)|,

где /И(з) и G (Л) —положительные, монотонные функции, удовле
творяющие условиям

lim Al (г) = эо и llm (J Լհ) — *ն 
!-;-•֊ h-u

Поставим следующую задачу. Каким необходимым и достаточным 
условиям должны удовлетворять функции Al(z) и G(/i). чтобы класс 
If был равномерно ограниченным в любой конечной части плоскости 
2,т. е. всякому кругу z| R соответствовало бы постоянное С/г та

кие. что нее функции /(z; класса Н в замкнутом круге Ա՜ R удов
летворяли бы неравенству

1/U) Գ
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Достаточно рассмотреть следующую задачу. Каким необходимая 
и достаточным условиям должны удовлетворять функции М(г) Д 
(1 (//1, чтобы все функции класса /7 были равномерно ограниченная 
в некоторой окрестности спирали S?

Не ограничивая общности предположим, что а—}.
Пусть функция •*(=) имеет следующие свойства

Нт ч (?) = 0 и liin ч' (?) = 0. 
=֊»«о с-* ос

Обозначим через Г. кривую г = г+ (?) — . а через Г -криауЛ

г г (?) ?£’#>. Пусть Г есть кривая, которая состоит из крив™
1Հ, Г и из дуги окружности, соединяющей начальные точки кривых! 

Г_։, Г . Обозначим через О область, ограниченную кривой Г в СОЯ 
держащую спираль S. Функция logj/(z)| (/(z)f-/7) субгармони ■ 
на в области D. Следовательно, в области D

log|/(z)|^~pogl/(c)lrfm(2, 

г

или

log /(z) К | log «И (') ժ<՚> (?. ;)+ -- logG խ(տ)| </<ս (z, ;). 

г г

где մա(?. :)—гармоническая мера элемента кривой Г в точке - 0Է 
иосительно области /). Обозначим через Г ту часть кривой Г. ко
торую описывает точка г = ге‘ (э > фэ = min (<р*. ф0 «*), все врем» 

-сг
находясь справа от области I). а через Г —остальную часть кривой 
Тогда

log log/M(=)rfu>(z.:) 7֊ j logtf |ժ(:)| rfw(z.0 +

Г, f4

շ1- j log M (c) (z. 0 4֊ j log (} |rf (;) ] մտ (2, :).

T Г

Обозначим

./^ log Л/ (հ) (с.;) 4- log G Id (հ) I մա (z, ;).

f. f.. “T՜

Пусть = 2 A He нарушая общности, можно считать, чпи

W (Фо) = — • Тогда
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V f log .41 (с) ճ<» (г. 5) 4- 

л-о *■'

?*+«
У ( log(?|rf(;)| dM{z, հ) Հ 
й-о J

Ъ

< У log М (;4+1) «и (z, Լ.) Т У log (‘ I d (ч+;)1 •"»<֊’ ՝>)• 
fc-O *“0

где .«.(3454).—гармоническая мера той бесконечной части кривой 

Г_ н точке г относительно области D. которую пробегает точка 
HOW* ? изменяется в интервале |֊Л„ эо). Как и выше, для 

Ф, У’ по теореме Варшавского (см |2|. стр. 115) можно получить 

следующую оценку

u>iz.5,)<^exp 9

юаательно.

1J Հ «-У exp log log Л1 (у+։ 
՜՛

*=о
-Ւо

+ Ту ехр 

А-0

Рассмотрим следующие случаи.
Первый случай. Предположим, что

log log log M(z)
!'?'«- logT֊’՜՜

|ՕՄ log log Cz (//)
iltn —֊՛----------Г---------

log log G |d (;4+I)

’Հ
Ո ՛• di
շ I 40

(Д)

В качестве *(/) возьмем функцию

40 = ֊֊л֊.
Тогда

Ո гЖЙ >+>

I ֊--0- при больших k И - 2 • Из Усл0՜
№■ г -г ձ
У*
ояя (А) следует, что
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log log.И (;Л41) « (14- г>). с>н л = (i - z.)2r

где lim е* 0. Следовательно, 
•է—х ■

ж Г dt
у exp loglOg/W (’:*_,) ֊ у ֊у 
к о ՜ *■'

если
Г > Д - 2.

Если ; - Г. го մ(3) (где ; = ге՝՛•) при больших ■». И 
условия (В) следует, что

IoglogG|d(?wl)| :(l+։J|i(^,)| e = (l-S*)-2’i։i".

где Нт 6*^0. Следовательно, 
Л—*

X exp log log G’ |ժ(։է. ։

Ъ
Ր dt

.1 чо
если

շ
В-

Отсюда следует, что если число г удовлетворяет условиям (6) и (7), то 
класс Н равномерно ограничен в любой конечной части плоскости Г 
Объединяя условия (6) и (7). мы получим, что класс И равномерн 
ограничен в любой конечной части плоскости г. если

/1 <յ.~յ . ИЛИ В Հ -ճ շ.
2 I

или же ֊- - -Jr L> I.
Д В

Из неравенства

Л<2 4- 
9

В~\

следует, что класс // равномерно ограничен при любом />’. ес. 
Д < 2. Аналогичным образом из неравенства 

следует, что класс Н равномерно ограничен при любом А. бел 
В<\

Таким образом можно сформулировать следующую теорему.
Теорема. Пусть функция /И(г) удовлетворяет условию (Л 

а функция G (հ)—условию (В). Тогда класс Н равномерна ограш 
чен в любой конечной части плоскости 2
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а) при любом Л, если В С
б) при любом В. если Л < 2,
<՛> при любых Л и В, которые удовлетворяют условию

А ■ Л 1 <8’

Второй случай. Теперь предположим, что функция G (Л) удов
летворяет условиюМ hln log log 1»^ lop о (А) (. (С)

Л-и , , 1
10gT

Икцня .И(г) удовлетворяет условию (А), где Л 2. В качестве 
возьмем функцию •*(/)==------- ՝------г (г °). Тогда

Г (log/)

‘ ։+7
I t (log էՀ dt ւ,Հ Հ՚“ при больших й.

Из условия (С) следует, что

logtogGH/^ , где lims.. = 1».
- ՛՛

1влтельно,

Уехр log logG |մ(Հ+ 1)| 
fc-0

••

ори

С
(9:

'■ Если С 1, то ря I сходится при

с (9Ղ

lb условия (А> следует, что

logiog-M (;А ։,) (1 С

вательно, рил

2 exp log log И (Լ 
>-n

Г dt
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при
___ log2 
Iog2 — log/1

.Итак, класс Н равномерно ограничен в любой конечной час 
плоскости, если «тело г удовлетворяет условиям (9) и (10). Ина’ 
говоря, класс Н равномерно ограничен, если

1 Iog2
С |Qg2 !սհ.-1 log2

Из последнего неравенства и неравенства (9') следует, что при 
класс Н равномерно ограничен при любом С<1. Если 1<. Д<2. го 
класс // равномерно ограничен при таких С. для которых

С +
log 2 Հ Լ

а если 0<Հ Д <Հ I, го класс Н равномерно ограничен при таких С 
для которых

Ր 10»Л S' 1
■ 10g2՜^՛-

В этим случае С может быть больше единицы. Если .4 = 0, то клаа 
Ւ1 равномерно ограничен при любом С.

Таким образом можно сформулировать следующую теорему, j
Теорема. Пусть функция .И (г) удовлетворяет условию (А} 

А <2, а функция G {և)—условию (С). Тогда класс И равно мер, 
ограничен с любой, конечной части плоскости г

а) при 1 < А < 2 для таких С, которые удовлетвор.
условию

С
.. !оЛ4 

log 2

в) при А — 1 для всех С < 1.
с) при 0< .4 < I для таких С (С> 1). которые удовлетвори

условию
log А
log 2

1.

о) при /1 = 0 для всех С.
Аналогично можно доказать, что если /1=0, то класс И рае 

мерно ограничен для любой функции G (Л), которая удовлетвори 
условию

log. - - log (7 (Л) 

--------- = С„ (/>>0).

՚°<4
Чтобы доказать _>го, достаточно взять функцию
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К ° 70^07 <'>°>- 

р ։*”
«е г > 7U •

Третий случай. Предположим, что функции .И (г) удовлетворяет 
гслонию

1։п, Joginsiog.log=D (/?)
1X1—« log ,z I

•1 функции G{/i) удовлетворяет условию (В), где В <Հ I. Возьмем 

| акцию *(/)» (Г (г>0). Тогда

Н-Р1 о* ‘ г '2~
J te^dtk' (log2)' при больших k.

':Л
Из условия (D) получим, что

п

tog log Af (^։) < (1 4- , где llm tt = 0.
է-. ՀՕ

сюда следует, что ряд

2exp log log M (կ.։) ֊ ֊շ | -7у

Т»
>дится при 

ր >D.
Если Bel. то ряд

св Հ*В gexp 10glogG[rf(E։.,)֊-2 | ~

т.

годится при г < 2, а если Л< 1, то ряд сходится при любом г.
I Следовательно, если Н = 1. то класс Н равномерно ограничен в 

_йбоЛ конечной части плоскости при любом D<2, а если Ջ<Հէ. то 
класс II равномерно ограничен при любом D.

Если функция Л1(г) удовлетворяет условию

log. • - log At (z)
(J>«3l J»»_______llm 

p - • loglzj
(1.1)

я функция G (А) удовлетворяет условию (В), где ZJ<1. то оналогич- 
имм образом, как и в предыдущем случае можно показать, что 
Mice // равномерно ограничен в любой конечной части плоскости 
’• Himitni։ АН. ceptu фих-млт. илу». М .՛
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при всех р>1. Для этого достаточно в качестве *(/) взять функцию 

v Т ехр <■ ՜ i**P -е*Р
IP-Ո ՜ p» 

где г > Dp.
Следовательно, можно сформулировать следующую теорему
Теорема. Пусть функция Л/(z) удовлетворяет условию (П>
I, а функция G (И)—условию (В), где В<.\, Тогда класс Н 

равномерно ограничен в любой конечной части плоскости
а) при D = Dx< 2. если В—-\,
в) при любом рр(р> I), если В <Լ I.
Теперь получим одно необходимое условие для равномерной 

ограниченности класса Н.
Опишем вокруг спирали ձ' спиралеобразующую область ши

риной 2А(Л>0). Через £л обозначим дополнение этой области. 
Пусть а—начальная точка S, a տ означает длину дуги спирали, считая 
от а. Здесь мы используем одно следствие вышеупомянутой леммы 

02
(см. |4|. стр. 24—25). Для s (R) здесь получим $(/?) = о- . Следо- 

нательно. для любого £>0 существует целая функция ОД?) такая, что

’) при Zf;Z:։,

2) | Gh (z) I « сг exp ехр( ) • г*е с,—постоянная. Введен

обозначения: ь = Л\ ձ > О, Fh(z) — — JI- (z a) G. (z)j. Тогда 
//'

0 |Fft (z)|при

2» n

3) l^A(2)l <taexp |exp^-֊L^ •

Из последнего неравенства получим, что

|Fft(z) <Cexp(expc.z 4)ехр (exp-,1.

Следовательно, если в качестве функции У» (z) взять 

ЛГ (z) = Сехр (ехрс |z|4),

а в качестве функции G(h) —

Ci(h) = ехр ( ехр-֊- V
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то класс Н не будет равномерно ограниченным, так как

sup [ f(a) I = ос.
с.’It//

Таким образом, при .4 — 4 и В -2 класс И не является равно- 
I fewo ограниченным. Следовательно, в этом случае условие (8) 

ч мается необходимым и достаточным условием для равномерной 
ограниченности класса Н в любой части плоскости.

Здесь можно ожидать, что полученные выше достаточные усло
вия для равномерной ограниченности класса /7 являются также и 
необходимыми.

В՜ заключение выражаю благодарность С. Н. Мергеляну за по- 
стиновку задач и оказанную помощь при выполнении настоящей 
работы.

МВСЬпут математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 21 XII 1951

ժ». ՛է». ‘T-LcpcuuG

ԱՆԱԼՒՏՒԿ ՖՈհՆԿՑԽԱՆեՐհ ԸՆՏՍԼՆհՔՆեՐհ ՆՈՐՄԱԼՈհ^ՅԱՆ Ub 
ШЬ ՃԱՅՏԱՆՒՏՆեՐհ ШЬЪ

Ա Մ «I» II Փ Ո Ի 1Г

Հարվածում ուոացված են սւրամinуЛ ով ճեղքված շրջանում սւնա լիւոիկ 
ֆւոնկւյքէաււևրի րնաան // քի նորմսւրււիքլան հալա ս/ն ի շի մի նոր ապա ցա.յց, 

նաև դեպի շրջանագիծ,ր ձդաոդ սպիրալով ճե դքված շրջանում անա֊ 
վւա(ւկ ֆունկցիան!/րի ընտանիքի նորմարէ/.fJլան համար անհրաժեշտ ու րա 
վարար պփլմաններ։

D ւ.սւո մնաս ի րված են նաև սպիրալով ճեղքած հարթակ լան մեգ ամրողշ 
ֆ"ւնկց[ւան!ւրի ընտանիքի նորմալութլան մի քանի հարցեր։
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