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МАТЕМАТИКА

С. Е. Карапетян

Проективно-дифференциальная геометрия 
двупараметрических семейств прямых и плоскостей 

четырехмерного пространства (I)

Введение

Как известно (см.. например, (1|), изучение линейчатой геомет­
рии трехмерного проективного пространства связывается с проектив­
но-дифференциальной геометрией подмногообразий плюккеровой (или 
грассмановой) гиперквадрики Զ (1. 3) пятимерного пространства. При 
этом каждая прямая пространства Р, отображается в точку гипер­
квадрики Զ (1, 3) и каждый результат для подмногообразия Զ (1, 3) 
представляет некоторую теорему линейчатой геометрии Ря. Например, 
линейчатые поверхности в /Հ классифицируются по признаку принад­
лежности их отображений в /< к плоскостям различных измерений 
(представляющих линейные образы прямых в Р3). Для изучения тео­
рии конгруэнций и комплексов прямых большое значение имеют ка­
сательные плоскости их отображений и сопряженные направления ги­
перквадрики Զ (!, 3).

В настоящей работе (так же. как и в работе [2J) рассматривает­
ся геометрия многообразий прямых и плоскостей четырех мерного 
проективного пространства. В работе [2] подробно излагается теория 
линейных многообразий прямых и плоскостей пространства Ր.. Каж­
дая прямая (плоскость) отображается в точку грассманова многооб­
разия типа 2 (1, 4) (дуального грассманова многообразия типа 2 (2. 4)| 
проективного пространства /\, (с.м. |4|. г. I, стр. 303—340 и т. II 
стр. 340 ֊424). Линейное многообразие прямых (плоскостей) различ-, 
ных измерений представляется пересечением плоскостей различных 
измерений пространства с грассмановым многообразием 2 (1.4) 
|с дуальным многообразием Զ (2, 4)|.

Линейчатые поверхности в /Հ классифицируются по признаку при­
надлежности их отображений в Р։> к подпространствам различных из­
мерений. Развертывающиеся поверхности представляются асимптоти 
ческими линиями на 2 (1,4). Тоже самое можно сказать об однопа­
раметрическом семействе плоскостей пространства Р4.

Таким образом, теория многообразий прямых и плоскостей про­
странства Р.։ сводится к теории подмногообразий грассманова много-
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образия з пространстве Такой полх’ол позволяет во-первых, ис­
пользовать некоторые факты из алгебраической геометрии, во-вторых, 
приложить проективно-дифференциальную теорию поверхностей лю­
бого измерения в Pv к изучению многообразий прямых и плоскостей 
пространства /յ.. Этот подход можно обобщить для многообразия 
плоскостей любых измерений, погруженного в пространстве Р„.

В первом параграфе рассматривается касательное трехмерное 
■подпространство линейчатых поверхностей двупараметрического 
семейства прямых ЛЬ, т. с подпространство, в котором лежат все 
прямые дифференциальной окрестности первого порядка луча линей­
чатой поверхности. Многообразие касательных пространств для всех 
проходящих через данный луч линейчатых поверхностей образует 
однопараметрическое семейство (касательный конус) второго класса 
многообразия ,И2. Касательные плоскости всех линейчатых поверхно­
стей в панной точке луча Л12 лежат в определенном трехмерном под­
пространстве. называемом касательным подпространством в данной 
точке луча многообразия It., На луче многообразия /И, каждая ли­
нейчатая поверхность имеет единственную точку Гфо/суг). где оба 
указанные касательные подпространства совпадают. С помощью этих 
понятий частично фиксируется подвижной репер многообразия Л/2.

В § 2 доказывается, что грассманово многообразие ‘J (1. 4) обла­
дает сопряженными направлениями, с помощью которых в 1\ вводит­
ся понятие сопряженности двух линейчатых поверхностей и выяс­
няется его геометрический смысл.

Касательная прямая и касательная плоскость отображений линей­
чатой поверхности и многообразия 4Լ в /Հ, порождают линейные 
четырехмерное и трехмерное касательные многообразия плоско­
стей пространства Р.,. В § 3 найдены эти многообразия, их особые 
подмногообразия и нуль-систеыы.

В §§ 4 и 5 с помощью сложного отношения четырех направле­
ний на Զ (1. 4) вводится сложное отношение четырех линейчатых 
поверхностей в РЛ и перечисляются некоторые факты из теории кон­
груэнций многомерных пространств.

В § •"՛ все полученные выше результаты автоматически повто­
ряются (по принципу двойственности пространства Рч) для многооб­
разий плоскостей. Путем введения дуального подвижного репера для 

- семейства плоскостей, здесь повторяется без изменений и аналити­
ческий аппарат, полученный для многообразий прямых.

В § 7 доказывается теорема: двойственный образ конгруэнции 
прямых в /< является многообразием всех касательных плоскостей 
некоторой поверхности и наоборот. Эта теорема тает возможность пс 
принципу двойственности повторить богатую теорию конгруэнций для 
мало изученных двумерных поверхностей пространства /Հ. В этом 
параграфе указывается ряд фактов аз этой теории. В частности, най­
дены новые сети (ассоциированные) на поверхности пространства !\
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Работа выполнена методом подвижного репера и внешних форм Кар- 
тана |5|.

§ I. Выбор подвижного репера двупараметрического 
семейства прямых

Если инфинитезимальное перемещение вершин подвижного про­
ективного репера .4,՛ записать в виде

dAi — ^A/., где. |, (1.1)

Լ J, к = 1. 2, 3. 4. 5

а двунарамегрпческое семейство прямых И„ описать ребром .4։.4 . ре­
пера. то дифференциал аналитической прямой запишется в виде

Ժ12 — (и>[ ֊}֊ ս՝շ) 12 w‘j23 — ми24 — ш?25 4- м>; 13 -j- <•». 14 иь 15. (1.2)

где ik — ki = (А, Ak) — грассманово произведение вершин Aj и Д*.  
Так как мы рассматриваем двупараметрнческое семей-пво прямых, то 
между шестью формами <•»*.  стоящими в правой части (1.2). должны 
существовать четыре соотношения. Приняв <Հ и <и? в качестве неза­
висимых форм на М... эти соотношения можно упростить, исходя из 
следующих геометрических соображений. Дифференциальная окре­
стность первого порядка луча каждой линейчатой поверхности (одно­
параметрического семейства прямых) в пространстве любом размерно­
сти лежит в некотором трехмерном .касательном*  подпространстве, 
ибо каждые два не Пересе кающихся (в том числе и бесконечно близ­
кие) луча определяют единственное трехмерное подпространство в 
котором они лежат. Каждое линейное соотношение между линейно­
независимыми формами выделяет некоторую линейчатую поверхность 
многообразия /И2. Подвижной репер будем выбирать так, чтобы ка­
сательные трехмерные подпространства линейчатых поверхностей 
Л = 0 и »>յշ = 0 совпадали соответственно с подпространствами .4։.42րԼ4ր. 
и .4,.4../1лД.. что согласно (1.2) приводит к соотношениям

[Հ4յ = օ. [u>M|=o. (1.3)

Точки и <4։ в этих подпространствах выберем гак. чтобы плоскость 
4Р42.43 совпала с касательной в точке .4։ плоскостью линейчатой 
поверхности Հ*  = 0. а .1,?1а.4,։ — с касательной в точке А. плоскостью 
линейчатой поверхности ««>i — 0. Эти требования приводят к дополни­
тельным условиям

|(0շ<Օ|] = 0, |«>ւ<*>շ]  = 0. (1-4)

Касательное трехмерное подпространство в точке 
луча ЛК. Для дальнейшего выбора подвижного координатного репе­
ра найдем совокупность касательных плоскостей всевозможных ли­
нейчатых поверхностей многообразия ЛК в неподвижной точке 
4 ։ г М2 луча Д։Л2. Раскрывая (1.3) и (1.4). будем иметь
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աք = ճաք, աք = ճ՜աշ, աք = «оя, աք = ( 1.5)

Касательная плоскост?, к линейчатой поверхности Հ’ = ձա'ւ в точке 
Л։ 4-рЛ։ напишется посредством грассманова произведения трех то­
чек (Др .4,. ճ (Л։ p/և)), которое в силу (1.5) напишется в виде

(Л։, Л2, (I 4֊ йр)Д3 + р«'Л։4-/.|(а/ 4-р)/Լ4-«/Լ|)- О-6) 
Все эти плоскости (для различных значений X) находятся в трехмерном 
подпространстве

(Հ, Л2. (1 4-ар) Лл 4-?а'Л5, |(аг-гр)Л44 аЛ5]). (1.7)

Таким образом, с каждой точкой луча многообразия 4Լ связы­
вается некоторое трехмерное подпространство, в котором лежат 
касательные (в этой точке) плоскости всевозможных линейчатых 
поверхностей многообразия. Эго подпространство в дальнейшем у 
нас называется касательным в данной точке подпространством.

Из выражения (1.6) одновременно получается касательное трех­
мерное подпространство линейчатой поверхности «>f = kujj:

(Лх, /12, հ(ճճ՜ - 1)/Լ 4֊ (аа).^-а')/15, (z/ճ՜—1 ).43 ֊ր (а'а՜ <։>-).%). (1.8)

Подпространства (1.7) и (1.8) совпадают тогда и только тогда, 
копа выполняется условие

а՜ (а' 4֊ р) = ал (1 4֊ ар).՜ (1.9)

С помощью этого уравнения е каждой точкой Лг оА.. луча мно­
гообразия Л12 связывается единственная линейчатая поверхность 

•I знн = ճայ, обладающая тем свойством, что ее касательное трех­
мерное подпространство совпадает с касательным подпростран­
ством точки Aj - рЛ2 многообразия М». Точка Л։֊֊рЛ.. называется 
фокусом линейчатой поверхности <Հ — /.աք. Уравнение (1.9) создает 
возможность дальнейшей фиксации подвижного репера.

Действительно, точки А3 и Л2 на луче выберем так. чтобы они 
совпали с фокусами линейчатых поверхностей «‘=0. Հ = 0. Тог­
да из (1.9) получим а 0. «'-֊Он система уравнений (1.5) напишется 
окончательно в виде

U>j = O, ЦЪ’Я=О, <•>՛( = яи>2, 0Խ- a'wj. (1.10)

Очевидно, такой выбор координатного репера не нарушает общности 
многообразия .И2 и система дифференциальных уравнений (1.10) опре­
деляет наиболее общее многообразие М».

В силу системы (1.5) подпространства (1.7) и (1.8) гг?перь опреде­
ляются соответственно грассмановыми произведениями

(Д։, А2, .43 4-рз'А-, рД44֊аД3) и (А։, А», ХД4 - а'Я5, А,- «ХА3). (1.111 

Если обозначить через ut координаты этих подпространств, то легко 
заметить, что каждое из этих подпространств, первое для различных 
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значений р, второе для различных значений X. описывает однопара- 
метрическое семейство подпространств с уравнениями

их = 0. //2 = 0, иаи4 — ал' (и^ = 0. (1-12)

Такое семейство называется здесь касательным конусом (луч являет­
ся его вершиной) второго класса в том смысле, что через каждую 
точку пространства проходят два подпространства .многообразия (1.12). 
Таким образом, с каждым лучом многообразия Л'К связывается 
единственный касательный конус, которому принадлежат каса­
тельные подпространства всех линейчатых поверхностей, прохо­
дящих через этот луч.

Как мы видели, фиксация репера до сих пор связывалась с ли­
нейчатыми поверхностями wj — 0. — 0, которые еще могут быть
произвольными в многообразии AL. Следовательно, точки /Լ и на 
луче могут передвигаться с изменением линейчатых поверхностей 
ա՛յ ■= 0, 10 յ = 0.

§ 2. Сопряженность двух линейчатых поверхностей

Три квадратичные дифференциальные формы. 
Многообразие прямых /VL пространства отображается в двумерное 
подмногообразие /?ь> грассманова многообразия - (1, 4) девятимерно- 
го пространства Ри. Касательная плоскость многообразия т., в точке 
12 согласно (1.2) и (1.10) определяется тремя точками

(12. 14 —а 25, 23- (2.1)
Эта плоскость в общем случае имеет только одну (двойную) общую 
точку (точку 12) многообразием Զ (1, 4), ибо двумерная плоскость 
с шестимерным грассмановым многообразием ճ (1, 4) в /Հ, может да­
же не иметь ни одной обшей точки, но у нас, в силу условий по­
ставленной задачи, точка 12 находится в плоскости (2.1). Для того, что­
бы плоскость содержала и другие точки грассманова многообразия 
Զ (1, 4), необходимо и достаточно присутствие таких точек р на пло­
скости (2.1), координаты которых удовлетворяют ч^рр) =0. Это тре­

бование равносильно условиям փՀԺ 12, а 12) = 0, которые в силу 
(1.10) приводят к трем уравнениям

֊ ՀՀ = о, Ф2 = а' (Հ)? = 0. Փյ = а (<Հ)« = 0. (2.2)

Эта система допускает решение тогда и только тогда, когда ранг 
матрицы коэффициентов форм Ф;

ниже трех. Каждое решение сист. мы (2.2) определяет некоторое на-

11° 1 0

о ст
 

я (2.3)

а' 0 011
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правление ня многообразии т.., которое огибает некоторую ли­
нию / этого многообразия’. Но так как прямая с грассмановым мно­
гообразием может пересекаться не более, чем в двух точках, то на­
личие трех точек пересечения означает, что прямая принадлежит к 
Զ (1, 4). Следовательно, линия / представляет некоторую разверты­
вающуюся поверхность многообразия JL, пространства 1\.

Таким образом, если ринг матрицы (2.3) равен трем, то много­
образие не имеет развёртывающихся поверхностей {представ­
ляет нефокальное многообразие прямых), если ранг той же мат­
рицы равен двум, то многообразие М., 'обладает одной серией раз­
вертывающихся поверхностей и, наконец, если ринг матрицы (2.3) 
равен единице, то многообразие обладает двумя семействами раз­
вертывающихся поверхностей (обладает двумя фокальными по 
верхностями).

Многообразие всех прямых пространства Р։. пересекающихся с 
данной прямой 12 является шубертовым многообразием вида 12։, 
(см. 14], т. II. стр. 340—424). Эти прямые на Զ (I. 4) представляют­
ся всеми точками некоторого конуса с вершиной в точке 12. Обр.՜?- 
{ующие этого конуса совпадают со всеми образующими •-! (1. 4). вы­
ходящими из точки 12 (поэтому конус называется асимптотическим) 
Методами алгебраической геометрии |4| легко установить, что раз- 
мерность асимптотического конуса равна четырем, а порядок — 
трем. Асимптотический конус лежи г в касательном шестимерном 
подпространстве многообразия ’2 (1, 4) и ՝• общей двумерной пло­
скостью этого подпространства пересекается в трех точках.

В настоящей работе мы больше уделяем внимания на нефокяль- 
ные (т. е. наиболее общие) многообразия ЛК.

Сопряженные направления на £2(1, 4). Как нзвес'1но. 
многообразие 2 (I. 41 является пересечением грех гиперквадрик ь 
/Հ. Каждая такая гиперквадрика устанавливает некоторый поляритет 
(точка-► полярная гиперплоскость). Три полярные (относительно этих 
трех гиперквадрик) гиперплоскости одной и той же точки х пере­
секаются по некоторому шестимерному подпространству /-0-

Таким образом, грассманово многообразие 2 (/, 7) в /Հ, порож­
дает поляритет, согласно которому каждой общей точке соот­
ветствует определенное шестч мерное полярное подпространство. 
каждой общей прямой соответ :՝твует определенное трехмерное 
полярное подпространство и каждой общей плоскости соответ­
ствует некоторая полярная точка.

’ Касательная тес.гнмеркая плоскость миоюобразпч 1,1. 4) ։՛ точке 12 оп­
ределяется точками 112-23-2I-25-J3-14-15). Нетрудно заметить, что п силу (2.2) 
грассМднопо иронзнеденне (Ժ5 12-12-13-14-15'23-24-25) обращается и нуль, а это 
означает, ч.о линия / асимптотически дли 2 । I, 4), т. е. три ее бесконечно близкие 
точки принадлежат к |1. 4).
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Очевидно, что если одно из этих подпространств инцидентно 
точке касания и касательной б-плоскости многообразия ֊ (I, 4). ю 
его полярное подпространство также удовлетворяет этому требованию. 
Такие направления называются сопряженными в поляритете Լ' (I. 4) 
и определяются тремя полярными формами, присоединенными к трем 
квадратичным формам Ф,.

Асимптотические (самосопряженные) направления многообразия 
U (1, 4) совпадают с образующими прямыми асимптотического кону 
са. Легко заметить, что ива направления на Զ (I, 4) являются со 
пряженными тогда и только тогда, когда они гармонически раз­
деляются двумя образующими асимптотического конуса. Таким 
образом, плоскость, определяемая двумя сопряженными направления­
ми, обязательно пересекается с асимптотическим конусом но двум 
прямым и. следовательно, поверхность (т:), которой принадлежат 
сопряженные направления, представляет фокальное семейство пря­
мых. т. е.— конгруэнтно. Итак, из всех двупараметрических семейств 
прямых пространства Pt только конгруэнция обладает сопряжен­
иями направлена я ми

Теперь выясним геометрический смысл двух линейчатых поверх­
ностей I и Г С общей образующей прямой, отображения которых в 

имеют сопряженные (одно с другим) направления.
Пусть линейчатые поверхности I и Г, которые, вообще говоря, 

могут не принадлежать к многообразии; Л!., описаны ребром Л։Д. 
репера. Чтобы определить эти линейчатые поверхности, достаточно 
для каждой из них дать отношения главных форм ребра

4 3 4 3 х Л 4 3 « 3 3այ. 'Л՝2 ОИ Ц>1 «• «է. »4յ ԱՀ» <1>» Wj ԱԽ
Պ ՜ il2~ A? ՜ Պ ճ ՜ < ՚ ՜էհ ՜ У: Հ К ՜՜ ^7 ծ՜

• В общем случае формы имею? «>>д

Параметры at и bt определяют соответственно первые и вторые ли֊ 
нейчатые поверхности. Не нарушая общности, мы можем координат­
ный репер выбрать так, чтобы первая линейчатая поверхность опре- 
делилась уравнениями օ,®յ - а^.. . ~ w։ = •» — ւ«յ;’ = 0. тогда из форм 
Фр’ получим условие сопряженности линейчатых поверхностей / и Г 
в виде

հ, — Ь, « О. аД — bxa. — 0.

Касательная плоскость поверхноаи / в точке Я, рЯ3 опреде­
ляется тремя точками (А։. А., Я. р'А։). Она является одновремен­
но касательной плоскостью линейчатой поверхности/’ в точке .4, - р'Я.„ 
если рр'дД• - (р р) — н,\ = 0. Это уравнение допускает «амену 
Р на Р՛. которое означает, что если касательная плоскость иоиерхно*  
стн / а точке Я, |уЯ.. совпадает с касательной плоское! ыо поверхно- 
сти / в точке Я։ 4 /Л., то касательная плоскость поверхности I в 



32 С. Е. Карапетян

точке Л։֊-р'А, совпадает с касательной плоскостью поверхности /' в 
точке Дх Ւ г>Л2. Точки Д1֊грД2 и .4։ — рМ3 в этом случае называют­
ся сопряженными относительно двух сопряженных линейчатых по­
верхностей / и Г. Очевидно, что все точки луча .4։Л2 разбиваются на 
пары сопряженных точек для каждой пары сопряженных / и Об­
ратное утверждение также справедливо, а именно если две линейча­
тые поверхности / и Г имеют общую образующую и две их каса­
тельные плоскости в каждой точке образующей совпадают в обратном 
порядке с касательными плоскостями тех же поверхностей в другой 
точке той же образующей, то эти линейчатые поверхности сопряже­
ны друг с другом, т. е. их отображения в /Հ имеют сопряженные 
направления на 2 (I, 4). Таким образом, отображения двух линей­
чатых поверхностей на 2 (1. -1) имеют сопряженные направления 
тогда и только тогда, когда касательная плоскость пер­
вой поверхности в каждой точке /•' общей образующей. и касатель­
ная плоскость второй поверхности в той же точке касаются, со­
ответственно ко второй и к первой линейчатым поверхностям в 
некоторой другой точке 1:' той же образующей. Соответствие 
{!’)—> (/•’') является инволюцией, две неподвижные точки которой на­
зываются фокусами луча .4յ.42.

Плоскость, проходящая через два сопряженные направления на 
2 (1, 4), содержит две. проходящие через эту точку, образующие 
прямые многообразия 2 (I. 4). Эти две пары направлений гармони­
чески разделяют друг друга и этим свойством характеризуется пара 
сопряженных направлений.

Очевидно, что многообразие прямых М, в общем случае (когда 
ранг матрицы (2.3) равен трем] не содержит сопряженных линейчатых 
поверхностей, ибо плоскость (2.1) не содержит образующих .многооб­
разия 2 (I. 4).

§ 3. Касательные линейные многообразия плоскостей

К а с а т е л ь н о е чет ы р е х мерное л и н с й ное многооб­
разие плоскостей линейчатой поверхности. Найдем 
многообразие всех плоскостей, пересекающихся с двумя бесконечно- 
близкими лучами линейчатой поверхности ւ՚4=ՆՀ многообразия М>. 
Если iiik дуальные грассмановы координаты текущей плоскости, то 
они должны подчиняться двум условиям

а1г = 0. — — նա25 4֊ Ха14 4- <х'а։а = 0. (3.1)
ибо условие пересечения плоскости а1к и прямой ik (ik — грассмано­
вы координаты прямой), как известно |2(, пишется в виде а.м':= О 
Согласно требованию общей задачи плоскость a;l! должна пересекать­
ся с двумя прямыми 12 и d 12 (։посЬ>1 — ՀօՀ). что приводит к равенствам 
(3.1).Так как плоскость aik имеет десять координат, которые удовлет­
воряют пяти квадратичным соотношениям
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?ւ Ա*Վ)  — ^1зДз։ ^13^21 ~Ь ^։4^ճՅ

?2 (««•) = ճյ^ՅՅ — ՊյՊ> -г Мя = 0.
®а (аа) = аг.а^ — аиа^ 4֊ <z15a2։ = 0. (3.2)

?4 (йС) = ՃԱյ&յյ ^24^35 ՜՜ ~

Ъ (аа) = ճ„ճ„ аиам ֊ք- Мл ՜-= 0.
из которых независимыми являются только три. то система двух ли­
нейных уравнений (3.1) выделяет некоторое линейнсе четырех.мерное 
многообразие плоскостей, которое здесь называется касательным 
многообразием П4 линейчатой поверхности.

Как известно |2|. система (3.1) порождает нуль-систему (гипер­
плоскость-сточка)

х։ ֊ — «п, у, = Хм4 — a'z/j 

хл = uv у- = и3 4֊ /л«3,

*э = 0. Уз “ ֊ «»
Л-4 = О. у։ = Х«։.
Л'5 = 0, у4 =֊ — 4 э/«։, 

a»k — UiVk — Ukvi< 
где

Ճ-У/Х/ = Sv/ty = 0,
(3.3)

согласно котором в каждом трехмерном подпространстве лежит пу­
чок плоскостей многообразия П4. Так как каждое линейное многооб­
разие прямых или плоскостей в Р4 обладает особыми алгебраически­
ми многообразиями [2], то многообразие П։ также обладает этим 
свойством. Если плоскости П։ удовлетворяют уравнениям (3.1). то они 
удовлетворяют также уравнению вида <z12 -J-1 (Xau -J- a'dn — д23 - 
— Xaa-,)=0 для всевозможных значении Л Нуль-система, порожден­
ная этим уравнением, имеет одно особое трехмерное подпростран­
ство. зависящее or i. Следовательно, геометрическое место этих под­
пространств является их некоторым однопараметрическим семейством. 
Но, как было доказано в [2], это семейство может стать двупарамет­
рическим тогда и только тогда, когда последнее уравнение для не­
которого է определяет особое пятнмерное многообразие плоскостей 
(все плоскости, пересекающие неподвижную прямую), т. е. когда 
коэффициенты этого уравнения для некоторого է являются грассма­
новыми координатами некоторой прямой. Нетрудно заметить, что фор­
мы ». от этих коэффициентов имеют вид — — г.Р. о2 = —а'Г. 
?4=aXZa. «4 = 0, ?5 —0, т. е. для f«0 мы имеем две совпавшие (с 
прямой 12) прямые, с которыми пересекаются все плоскости много­
образия П4.

Таким образом, с каждым лучом линейчатой поверхности про­
странства Р. однозначно связывается некоторое четырехмерное, 
линейное многообразие плоскостей П4. Это многообразие порож­
дает нуль-систему (3.3) согласно которой в каждом трехмерном 
тн, пространстве лежит пучок плоскостей многообразия 11,։. Ис­
ключение составляют трехмерные подпространства, инцидентные 

-3 I՛ пеане ЛИ. серпа физ.-мат наук. 2 
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с лучом линейчатой поверхности. В каждом таком подпростран­
стве лежит двумерный пучок плоскостей (т. е. лежат плоскости, 
проходящие через некоторую точку луча) многообразия П4. Все 
плоскости касательного подпространства линейчатой поверхности 
принадлежат к П4.

Из (3.3) нетрудно заметить, что центр двумерного пучка плоско­
стей, инцидентного подпространству ЛХД2ДЭД4 в нуль-системе, порожден­
ной линейчатой поверхностью «>յ = 0. совпадает с точкой Д։. Тоже 
самое справедливо для точки /1,. и линейчатой поверхности աՀ - 0.

К а с ат с л ьн о е грех м е р и о е л и и е й но е м и огообразие 
плоскостей многообразия /И2. В [2] было доказано, что каж­
дой плоскости девятимеркого пространства Р9 соответствует некото­
рое линейное трехмерное многообразие плоскостей П. в Р(. Следо­
вательно, касательная плоскость (11) многообразия т., в /■>. порож­
дает такое многообразие.

Если aif. грассмановы координаты текущей плоскости многооб­
разия Г13, то согласно (2.1) они удовлетворяют кроме (3.2) еще трем 
уравнениям

Պ? = 0, ям — яа25 = 0, а& — а'а^ — 0. (3.4)

Как известно |2|, общее многообразие плоскостей П, порождает нуль- 
систему, согласно которой в каждом трехмерном подпространстве лежит 
только одна плоскость .многообразия П։. Исключение составляют лишь 
те подпространства, которые принадлежат к особому двумерному 
многообразию подпространств. В каждом таком подпространстве ле­
жит пучок плоскостей многообразия П3.

В нашем случае нуль-система определяется системой

А': = - U„ У։ = — а'иь. 21 ■= — "ъ
А-յ = и1г У-. = Պ. = ам5.

х3 = 0. Уз = - «2. (3.5)
х4 = 0. У։ = 0- г4 - //„

х6 = 0, Уз = «Ч г.. = — ли...

Грн точки д՜. у, г определяют единственную плоскость многообразия 
flj, лежащую в подпространстве и,. Сложив правые части столбцов 
(3.5). предварительно умножив второй столбец на /, третий — на и 
приравняв полученные суммы нулю, получим кососимметричную систе­
му относительно неизвестных и,-

и., t ՏԱ| ՜ h'u.։ = 0, = 0. sat = 0,
(3.6) 

ւչւ ՜Ւ ՜է՜ ~ օ. — 0-

Из этой системы, после исключения է п տ, получим уравнения особо­
го многообразия п,и 0, Следовательно, особое многообразие 
есть совокупность всех гиперплоскостей, пересекающих луч мно-
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гообразая М.. Среди этой совокупности выделяется однопараметрнче- 
ское семейство гиперплоскостей с уравнениями

и, = п.» = 0, n3W j — ax' (п-)'" = 0, (3.7)

которое соответствует всем отличным от нуля значениям է и х Как 
известно, уравнения (3.7) представляют касательный конус второго 
класса многообразия М...

Ранг матрицы коэффициентов (3.6) равен двум тогда и только 
тогда, когда формы с; от этих коэффициентов равны пулю. Но эти 
формы имеют вид - /х, а/8, с3 = а'х2, следовательно, они обра­
щаются в нуль для значении է = տ = 0 и эти коэффициенты становятся 
грассмановыми координатами прямой 12 |2|.

Таким образом, касательное трехмерное многообразие плоско- 
спей многообразия .И2 устанавливает нуль-систему (Հ.5), особое 
многообразие которой совпадает с совокупностью всех гиперпло- 
екоетей проходящих через луч данного Л1„.

§ 4. Сложное отношение четырех линейчатых 
поверхностей многообразия .11.

Возьмем четыре линейчатые поверхности многообразия .11. с 
уравнениями

di] = /.р.|ц: i — 1, 2. 3, 4. (4.1)

В пункте Г было доказано, что с каждой точкой Л, :-рД2 луча .4րՆ 
многообразия .11. связывается единственное трехмерное касательное 
подпространство (1.7). которое теперь напишется в виде

(Лр Ла, Л3 -w'/Լ. рД, + х/Լ). (4.2)

Следовательно, касательные плоскости поверхностей (4.1) в точке 
1յ т-Ця принадлежа! к одному пучку н образуют сложное отноше­

ние. Нетрудно заметить, что это сложное отношение равно

'-1^. (4.3)

н. следовательно, не зависит օւ точки касания.
Каждая линейчатая поверхность (4.1) представляется линией I, ни 

двумерном подмногообразии т.. грассманова многообразия. Четыре 
касательные к линиям /улежат на касательной плоскости (2.1) поверх­
ности т. и. следовательно, также образуют сложное отношение 
прямых Прямой подсчет показывает, что это сложное отношение 
также равно выражению (4.3). Таким образом, сложное отношение 
касательных плоскостей к четырем, линейчатым поверхностям 
многообразия .Ա. не зависит от положения общей точки касания 
на луче, и равно сложному отношению четырех касательных к 
отображениям этих линейчатых поверхностей, принадлежащим 
ժէ՚է)нтимерному пространству.
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Очевидно, что эта теорема несправедлива для тех четырех ли­
нейчатых поверхностен, которые не принадлежат к многообразию AL. 
ибо в этом случае четыре касательные к линиям не принадлежат 
одной плоскости и, следовательно, не могут иметь сложного отно­
шения.

§ 5. Фокальное многообразие .И.

Когда ранг матрицы (2.3) равен единице, т. е когда ։ = «’=֊ 0, то 
дифференциальная окрестность первого порядка луча многообразия 
.И3 принадлежит к трехмерному (касательному) и од пространству 
Л։Л9.4а4<. В .-том случае получаем хорошо изученное многообразие 
прямых, которое называется конгруэнцией |3|. Мы здесь перечислим 
некоторые известные результаты (связанные с дифференциальной ок­
рестностью 1-го порядка) для того, чтобы потом их атоматически 
повторить по принципу двойственности для фокального двупараме- 
трическаго семейства плоскостей, со ап а дающего, как мы увидим, с 
многообразием касательных плоскостей некоторой поверхности в

(I) Дифференциальная окрестность первого порядка луча кон­
груэнции лежит в трехмерном касательном подпространстве. (II) Па 
каждом луче имеются два фокуса, которые описывают две фокаль­
ные поверхности конгруэнций. Луч конгруэнции касается этих фо­
кальных поверхностей в фокусах. (Ill) 8 конгруэнции существуют два 
направления, вдоль которых луч пересекается со своим бесконечно- 
близким лучом. Эти Направления определяют две развертывающиеся 
поверхности конгруэнции. (IV) Каждой линейчатой поверхности 
<>!  =сопряжена другая линейчатая поверхность = ֊ >.»»’] той же 
конгруэнции [1].
*

1) Каждая точка .И простран­
ства выражается относитель­
но координатного репера Я/ в 
виде

М ~ лЧ

где л' являются точечными ко­
ординатами точки И относитель­
но репера А..

Некоторые из теорем, указанные s предыдущих пунктах, кик 
легко заметить, теряют силу для конгруэнции прямых.

§ 6. Двойственные результаты окрестности первого 
порядка многообразия AL

По принципу двойственности четырехмерного проективного про­
странства полученные результаты можно повторить ьтя двумерного 
многообразия плоскостей V.. во всех формулировках переставляя 
слова точка — гиперплоскость, прямая — плоскость.

I) Каждая гиперплоскоси. про­
странства }\ выражается относи­
тельно координатного дуального 
репера պ в виде

т Xlaj

где X' яаляюген дуэльными ко­
ординатами гиперплоскости гп от­
носительно репера а,-.
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2) Инфинитезимальное то­
чечное преобразование репера 
А, определяется уравнениями

dA-t =

3) Двупараметрическое се­
мейство прямых .M2(4L описыва­
ется лучом Av42) оснащается по­
движным репером А,, характери­
зуемым уравнениями

W| = пь = 0. ю'1 ~ ։՝Ս', <՚4 = У- "ч.

4) С каждым лучом линей­
чатой поверхности связывается 
единственное касательное грех 
черное подпространство (Д„ А2, 
'М,Ч-УЛ5. Л3 ■ 2Л.4Г։) и котором 
лежа։ два бесконечно-близких 
луча линейчатой поверхности.

5) С каждой точкой луча 
линейчатой поверхности связы- 
пается едивс։пенная касательная 
плоскость. Все касательные пло­
скости вдоль одного в того луча 
проходят через этот луч и при­
надлежат к касательному трех­
мерному подпространству.

2) Инфинитезимальное дуаль­
ное преобразование репера а, 
определяется уравнениями

dat = <tfak.

3) Двупараметрическое семей­
ство плоскостей Л'2(.\''2 описывает­
ся плоскостью ճյ«տ. т. е. Л3А4А5) 
оснащается подвижным репером 
а-п характеризуемым уравнениями 

Զ] - Զ  = О, Զ՜; - = a'S?.*

4) С каждой плоскостью одно­
параметрического семейства пло­
скостей N-i связывается един­
ственная точка (фокус) (а։, а.. 
/.а4 —а'н.,, Ք3-|-շԽձ) в которой 
пересекаются две бесконечно­
близкие плоскости многообразия 
Л',. Геометрическое место этих 
точек является некоторой линией, 
называемой фокальной линией 
многообразия Л'։.

5) С каждой гиперплоскостью 
(инцидентной плоскости многооб­
разия ձ՚՚յ) связывается едннствен- 

՝ ная фокальная прямая. Все фо­
кальные прямые вдоль одной и той 
ж е пл ос кост и п рн надле ж ат это й 
плоскости и проходят через 
фокальную точку. Таким образом 
в каждой плоскости семейства Л'։ 
лежит пучок фокальных прямых.

6) С каждой гиперплоскостью 
<7։ ;• рл2. инцидентной с плоско­
стью многообразия Л'... ассоци­
ируется единственная точка {фо­
кус) {аЛ, а2, «з 4֊ wTa5. ра,։ { яа9) 
через которую проходят фокаль­
ные (в этой гиперплоскости) пря­
мые всевозможных семейств .\’։ 
многообразия А’2.

7) С каждым многообра­
зием Զլ = XL/  связывается един­
ственное трехмерное подпро­
странство <2յ 4- ра.. называемое ка- 

*

6) С каждой точкой .-Լ ՝ &/12 
луча многообразия Лк ассоции­
руется единственное касательное 
трехмерное подпространство (.4։, 
А.. Ml ՚ 6 7А0 и кото­
ром лежат касательные (в этой 
точке) плоскости всевозможных 
линейчатых поверхностей много­
образия

7) С каждой линейчатой по­
верхностью «и = /.։՚ո связывается 
единственная точка .է , р.4„ (фо­
кус данной линейчатой поверх -
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кости), определяемая уравне­
нием а'р=՝ул и обладающая тем 
свойством, что касательное трех­
мерное подпространство много­
образия /И. в этой точке совпа­
дает с касательным подпростран­
ством данной линейчатой поверх­
ности.

8) Две линейчатые поверх­
ности с общей образующей со­
пряжены тогда я только тогда, 
когда касательная плоскость пер­
вой поверхности п каждой точ­
ке /•' общей образующей и каса­
тельная плоскость второй поверх­
ности в той же точке касаются 
соответственно ко второй и к пер­
вой линейчатым поверхностям в 
некоторой другой точке Р той 
же образующей.

с
9) С каждым лучом линей­

чатой поверхности связывается 
определенное касательное линей­
ное многообразие плоскостей Гц 
с уравнениями

— 0. а23 -|- t-ла.., ֊ 'лаи 

— а'а^ — О, 

которое порождает нуль-систему 
лц *= у, -- лдц — а'/ц, 

х, = /ц у3 = и։ — 1аи.Л, 

х> = 0. Уз = ֊
лц = 0. у 4

Հ5 = 0. у3 — — Ули9 -t- а'тц.
согласно которой в каждом трех­
мерном подпространстве и, ле­
жит пучок плоскостей многооб­
разия П4. Исключение составляют 
гиперплоскости, инцидентные с 
данным лучом линейчатой поверх­
ности. 15 каждой такой гипер­
плоскости лежит двумерный пу- 

сательной гиперплоскостью .мно­
гообразия jVj. которое опреде­
ляется уравнением а'р а.- и об­
ладает тем свойством, что фокус 
многообразия .Հ՛Հ в этом подпро­
странстве совпадает с фокальной 
точкой данного многообразия 
плоскостей ձ՚\.

8) Два многообразия Д’, и \՜ւ 
с общей плоскостью сопряжены 
тогда и только тогда, когда фо­
кальная прямая первого много­
образия Д’։ в каждой гиперпло­
скости / общей плоскости и фо­
кальная прямая второго много­
образия Л'1 в той же гиперпло­
скости являются фокальными пря­
мыми соответственно для второ­
го и первого многообразий в не­
которой другой гиперплоскости 

инцидентной с общей пло­
скостью.

9) С каждой плоскостью .мно­
гообразия Д’, связывается оп­
ределенное касательное линей­
ное многообразие прямых с 
уравнениями

zl)„ = 0. A։i — Za?k,,v — X.4j,| - 

— л'Дп «= 0,
где Д/а грассмановы координа­
ты текущей прямой мноюобразня 
/ 4. Это многообразие порождает 
нуль-систему

их — — х2, гц == — лх։ ֊ а'х5,
и. — хх. V-շ = хэ ф- /ах-,
Պ = 0. ?а= — х2.
/ц=0, ъц = /.хх,
и-, =- О, -и3 — /.ах. а'х։,

согласно которой через каждую 
точку л\ проходит пучок пря­
мых многообразия LA. Исключе­
ние составляют точки, инцидент­
ные с данной плоскостью много­
образия .V։. Через каждую та- 
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чок плоскостей (плоскости, про­
ходящие через некоторую точку 
луча) многообразия Г14. Все пло­
скости касательного подпростран­
ства линейчатой поверхности при­
надлежат к П4.

10) С каждым лучом мно­
гообразия Л75 связывается един- 
•стяенное касательное линейное 
многообразие плоскостей Г!л. 
у л о ил е т во р я ю 1 це е у ра вне ни я .՝,։

ճյլ. = 0, ճ։.յ - а.. = О,

«?л а'.՛/,., О.

Оно порождает нуль-систему

•А> ՜ 11 y’j Л О-,, • յ — ^ւ՛ ■

I П-Однопарзметричщ .ое се­
мейство касательных трехмерных 
подпространств всех линейчатых 
поверхностей (проходящих через 
данный луч) многообразия ЛЕ 
образует конус второго класса с 
вершиной, совпадающей с данным 
лучом многообразия. Уравнения 
этого конуса имеют вид

«։ 0, я. = 0, //յ//.ւ -7.7՜ (0.

л.‘ - l,i‘ У։ f= wj« ֊•_• -
Հ = 0, у3 = — tt... - о,

Հ. ֊ 0. У4 = 0. ֊4 = и,.

-V; = 0, у5 — a’wv 2..- 211...

согласно котором в каждой ги­
перплоскости и/ находится един- 
ствеиная плоскость (луг). Исклш- 
чение составляю г голько гннср 
плоскости, проходящие через луч 
.многообразия М...

кую точку проходит двумерный 
пучок прямых (с&язка в Р։) мно­
гообразия Все прямые фо­
кальной точки многообразия Л’։ 
принадлежат к I...

10) С каждой плоскостью мно­
гообразия ЛЕ связывается един­
ственное касательное линейное 
многообразие прямых ձ3. удов­
летворяющее уравнениям

Д։= — О, Д1։ — $4 де ” О,
Ди - л'Л::. «= О, 

где Л./։. — грассмановы координа­
ты текущей прямой многообразия 
/ л. Многообразие ձ3 порождает 
нуль*  систему

//։ —X.., Д'։ ֊—7՞.էձ, — .v4.

а.. = А-։, v.. — Xj, ws = 7Д\,

чл = 0. г>3 - = 0,
п4 = 0, и.։ = О, 'Щ։ А-п

Ոյ, = О, 1’5 = 2՛ Л\. — 2Л\.,

согласно которой через каждую 
»очку л՜/ пролодк! единогнеиная 
прямая (пт\՝о). Исключение со­
ставляют только :очки, принад­
лежащие плоскости многообра­
зия \...

И) Однопарзметрическое се­
мейство фокусов всех подмного­
образий Л’1 (проходящих через 
тайную плоскость) многообразия 
:V.. образует фокальную кривую 
второго порядка, лежащую ня 
данной плоскости многообразия 
.X Уравнения этой кривой имеют 
вид
A't — 0. X. = 0, -VjX, ХГ (Х3)с = ().

Каждое семейство (проходящее через аха..) имеет одну фокаль­
ную гочку на этой кривой. Через каждую фокальную точку проходит 
пучок фокальных прямых семейства \’։, соответствующих различным 
гиперплоскостям ы, Если взять фокальные прямые четырех се­
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мейств Л՛.. соответствующие одной и тон же гиперплоскости
то они обязательно образуют пучок на (</։а5) с центром в некоторой 
точке фокальной кривой второго порядка, так как их двойственные 
образы принадлежат одной гиперплоскости, проходяще։։ через луч 
Л։/1Я-

Сложное отношение этих четырех прямых здесь (согласно прин­
ципу двойственности) называется сложным отношением четыре.՝; 
одно параметрических семейств плоскостей А;>, соответствующих 
гиперплоскости Таким образом

12) Сложное отношение че- 12) Сложное отношение четы-
гырех линейчатых поверхностей

ч з. '*з  Aj Kjw*  == равно 7------ 7?’: -֊----- ~
Лп Л3 A.J ---

и. следовательно, не зависит oi 

рсх однопараметрических се­
мейств плоскостей

«Հ-Հ-Ճ? равно ֊*-  ,։յ :^=4
Տ — Л« — 'м

положения точки касания Л։-Н//1... н. следовательно, не зависит 
л оложен ия соответству юще й 
щей гиперплоскости ах 4- ра2.

от 
об-

Последний результат находится в согласии с теоремой из аналитиче­
ской геометрии: если некоторую точку кривой второго порядка сое­
динить прямыми с четырьмя фиксированными точками тон же кривой 
то сложное отношение этих прямых не зависит от положения центра 
этого пучка.

Очевидно, что только те четыре однопараметрические семейства 
плоскостей могут обладать сложным отношением, которые принадле­
жат некоторому двупараметрическому семейству плоскостей А. и 
имеют общую плоскость.

§ 7. Двойственные результаты фокальных многообразий .И, 
(теория двумерных поверхностей в /\}

До сих пор мы рассматривали только наиболее общее многооб­
разие прямых Л1„ т. <՝. полагали, что ранг матрицы (2.3) равен трем. 
Оставляя в стороне менее интересный случай, когда ранг той же 
матрицы равен двум (в этом случае каждый луч многообразия имеет 
одни фокус), мы здесь рассматриваем случай, когда многообразие Лк 
является конгруэнцией (ранг равен единице) и перечисляем результа­
ты для двойстбенных ему образов. Прежде всего дбкажеы георему 
Двойственный образ конгруэнции прямых в является многооб­
разием всех касательных плоскостей некоторой двумерной поверх­
ности, и наоборот. Действительно, конгруэнция характеризуется 
уравнениями

а = а' =-- О. (7.1)

Из (1.2) вытекает. что дифференциальная окрестность первого по­
рядка луча 12 принадлежит к трехмерному подпространству тогда в 
только тогда, когда выполняются условия (7.1). Следовательно, двой­
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ственный образ конгруэнции есть двумерное многоооразие таких пло 
скостей (aj<z2), дифференциальная окрестность первого порядка каж­
дой из которых принадлежит некоторой точке- Геометрическое место 
этих точек дает некоторую поверхность, огибающую все плоскости 
многообразия В справедливости этой теоремы можно убедиться так­
же непосредственным подсчетом. Так как (а։оЛ - (.43Л4ДГ1), то, диф­
ференцируя и сравнивая формы в различных частях уравнения, полу­
чим «5 = 0, u>i--0. Это означает, что точка .4а описывает поверхность, 
касательная плоскость которой совпадает с. плоскостью Л3Л,։/1л.

Известно много фактов, связанных как с конгруэнцией, так и с 
двумерными поверхностями пространства Р։. Мы перечислим зги фак­
ты имеете с их двойственными результатами.

• 1) Дифференциальная ок­
рестность первого порядка каж­
дого луча (Л։.4а) конгруэнции 
принадлежит касательной гнпер- 
плоскости .4։/Լ.43/Լ. Геометриче­
ское место этих гиперплоскостей 
является их двупараметрическим 
семейством, называемым каса­
тельным семействоь» конгруэнции.

I) Дифференциальная окре­
стность первого порядка каждой 
плоскости фокального многооб­
разия ;\Հ принадлежит фокальной 
точке (ճյՎյճ^յ). Геометрическое 
место этих точек является их 
дв у । ia pa V. < -три чёски м семе й ст пом 
(поверхностью), называемым фо­
кальной поверхностью или оги­
бающей семейства плоскостей Л...

2) Через каждую касательную 
плоскость apiz поверхности  
проходят две касательные гипер­
плоскости ал и л... которые опи­
сывают два со  касательных се­
мейства. Фокальные прямые 
я армя- этих семейств находятся 
на касательной плоскости данной

1

2

2) На каждом луче Л։Яа 
конгруэнции имеются два фоку 
са .4։ и .-Լ. которые описывают 
две фокальные поверхности кон­
груэнции. Касательные плоскости 
этих поверхностей Д։/Ь.4а и 
•Լ4-/Լ проходят через луч .4։.4.. 
конгруэнции.

поверхности лг.
Развертывающиеся поверхности в конгруэнции, как известно, со­

ответствуют таким смещениям, по которым луч 12 конгруэнции пе­
ресекается со своим бесконечно-близким лучом, т. е. эти прямые ле­
жат в одной плоскости (фокально;). По принципу двойственности на 
ха этим смешениям соответствуют га к не направления, вдоль которых 
касательная плоскость со своей бесконечно-близкой касательной пло­
скостью лежат в одном трехмерном подпространстве, т. е. эти пло­
скости пересекаются по прямой (фокальной). Эти два направления, 
как известно, определяют единственную сопряженную сеть на х..

Таким образом, развертывающимся поверхностям конгруэнции 
гю принципу дбойспи. енности соответствуют те оОнопараметриче- 
ские семейства касательных плоскостей, которые касаются по­
верхности л* а по сопряженным линиям. Следовательно, Фокальны^ 
прямые ни поверхности х~ имеют сопряженные направления.
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Вез особого труда отсюда вытекает, что последовательность 
Лапласа, порожденная конгруэнцией, двойственно. i последователь­
ностью Лапласа поверхности л’:.

Л с с о ц и и р о в а иные и а правления на и ове р х нос т и a-J 
Выше, с помощью сопряженных направлении на Զ (I. 4) мы уста­
новили сопряженность двух пересекающихся (по общей образующей) 
линейчатых поверхностей и по принципу двойственности перенесли 
vro понятие для двух семейств плоскостей \\ и .Уь На дуальном 
грассмановом многообразии 12 (2, 4) семействам Л՜, и 2V| соответ­
ствуют две кривые, которые в общей точке пересечеинч имеют со­
пряженные направления, т. с. касательные к этим. кривым гармониче­
ски разделяют вару образующих прямых асимптотического конуса. 
Это означает, что из всех к3 семейств плоскостей пространства 1\ 
только то семейство допускает сопряженные подсемейства, кото­
рое является геометрическим местом касательных плоскостей 
некоторой поверхности, Линни, по которым эти подсемейства ка­
саются поверхности х.,, определяют два направления в данной точке 
поверхности х_.. называемые ассоциированными направлениями. Ceil» 
кривых, имеющих в каждой точке поверхности ассоциированные 
направления, называется ассоциированной сс/нл/о. Одно семейство этой 
сети можно задан» произвольно, пи да второе семейство определяется 
однозначно Единственная пара сопряженных направлений в каж­
дой точке поверхности х гармонически разделяет все ассоцпиро- 
ионные пары, направлений

Здесь мы чадим еще одно характеризующее свойство ассоцииро­
ванных линий поверхности х,. Касательные плоскости в точках этих 
Линий, как казано было выше, образуют дна однопарамеч рнчеекке 
семейства плоскостей, фокальные линии которых совпадают с ассо­
циированными ливнями на дд. Так как отображения этих (и только 
этих) семейств г. /Հ, имеют сопряженные направления на Զ (2. 4). то> 
по этой причине такие два семейства называем сопряженными. В об­
щей плоскости эти дна семейства должны иметь совпавшие друг с 
другом фокусы (а^а..алсд, которые одновременно совпадают с той 
точкой поверхности л՛֊., в которой общая плоскость двух семейств ка­
сается л՛... Но так как через каждый фокус плоскости (я։я.,) одночш- 
раметрического семейства плоскостей проходит пучок фокальных пря­
мых данного семейства, соответствующих различным гиперплоскостям 
ах ойто в общем фокусе мы будем иметь два пучка прямых, ле­
жащих в общей плоскости лвух семейств плоскостей. Между пря­
мыми этих двух пучков устанавливается проективное соответствие՜ 
(две прямые из разных пучков соответствуют друг другу в этом 
проективитете» если они соответствуют одному и тому же значению л). 
Согласно принципу двойственности эти дна семейства плоскостей со­
пряжены тогда и только тогда, когда последнее проективное соответ­
ствие является инволюцией.
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Таким образом, два однопираме.трические семейства плоскостей 
ляются сопряженными друг с другом (пли. что тоже самое, их 

ренальные линии являются ассоциированными друг с другом) тог֊ 
•>и только тогда, когда /у фокусы их общей плоскости совпа­
дают и 2) проективитет, установленный между двумя фокальны­
ми пучками прямых, является инволюцией.
Арчяискян педагогический институт

имени X. Лбоккна.
•I’licrHTjr математики и механики 

АН Армянской ՀՕ'

Поступила 26 VI 1Ց61

U. U*.  Կսււ՚սէււ)հ>«էւսք>

ՔԱՌԱՋԼԼՓ ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՈՒ1հ1ՆեՐՒ ե< ՃԱՐԹՈՒԹՅՈՒՆՆեՐհ 
եՐԿ2մՓ ՐՆՏԱՆՒրՆեՐՒ ՊՐՈՅեԿՏՒՀ֊ԴհՖհՐեՆՑՒԱԼ ԷՐնՐԱԶԱՓՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ա 1Г Ф Ո Ф II |. 1Г

Ա,ջ[սս»տ4ւ ;ան մեգ րննաքւկւիսծ /<ն րւււրւաչւոփ ա սւ ր iuA tn լան //ւ 

fi[t հ հարթ in p լոՀհ՜հե jtfi երկ^ս/փ ր'4ւււ<4՝1/(ւյ>էւե ր/ւ շոշափող ղծալին put ղմ աձե ու.֊ 
քյրոններր ե վերջիններս էքրոյւււկան и ի օուեմնե րր.

Երկվութքան սկղրու՚Արի \ամ սւձւսյն. "՚րչ Աքրվրէէ.նրնե րր կրկնված են 
եՀրքմէէհթւորնն/;րի րնոէանի րնհրի ^ամար: !1րս[եււ մասնավոր դեպր_ւ աոար- 
ված I; հարթութ րսննե րի ա pnij ի и ի րնւոա* 1էիր, "րր սքարուրում /; մի երկչափ 
Հւէւկերհ tnjfj [^րւոմէ Արիպիսի մ ակե րևոէլթնե ր ի վրա 'աւ ւսւնա րե րված են էքծև- 
րի նոր րնտէոնիրներ. որոնյւ աշիւատուվյլա՛ս մեջ անւԼանված են ինէք ոլլոէ րիոն 
ւլանւքեր;
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