
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМ Я И СКОП ССР

3>|ւզիկա-մաթեմաԾ». <jjnnmpjmC&br XV. Л՜ 2. 1962 Физико-математические наужм

МАТЕМАТИКА

В. С Виленский

Замечания к теореме В. Л. Маркова о двух 
многочленах, нули которых перемежаются

1. Если Рп(х) и Q„(x) — алгебраические многочлены, все нули 
которых вещественны и перемежаются, то перемежаются нули 
производных этих многочленов Рн(х) и Q«(x).

Это глубокая теорема. принадлежащая В. А. Маркову [1|, впо­
следствии привлекала внимание многих математиков, которые нашли 
новые ее доказательства, получили некоторые ее обобщения или ана­
логи (см. Л. Монтель |2|. Д. А. Граве |3|. Н. Г. Чеботарев и 
II. II. Мейман |4]. Т. Поповнчн\ |5|. Ф. Констангннеску |б|).

Все эти весьма интересные работы касались лишь алгебраиче­
ских многочленов н основывались на интерполяционной формуле Ла­
гранжа. Между тем. теорема Маркова может быть существенно обоб­
щена и распространена на случай двух непрерывно дифференцируе­
мых функций f(x) и г (л), нули которых перемежаются, а любая 
линейная комбинация производных и։/ (х) — (х) (р- 4- ա՜հ 0) имеет

п нулей. Два различных доказательства упомянутой теоремы при­
ведены в |7] и |8]. В отличие от алгебраического случая, в обоях 
доказательствах не фигурируют никакие специальные формулы, а ис­
пользуются лишь основные теоремы анализа и следующее простей 
шее соображение, представляющее собой некоторый вариант прин­
ципа Дирихле: если на т мест размещается несколько предметов, 
причем гак, что на каждое место попадает не менее одного предмета 
в хотя бы на одна место попадает > 2 предмета, то число всех пред­
метов > т I. В работах |7—10) на обобщенную теорему В. Л. Мар­
кова опирается вывод некоторых экстремальных неравенств для про­
изводных от алгебраических г тригонометрических многочленов.

В настоящей статье обобщенная теорема Маркова применяется 
для исследования вопроса о взаимном расположении нулей тригоно­
метрических многочленов, а также многочленов вида

Й Ն* Ն* 1 * * ч », х
■ цос 4- ахе ф----|-лЛс՞ нлн ц0.с - ахх 4֊• • • -Ւ а„х

где л0, X,,---. - произвольные вещественные числа. Применения’ о
которых идет речь, основаны на простом соображении: рассматри­
ваются функции f(x) и с(а‘). удовлетворяющие условиям обобщен­
ной теоремы Мариона, и выбирается такой положительный множитель
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И (л*), что функции А1(х)/(х) и .И (aj •; (.г) снова удовлетворяют 
условиям этой теоремы. Таким образом, в наших рассуждениях ни­
какой особой роли не играет вид изучаемых многочленов, — сущест­
венны лишь те или иные их свойства, которые можно было бы вы­
мазать в общем виде. Однако, это сделало бы формулировки резуль­
татов слишком громоздкими и непрозрачными.

Дли цельности изложения в следующем пункте приводится до­
казательство обобщенной теоремы Маркова, которое воспроизводит 
несколько подробнее доказательство, данное в заметке |7|.

2. I орема 1. Пусть на отрезке |л. /;| оаны ове непрерывно 
дифференцируемые функции /(х) и у(х>, удовлетворяющие следую­
щим условиям:

1) функция f(x} имеет на отрезке |<г. />| п нулей 0\.<Լսս<Լ"- 
■■■<Լսւ։, функция i х) имеет на том же отрезке п нулей ^ՀԼ^շՀԼ 
<Լ՝ ՚ -<ал. которые перемежаются с нулями, функции fix), то-естъ

Պ<Պ<Պ<։2<-••<««» !■<<*»<«*: (1)
2) любая линейная комбинация ?л/‘(х) - №՛ (х) (;.վ i ա-հՕ) 

имеет на рассматриваемом отрезке С и I нулей.
Если х։ <Հхг<« • -<л-,֊| — нули ք (л), а ;։ < կ<- • <Լ և ւ нули 

<?'(х) на խ. />], то справедливы неравенства

ւ •’*շ 'i -л-2 *\ Xfi յ С,г _ ।, (2 )
то-естъ перемежаются нули производных f (х) и ?'(х).

Замечание, Теорема I остается в силе, если линейные, ком­
бинации ^/(х) t (х) и ւ1լ/'Ա՜)-г-Рг?'(-'J могут иметь Հո нулей 
на ի?, /փ и в частности, если /' (х) и »'(х) или одна из этих про­
изводных имеют п нулей на խ. /»1.

Для того, чтобы разъяснить схему приводимого ниже доказатель­
ства теоремы 1, рассмотрим графики функций /2(х) и <?2(х). Так как 
нули обеих функций перемежаются, го между двумя нулями а* и 
ак \ функции /"՛ (х) лежат 2 точки пересечения графиков функций 
/*՛(«*) и >.2?2(х) при любом вещественном л=₽0. Точно также .между 
двумя нулями аА на* ։ функции о'-’(х) лежат >2 точки пересечения 
графиков f-(х) и /.го-(х). Таким образом, в интервале (а։, ая) лежит 
>2?г —1 точек пересечения графиков f:\x) и ЕЕ (х). то-есть функция

Ф(х. /.)=,/։ (х)-/.М(х) . (3)
имеет 2п 1 нулей в (<г։, хл). Но с другой стороны, в силу усло­
вия 2) нашей теоремы по геореме Ролля каждая из функций /(х) — 
— Лс(х) и /(х) Хср(х) может иметь п нулей па [а, ծ], а потому 
Ф(х. X) может иметь .2// нулей. Если затем предположить, что 
хотя бы при одном значении k нарушаются неравенства (2), то про­
стые геометрические соображения немедленно приводят к заключению, 
что при подходяще выбранном значении >■ графики функций /2(х) и 
ЕЕ (х) пересекутся в интервале (</։, ал) по крайней мере в 2« 4-I 
точках, что невозможно
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После этих предварительных замечаний перейдем к строгому 
доказательству теоремы 1. Ясно, что х!; <Լ а*4-т, а* < :*<®ж 
(*==1....... п—1). Из этих неравенств и из неравенств (1) следует, что

fjk-շ <Հ **-։ < < А'-. < Gfc4.j <Հ ад-ք-յ <Լ;*+ւ.

Таким образом, мы имеем և֊շ<х* <$*+>• Для того, чтобы доказать 
неразенства (2) остается показать, что $л-|<хл<Ч*, Рассмотрим 
функцию Ф (л՜, X), определенную равенством (3). В силу неравенств 
(X 0)

Ф(«ь Х)<0, Ф(аЛ, Х)>0 (4)

функция Ф (л. X) меняет знак 2п раз на отрезке |а։, ая], следовательно, 
в интервале (<зЛ, ая) имеет 2я 1 нулей.

Кроме того, как было уже отмечено выше, число нулей Ф (х, X) 
на отрезке խ. ծ| не превосходит 2л. Предположим, что при неко­
тором фиксированном k неравенства (2) нарушаются и что 
Тогда имеем

<С <• <С <։*+։•
Мы покажем сейчас, чго можно выбрать Х(Х=#О) так, чтобы 

выполнялись неравенства

О Ф(«*, Х)>0, Ф(;ь Х)<0, Ф(А>, Х)>0, Ф (лЛ+ь Х)<0. (5)

ք\յ Из этих неравенств следует, что в интервале (зс*. аь ։) лежит
> 3 нуля функции Ф (х. X). Так как. с другой стороны, неравенства 
(4) остаются в силе при любом X Ф 0, то из (4) и (5) следует, что 
функция Ф(л, >) в интервале (лр ։я) имеет >2л-pl нулей. Итак, 
чтобы закончить доказательство теоремы 1, остается подобрать та­
кое X, при котором осуществляются неравенства (5). Допустим сна­
чала. что ? (л>) =А 0, и выберем Х։ по условию Ф (хЛ, Х։) = 0. Тогда 
Փ(?ծ, М<0. так как в точках х* и ;* функции ք (л) и z*(x) имеют 
соответственно относительный максимум и. следовательно. /2(л*)> 
>/՝(**). rUx) < F(և), так что Ф(;ь Հ)<Հ'ՓԱ*. Х։) —• 0. Выберем 
теперь Xs по условию Փ(և. X,) = 0, тогда Ф(хЛ, /.,) >0. Теперь по- 
ложим 2Х'—Х14֊Хй, и тогда все неравенства (5) будут выполнены.

I Если же «■(A*)— 0, то Ф(д>, Х)^>() при любом X; можно всегда вы­
брать X столь большим, чтобы Ф(:*. Х)<0. Аналогично проверяется, 
что невозможны случаи х/г = Ъ, и теорема 1 доказана.

Метод, который применен здесь для доказательства теоремы 1 
использован в заметке jll] для изучения вопроса о взаимном распо­
ложении нулей двух последовательных многочленов, наименее укло­
няющихся от нуля.

В статье |8| приведено иное доказательство теоремы I. Оно-ос­
новано на исследовании функции

F (л՜) = /' (л) ? (л) - f (л) ?' (л).

Доказывается, что Г (л) АО на |д, ծ|. Из этого уже легко вытекает, 
что нули/'(х) и <? (л) перемежаются. Рассуждения, с помощью ко- 
2 Известия ЛИ, серия фнз.-мат. »5V՛ >* J , «дц? ’

L fa Vk
V ? ՃՀ/ . It 4tt.
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торых мы приходим к этому выводу, подобны тем. которые при­
меняются в теории уравнений Штурма Лиувилля.

3. Перейдем к рассмотрению тригонометрических многочленов. 
Как известно, тригонометрический многочлен

п
տո (х) = \ (1Ц. cos kx -I- bk sin kx)

Է-0
порядка n может иметь >2л нулей в промежутке |0, 2s). Если вя(х) 
имеет 2п нулей в промежутке [0, 2s), то его производная $«(х) так­
же имеет 2/7 нулей в |0, 2я). Действительно, если х։ < х- < • • • հ-Хи 
— нули տ„ (х) в этом промежутке, то по теореме Ролля на отрезке 
|xJ։ Язл) лежит > 2п—1 нулей производной 5я(х). Кроме того. տո (х) 
имеет не менее, чем по одному нулю в каждом из промежутков 
(Х2Л 2s, Xj) н (х2я, Xj ֊;- 2я), но, разумеется, только один из них 
попадает в (0, 2-). Ясно, что к тригонометрическим многочленам 
применима теорема 1. Так что, если $„ (х ) и зя(х)— тригонометрп 
ческие многочлены порядка п. каждый из которых имеет 2п про­
стых нулей a |0,2s) и если нули этих многочленов перемежаются, 
то перемежаются нули их произвооных sn (х) и Мх).

Но справедлива также следующая более общая теорема.
Теорема 2. Пусть

т т
h(x) = П (*—«*) = П

i- 1 Л-0
алгебраический многочлен, все нули которого вещественны. Если 
sn(x) и оп(х)— тригонометрические многочлены, удовлетворяющие 
формулированным выше условиям, то каждый из двух тригоно­
метрп ч еских много член о в

lit Л1
h (D) sn (л) = 5] аА$«*՝(х). л (D) оя (х) = V aktf' (л*) 

л-0 Л-0
имеет '2п нулей в [0, 2s), причем эти нули перемежаются.

Эта теорема аналогична теореме Ф. Константинеску [6] для ал­
гебраических многочленов.

Для доказательства теоремы 2 рассмотрим функции 

= ? ։’Х(х) я ср։(х) = /’ ։|'-Дх).
Эти функции удовлетворяют условиям теоремы 1. следовательно, пе­
ремежаются нули их производных Հ (х) и ф|(х). то-есть перемежа­
ются нули тригонометрических многочленов

֊ (*) + ՏՈ (-*) и - адзя (X) -г =л(х).
Рассматриваем затем функции

/Дх) = е (х) փ $л (х)| и ф8(х) = е յ;' (х) 4- зя (х) |,

которые также удовлетворяют условиям теоремы 1, следовательно, 
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перемежаются пули производных /2(х) и Ч(Ч. то-есть перемежаются 
нули тригонометрических многочленов

7։ал„(л') — (а։ 4- а։) $„ (х) տ„ (х) 
й

а122оя (х) — (а։ а2) сп 4- зп (х).

Повторяя это рассуждение, мы приходим к заключению теоремы 2.
Докажем теперь другую теорему, подобную теореме П. Мон- 

теля |2| для алгебраических многочленов.
Теорем а 3. Пусть

Л (х) =- П (•< — **) = У^*х*.
.է-i fc-0

т nt
А СЧ=П(* M = VM*

fe~O
алгебраические- многочлены, нули которых вещественны и переме- 
жаются: а։ < 3, < <ха < •- <

Если S„(x) тригонометрический многочлен порядка п, ко­
торый имеет 2п простых нулей в промежутке [0. 2тс). то каждый 

■ из двух тригонометрических многочленов

h (D) S„ (х) = J e»S?> («), g (О) S, (x) = 2 ծ»Տ<» (x) 
k-0 հ-Դ

в |0. 2r) имеет 2n нулей, причем эти нули перемежаются.
Рассмотрим функцию

у,..(х) = е '■"•‘5„(х).

Ее производная

у,„ (х) = е ։ |— <oS„ (х) -+• Sifx)| = е.՜“Л (D - Ч 5Я (х)

имеет 2п нулей н |0, 2г.). Исследуем, как изменяются эти нули при 
возрастании величины ш. Пусть Xj < х3 < • • *<Х2Л —нули многочлена 
5я(х) в (0, 2w), а ч («») • • <Հ;շ/»-յ («>) — нули у’,(х) в интер­
вале (л'։. х>в), так что х*<^с»(«))<^л>4|. Предположим для опреде­
ленности, что в интервале (хА, х44.։) многочлен Srt(x)>0. и обозна­
чим нуль его производной Ճ.., (х), лежащий в этом интервале, через 
:*о. При наших допущениях 5я(х*)>0, Ջ, (л>-1) <0. Если ш>0. то 
имеем

ճ(^)>0, Հ(Տ*օ)<Օ,

следовательно. хя <ՀԼ-- (՝•>) <Հ :k-„ Если то ясно, что 

у.;(чхо,

следовательно, хА<;* հ)<Լ («>). Таким образом, при положитель­
ных о функция հհ (Ч монотонно убывает. Нетрудно убедиться, что 
ն (Ч убывает и при отрицательных <». Кроме рассмотренных нами
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нулей ;*(<«) (* = 1, 2л—I), функция у', (х) имеет и [0, 2՜) еще один
нуль, либо в |0, х։), либо в (^շ«, 2~); в первом случае обозначим его 
?0(w), ио втором ?2Л(ш).

Обратимся теперь к тригонометрическим многочленам

з։ (х) « (D — ах) 5л (х) = — a,Sn (х) + 5Я (х),

аа (х) = (D — (х) = &5Я (л) Ч- S„ (л)

и покажем, что их нули перемежаются. Действительно, так как տ։<Հ 
<Հ?։. то և- (А-=1.......2л—I). Если кроме того, многочлен
с։(х) имеет нуль £0(ат)» то может представиться два случая:

I) многочлен cs(x) имеет нуль *։)• тогда имеем

՝о (/։) ‘С ՝о (ai) ն (и) <Հ* ’ ֊<Հ (i^i) Հ2»ք 1 (ai)’«

2) многочлен %(х) имеет нуль с?я(3։) (Хзл. 2-), тогда имеем 

՝0 (х1) < ՝1 01) ՜ւ «\* ’ ՛ (aj) ՝2rt (/։)•

Итак, в обоих случаях нули многочленов з։(х) и =2(х) перемежаются. 
Рассмотрения аналогичны, когда =։(х) имеет нуль ^(օղ).

Теперь нужно доказать, что в промежутке [0. 2՜) перемежаются 
нули функций

(D — a2)(D — арЗя (л) и (D — ₽2)(£> —&)$л(х). (6)

С этой целью рассмотрим трн функции

z3 = е՜ °՛х а։ (л), z„ = е ՜1 ‘1 с2 (х), z3 = е Л' г, (х).

Функции Zj и z« удовлетворяют условиям теоремы 1, поэтому нули 
их производных z\ и перемежаются. Функции г* и 2։ устроены 
точно гак же, как исследованная только что функция у (л), следо­
вательно. перемежаются нули их производных շԼ и Հր Так как по­
нятие перемежаемости нулей, вообще говоря, не транзитивно, то 
отсюда еще нельзя непосредственно заключить, что перемежаются 
нули функций zj и Однако, в нашем случае, учитывая, что нули z‘3 
лежат левее соответствующих нулей zv а эти последние лежат левее 
соответствующих нулей г\. мы приходим к выводу, что перемежаются 
нули функций z\ и z.j, стало быть, перемежаются нули тригономе­
трических многочленов (6).

Точно так же. доказывается, что перемежаются нули много­
членов

(£) - а3) (D - а2) (D - а։) (х). (D - ез) (D - (D - թ։) 5Я (х)

и т. д. Теорема 3 доказана.
4. Рассмотрим теперь многочлены

п
= акекЛ (7)

Л-0 
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где «0, «։»•••, ап, Хо, , Хя — вещественные числа, X0<Xj.<-• •< Хя. 
На всей вещественной оси таком .многочлен .может иметь < п нулей. 
Кроме того, справедливо обобщенное правило знаков Декарта: если 
U7—число перемен знака в последовательности а0, ач, а Л'— 
число вещественных нулей многочлена г»я(х), то Ж — Л՛' представ­
ляет собой неотрицательное четное число (см. (12)> отдел V, задачи 
76, 77).

Если vn{x) и «>л (д') — многочлены- вида (7). каждый из кото­
рых имеет п вещественных простых нулей и если нули этих мно­
гочленов перемежаются, то в силу теоремы / перемежаются нули 
их производных ^д(Д') и <%(*)•

Можно доказать также теоремы, аналогичные установленным в 
предыдущем пункте.

Теорема 4. Пусть
т т

А(Д)=П(Л аЛ) = \ЛЛ/՛ 
է-1 ծ-0

алгебраический многочлен, все нули которого вещественны и не 
принадлежат отрезку |\յ, Хя|. Если многочлены

Ո Դ
v„ (х) ֊ 2 akek', (х) = у bke'k ’

л-о Л-0
удовлетворяют формулированным выше условиям, то каждый из 
многочленов

т п
h (1)) Ղ)ո (х) = У .4(л) — У akh Me k .

fc-0 t-o

h (D) <o„ (x) = V Zrf (X) ֊ V bkh (/•*) ek'
Л-0 л-о

имеет n вещественных нулей, причем эти нули перемежаются. 
Полагая

Հ (X) ֊ е ',,х v„ (х), ?։ (х) = е "|А (х),

имеем

Հ (*) = е ' 7; (х) = У ak (f.k aj е k\ 
x=o

«
Ф,, (х) = (X) = У bk (>.fc ֊ а,) շ .

Л-и
По теореме Ролля каждый из многочленов 7я(х) и Фл(х) имеет 

п - 1 вещественных нулей. С другой стороны, так как ах ~ [Хо, Хя]. 
то в ряде коэффициентов этих многочленов имеется столько же пе­
ремен знака, сколько в ряде коэффициентов многочленов vn (х) и 
Юп(л'). то-есть п. Принимая во внимание правило знаков Декарта. 
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заключаем, что оба многочлена Гл(д՛) и Ф«(х) имеют по и вещее։ - 
пенных нулей. Итак, функции /j(x) и ?։(л) удовлетворяют условиям 
теоремы 1, следовательно, перемежаются нули .многочленов Fn (х) и 
Фл(л). Затем, рассматривая аналогичным образом функции /2(лг) 
-֊ е "Fn(x> и ?2(х) ֊ е ' ' Фя (х). применяем к ним снова теорему 1 
и т. д.

Т ео ре м а 5. Пусть
т .՛„

Л (Л*) =- п ’А) =3 лкх '.
*~1 к-0

т т
g (Al = П U — Г*) = 2]

алгебраические многочлены, все нули которых вещественны, не 
принадлежат отрезку р.о, /,։| и перемежаются. Если многочлен

\^,ix)==\\akek՝

имеет п вещественных простых нулей, то каждый из двух много­
членов

м к
Л (Z>) Z.I.V) ~ y.-4V/՝(.v) уaA'T'k)г'*'.

Л-0 4-0

s ф) V. (х) = у B.v!!" (Л-) ֊у akg (л*) <■'»' 
fe-Օ

имеет и вещественных нулей, причем эти нули перемежаются.
Мы не будем приветить доказательств;։ этой теоремы, так как 

оно мало отличается от доказательства теоремы 3. Требование, чтобы 
нули многочленов h (х) и g(x) не принадлежали отрезку р.о, 
обеспечивает наличие п вещественных нулей функции

(D - а*)՛ • •(/> —aj Уя (х) и (D - ?*)-• -(D-%) V„ (х)

и. следовательно, можно применять теорему 1.
Подстановка у ■ е' переводят вещественную прямую ос 

<л*<эс в полупрямую 0<у<'лс, а многочлены вида (7) в много­
члены 

л
Фп(у) = V аЛд> *. • ($)

Л-и
К многочленам вида (8) на (0, эо) применима теорема I. Если vri(x} 
и ’'>л(л')- многочлены вида (Ց). каждый из которых имеет и про­
стых нулей в (0, ос) несли нули этих многочленов перемежаются, 
то перемежаются нули их производных v'n(x) и (х).

Кроме того, непосредственно из теорем 4 и 5 вытекают с по­
мощью подстановки у = е՝ следующие теоремы.
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Те о ре. мн 6. Если հ {х} — алгебраический многочлен, опреде­
ленный в теореме 4. а многочлены

п > п ■,
V,, (X) «V d*.x 1 , wn (х) V1ЧХ k

6-С, 

удовлетворяют формулированным выше условиям, то каждый из 
двух многочленов

У, aji (X*) л*1*. У bkh.(/.>) д s
4-0 Л«о

имеет п нулей в СО. то), причем эти нули перемежаются
Теорема 7. Если h{x) и g(-*) — алгебраические многочлены, 

определенные в теореме. 5 // если многочлен

1'я(д) УаЛх”* 
к-О

имеет п простых нулей в (0, >). то каждый из двух яногочу1енов 
п 11
У a JiO >) А-\ У akg (X*) .v *
A-0 Л-0

имеет и нулей в (0. то), причем эти нули, перемежаются.
Разумеется, обе последние теоремы можно доказать и непосред­

ственно. Для этого нужно в первом случае рассмотреть функции 
дг’^я(х) и х ’и»я(х), а во втором — функции х՜’ Ия(х) и х՜9 V„(x).

Нет сомнения, что .можно будет вант еще иные применения 
теоремы 1, а также указать различные другие обобщения теоремы 
В. А. Маркова.

Математический институт им В. А. Стеклопл
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Վ. «• Վ|ւ։1երւ.ւկ|.

ԴհՏՈՂՈհԹՅՈհՆՆհՐ ԻՐԱՐ ՃԱՋՈՐԴՈՂ. ՋեՐՈՆեՐ ՈհՆեՑՈԴ. 
եՐԿՈհ puamn-uirbbpb մասւն վ.. a. մարկով> 

^ԵՈՐեՄՒ ՀեՐԱԲեՐՅԱԼ

Ա 1Г ‘Ի П Փ II Ի 1Г

էյերկա աշխաաաթլան մեջ խէէւէփոմ է 'Լ. Ա. Մտրկովի աքն հտլտնի 
թեորեմի ղանաւքսւն րնդհան րա է) и ։ «%Л րի in անա լոպնևրի մասին, որի պնդւս.մ 
Հ՜՝ եթե l\(x)-p ե Qn (x)-p հանրահաշվական րաղմանղւոէքեհր են, որոնց բոլոր 
դերոներբ դրական են ե հսւջորդա մ են միմրսնց, ապա մ իմ լան у հաչորդա֊մ 
են նաև ալդ րա դմանդա111ւ ե րի шЭ անցլալների դերէէներր! Մ արկովի
թեււրևմ], րնդհանրացվում Լ հետևլա/ կերպէ
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Թեորեմ 1. Եթե I(2. Z>[֊ում անընդհաա դիֆերենցե|ի f (x) և ty(X} ֆունկ­
ցիաներն այնպիսիյ» են, np' 1, նրանցից յուրաքանչյուրն խ,ծ|-ում ունի 
Ո զերո, ընդ որում այդ ֆունկցիաների qbpnlibpp միմյանց հաջորդում են, 
2) pf'(x) Ч- ՝!Л'(х) կամայական դծային կոմբինացիան ունի ոչ ավելի, ըան 
П— I զերոներ, ապա f'(x)-[i 1։ у'(х)-1> զերոները հաջորդում են միմյանց:

Ալո թեորեմը երկու տարրեր եղանակներով ապա։րո ւ/ված Հ |7| ե [<У| 
աշխատւս թլուններու մ։ [ 71 աչխաաաթ լան մեչ նախկինում համ աոուոտկի շա­
րադրված ապա tj111 լէյր ալսւււեդ րերվա մ Լ մանրամասնորեն։ 2 7 թեորեԱեերն
իրեն։/ի։յ ներկա լացնում են ինչպեո ե ուււնկքունա չափական րտղմ անդամների, 
այնպես էլ (7) և աեսրի րադմ անդա1քհե ր ի զերոների փոխադարձ դասա­
վորման հեաադոաութ լան համար 1-ն թեորեմի կիրաոման օրինակներ! (՝ե- 
րենր, մասնավորապես, 3-րղ թեորեմ ր։

Թևորեմ 3. Եթե h(x)֊y I» Ш աստին ա՛նի հանրահաշվական
րադմանդամներ են, որոնց րո|որ զերոները իրական են և միմյանց հաջորդում 
են, իսկ .S՛fA՜J-ը /I կարզի եռանկյունաչափական բազմանդամ ե, որը 
|0,2~յ-ում ունի 2ռ պարզ զերոներ, ապա Л D)Sn(x) h g (D) Sn(x) երկու 
եռանկյունաչաւիական բազմանդամներից յուրաքանչյուրը [0,2՜] ֊ում ունի 
Ո զերոներ, ընդ որում այդ զերոները հաջորդում են միմյանց:
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