
2ԱՑԿԱԿԱՆ ՍԱՌ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ А КАДЕМИИ НАУК А Р М Я II С К О И ССР 
Ֆիզիկւօ-մօւ^հմատ. գիտո։թյււ։ՏԸեւ- \'\Հ Д՜.. 9, ] 962 ФИлИКО-МйТСМЛТНЧеСКИе науки

МАТЕМАТИКА

Г В. Бадалян

Условие разложимости функций в квази-степенной ряд 
при медленном росте последовательности т.’

В работе |1| получено условие разложимости функций в обоб
щенный степенной ряд

?(«) = 0. (I)
я- О

где է (0, «|, и О, 

t ln- I
Р 71- I Р '•Л ՜ 1л I<■>, (U. О = dtx-A tn dtn, (2)

и и
а последовательность

О=7о<71<7а<՛--.

удовлетворяет еще условию

Ն _п 
। п — 1 

для всех п п0.
В работе {2} найдено аналогичное условие, когда последователь 

иость |7։ удовлетворяет существенно менее ограничительному ус

ловию

шй zLpK)A_<c, 
' П(г) J (/֊■ Г*) է

г

(4)

где л (г)— числовая функция последовательности I7J, а С > 0 —не
которая абсолютная постоянная.

В частности, условие (4) удовлетворяется, когда
«(./) „ п(г) ....

sup —— <С—— (4')
է г

и тем более, когда

Ն ... ռ  
м յ ՛ л — 1
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так как в последнем случае, как нетрудно заметить, 

п (Ս Հ
Ն Ն

начиная с некоторого п0 монотонно убывает.
В работе [3J путем введения новой классификации бесконечно 

дифференцируемых функций ( где учитывается не только оценка сверху 
модулей последовательных производных функции в рассматриваемом 
промежутке, но и взаимная связь между последовательными произ
водными функции) получено необходимое и достаточное условие 
их разложимости в ряд вида (1).

Таким образом, в терминах предложенной нами классификации 
проблема представимости функций квззианялитическях классов ана
логом степенного ряда полностью разрешена.

Однако, для конкретного квазианалитического класса функций в 
Карлемановской классификации в общем случае неизвестно как под
бирается последовательность чисел

. ն. I

для которой производится разложение функций заданного квазиана- 
лнтического класса функций в смысле Кардемана.

Поэтому нам кажется, что основной результат работы |2] сле
дует дополнить рассмотрением случая медленного роста последова
тельности чисел (yJ.

В настоящей работе рассматривается вопрос разложимости функ
ций в ряд (I) в промежутке Ի (0. //]. который мы называем основ
ным промежутком, когда числовая функция п (г) последовательности

Տ 1
~ То < 7ւ То '■•••• ♦ \ ~ ՜ °°

удовлетворяет условию
п (г) А > г. (5)

где ձ > 0 — некоторое, число.
Нетрудно заметить, что в последнем случае числовая функция 

последовательности հ| может не удовлетворять условию (4).
Анализ результатов работы |!| показывает, что использованные 

там средства в последнем случае не дают ожидаемого результата, 
поэтому этот вопрос следует изучить отдельно, что и делается в на
стоящей работе.

Предварительно отметим некоторые, нужные для изложения 
вопроса, факты.

Определение I. Функции (если они существуют)

мп=?(<). ?,(о = -/((). ю = ('-֊—л՜) • (б)

*.-.1,2........ ° = Т» 



Условие разложимости функций в квази-стененной ряд

называются последовательными обобщенными производными функции 
9 (О при последовательности {-Ц.

Такие же производные порядка к функции где т —ин

декс, будут обозначены через

Известно, чго (см. |4j) полиномы Лежандра для отрезка [0. 1| 
имеют представление

Ло1/)=1, Х„(П = է(ք|'’ ' 1-2........  (7)

где /<т = (2/и-Т 1)' . а простой контур С здесь и впредь везде в ана
логичных случаях охватывает окрестности нулей знаменателя подин
тегральной функции.

Определение 2. Функция 9(0 на [0, 1| принадлежит классу 
функции С (в смысле Карле мана). если удовлетворяются условия

|9<a>(0i Հ тя, л = 0. I. 2......... (Ь)

где последовательность \т„\ выпукло регуляризована относительно 
логарифмов (см. |5|).

Определение 3. Условимся говорить, что

9(0֊Clw ,(10. 11). (9)

если 

/‘9(0 С (|0, Ц), 
I та I 

где х>0 произвольное число, t |0, 1].
Классы функций

Դ‘410' ]|) " С|%.‘1(|0' 

друг от друга отличаются тем. чго в последнем случае ?(/) в ок
рестности / — 04 может не быть ограниченной.

Заметим, что если ©(/) удовлетворяет условию (9). то ее можно 
представить в виде

Од
Гф(О = 2 М,(0 (Ю)

tn— О

или
се-

•?(/) = Ջ A„։X„.(t)t 
т — О

(10՜)

где (А) — нормированные полиномы Лежандра для промежутка 
|0. 1|.
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Заметим также, что ряд (10') нс только сходится в (0, 1J. но и 
в (0, 1| его можно почленно дифференцировать, а следовательно, 
обобщенно дифференцировать, согласно определению 1. любое чис
ло раз.

Гак как ним впоследствии придется обобщенно дифференциро
вать

^W,o'4)
при последовательности • 7.J. то очевидно, что будут нужны оценки 
сверху как ' Ат |, так и

|А'СТ(П/ ’ |Ч ;п 0, I. 2... .

Этим и заранее займемся.
Лемма 1. Для всякого

Ч) 
' Л I

и
I

Лт= i Гъ {է} Xtn{t) dt, ,и = о ւ, շ. ,
Վ' 

сираведли во н еравенство

4 ; lnt 6?1/(Р т-1) 
'т' X pl ^+։

Де йс твите л ь и о. обоз н а ч и .м

£»(?, /•) = 1п() sup |« (է)է՚- Р„ (О1[. (12)
р 1 /ею. и ’JTI

где. Рт (է) — полином степени не выше гп.
Пусть P*m(t) осуществляет равенство в (121. Тогда

/Д,(Т. ։) j՜ ք(է)ք

О
I

Л|?Ц)Г Տ„(ր. ■՛: ni‘dr.

где

/) = У.ДаА\(О.

Это значит, что
■« 

Й(?. 2 ԻՆ'1.

следовательно.
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4т« I *), w-0. 1.2. ... (13)

Для завершения оценки сверху | Дот ։ I нам достаточно исполь
зовать следующее предложение Джексона.

Если на отрезке խ. ծ| у функции /(х) существует ограниченная 
производная ք'!' ”(х). причем |/'՜’" 11 (х)> < т^\, то

F < Գ(ծ֊ а)՞ т„ ։

где
б'-'/Лр + п

Сд— ——-֊ —— 
р'

■ см., например, |6|).
Это значит, что в условиях леммы

I < Ет (?, •/.) <— 1
6Р-Ь‘Հ-է-'(р + 1)

pl т1'

где р может быть выбрано подходящим образом.
Лемма 2. Для последовательности, 0 = j0 < и ՝ ՚ ՜ ' х • удов

летворяющей условию (5), справедливо неравенство

|[X„(t)7 'Г""1։ <2д։ . (14)л(т) II՝».

где ձ определено в (5), է հ (О, I].
Действительно, нетрудно заметить, что

,, ■» т - п

‘||л+1|=—п՛;—п т. -н՜՝

В качестве контура интегрирования С возьмем окружность 
т т. Тогда зная, что

111 I 
шах Г п_2_^±/ <3" 

1 2т - у

получим

,|Х„(»)Г‘|'“*1Г< —-------- ----------- I ПД՜7- ■'•'</’.1 =

т! - tn

Заметив еще. что

max 
iZ—m • т
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получим

^3-к.г * ■’ 'п±±11 f П (13)

• I •• — , •-». .Tt Ш

Разберем два случая
1) п > п (т).
2) « < л (л։).
В нервом случае имеем

|Л'„(Г)Г։р“1<

•Ж 1 1 я т Վ х 1 р •«®w ’• ГР1—£ । п п K-ui«i.
'' г. « m ’ ’ ' М*И։ (15')

II о

>»<«» 
шах П С —;՛ 1 (2m՛''”,Հ- mj-m •-։

л п

«« П Հ ՝••՛“ П Ն-

В силу последних неравенств из (15') получаем

| А-„(Г)г ՚]|’՜1|1 <3”A'«f 1 ‘fl֊՝ ՜' m (2Я»)’1"1 п ■.

» I •» «=«{m)+l
или

Ո^տր-Г" <2Пе.-иЛ
П 7.
• I

Используя теперь условия (5) будем иметь

следовательно в первом случае

(Шин Г " ■ •.-2Д’П<; 4/ ' ’• 1л,(т "Հ'" ■ <15")

П 7.
• -I

Разберем теперь второй случай.
Из (15) при п{т} п получим

||Лт</>/ J՛'1 ։||сЗтКв/ * յ՜յճԼ-Լ- т. тах |“||Г 7,՛).(15'")



Условие разложимости функций л квази-степенной ряд 
------------- -------------------------- '

Но нетрудно заметить, что

Л
max J] ’• — 7,: < (2м)а 

: т I «1

(2т)п-тп""> 
тп{п"

»(т)

г.(т)'

"<яИ>П Ն
» 1

(2/и)я‘"։> П 7.
_________ у- flfl 

fl(W>

. (2т)"м-т՞''"’ " (2m)՞””1
I rt (nt I == I I • n<m)
1 " 11 Ն ՝ 1 11֊,

% I » I

так как lv m для всякого Հ n при

Таким образом, в этом случае из (15'") в силу последнего не
равенства получаем

1 Ն 1 п (1>т\п''т)
|Х»(/М ՚|<» Ч| ri<„t П(Т. «)•«• V՞

П 7, ♦ • I
или

|(А„Ю/ ■]՛" '՛! П<Т 1 »)< ՚ '■ (15"")

П ’ 1
» 1

так как /й - У'2т -+- I .
Для обоих случаев получаем одно и то же неравенство (15" i и* 

(15""), чем и завершается доказательство леммы 2.
Докажем теперь следующую теорему, 
Теорема 1. . я всякой функции

ф(О^С>я։.А)(|0,1|)

пос.։еОов(։те.։ьности

j Ն ■= ?
ГНП | 

/«d ! I

удовлетворяющей условию (5) при

S> 14(?-Зд

справеол и во пера венство

я Ն.-1
Tfl֊!^) <ԳՈ(ն + ^

vv. I

где t (О, 11. и Сс7> 0 — абсолютная постоянная.

(16)
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Доказательство. Для Доказательства будем почленно п + I 
раз обобщенно (при последовательности ;J) дифференцировать ряд

со
?(0 

nt О
в (0. 11, что законно. 

Будем иметь

?м+,(0 = 2 л„|А-„«)/ Т” ".
tri- О

тогда
ОО

ffl о

Из этого неравенства в силу (II) и (14) получаем

(i) 2Ճ։ X' inf °

.֊«’ ՚
п։(т) (32/ո)1 ' Д

С 4-1 !>

_ с. Ас. 4
р\т” 1

х 7л ՜ 1
/Цт) II'».
П ;

.. 1

Последнее неравенство усилится, если его запишем в виде

СГ1 5П у«1гл» ,л(от)
2j '

т- О

___ ti-tm) ֊ '^1___  
‘ ’ Г^тп{т,

ч де С > 0 — абсолютная 
После сокращений

л

?„+։ (О|< С П(

постоянная.
получим

V1 V 04-3>)
п Im»

fit О
дП(/Я|

К- .,(')!

X

Нам теперь остается заметить, что при

> > 14^.Յձ
ряд 

14^ 
֊ 3

л<т1
) Л*(/71).

где /г>0 — произвольное число, сходится.
Таким образом получаем

1?„. ,(01 с„П(т, + «)/ '՚ 11 '•

Этим теорема 1 доказана.
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Теорема 2 (основная). Всякая .функции 

г(0"С(,„п.х|(|0. 1|)

6 интервале (0. м|. где ՕհԼա 1. разлагается в сходящийся квази- 
-степенной ряо

ос
։1П = Уая«о,(«, Г)

п֊Ч
(17)

при последовательности 

7,> Հ
w.-j I

3> 14<?3Л.

если только последняя удовлетворяет условию (5).
Для доказательства теоремы 2 заметим, что в условиях георемы 

и
? U) = 5] <№ (и, t) ■ R^u, Ո. (18)

*֊о
где

W.+1
a0 = v(u), ак — и ?*(«). Л=1.2. ..

Г) определено в (2).
։ 1 ■ I Г/|

&.(«. п-(7? Կր,..Հ Ժ ’«•' Л.,(’֊„ 
и и и

г ' 1 1
= ^^,(4)^0j՝4‘'<«,•••[ ծ '՛-1 </f„

« t. Հ

■'■ f-iiT'՞ (*(t) d՝■= ?„+1 (հ) dta ( V-0-------- • (19)

; 2,1 J nc-t 7.)

C • ս 
где при ԿՀԼէ и

(см. 11], стр. 4—6).
Это значит, что в условиях теоремы 2, в силу теоремы 1, будем 

иметь

• Г(т) Л
ш գп (7, +«) к՜ Հ-. —л» =

/ Пс+ն)
с »-и
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(19')

причем изменение порядка интегрирования законно. 
Заметив, что при п > 1

из (19') получаем

\r„(U. п с,п> <)" ֊. I ■
■' 1 ('•-’֊) П (5+7.) 
с

После замены ' на ՛. /. получаем

l‘ ) d\
/ * I \ >/ /

п ԳՈև. • *)հդ ։ > — —, Հր.1. I
,1 '.ГК- '+7J 
с > о

(19")

Если в качестве контура интегрирования С взять бесконечную 
прямую

(и — /ос. р |- i со),

где а>0 — произвольное число, то получим

7 4՜ х ՛«’<"■ '> <СПИ-1^Т-/ (19")

В силу расходимости ряда

из (19 ") следует, что

Игл 1ՀՈ (и, /) — (I

для всех է (0, к|, 0 < и <հ 1.
Этим теорема 2 доказана.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила 20 XII 1961
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i. ’Լ. l^iutpujuuG

ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐԸ ՃՒՄՆԱԿԱՆ ԱԻՋԱԿԱՅՔՈԻՄ ՔՎԱԶԻ ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ 
WP-Fb ՎԱՐԼՈԻ֊ԾՈԻՔՅԱՆ ՊԱՅՄԱՆԸ ЖЬРЬ I ւ!
ՃԱՋՈՐԴԱԿԱՆՈհ^֊ՅԱՆ ԴԱՆԴևՆ ԱՃԻ ԴէՊք-ՈԻՍ

Ա Ս՜ «I» Ո Փ II Ի IT

Աշխա ա:ո.թ լան մեջ, էպսւվե լով քվազի անալիտիկ ֆանկէյիանե րի կաո~ 
/եմ ան լան <y ա սաէրււ/պա մ ի՛], ւորվաձ Լ ֆ Ունկ у ի անե րր ակ՛ան միջակայքում
քվազի աաոիՆաւնալին չարքի վերլա ժ ո։ թրոն պսւյմանր:

ՍէԱհմ՛ա հոսք. Պայմանավորվենք աոե/սւ, որ ֆունկցիա

֊ր(0 У1(|0, 1]).

եթե

է\<է)^ո\№՝ 1|).

որտեղ Հ^>0, է է | 0, I], ի"՛/ C , ֆունկցիան!» րի կաոլևմանլան ք.վազի~ 

անա/իսւիկ ղաո Լւ
Ս.պաւրս ցված Լ հետե լա / թեորեմրւ
Թեորեմ: Որպեսզի C (|0, 1|) ղասին պատկանող Հ>\1) ֆունկ- 

{"’<1՛ ՚Հ)
էքիան (0, մի^ակալրամ (0 < Н «) ւ/երածվի ղապտմեա րվադիաստի- 
եանա լին չա ր րի

ca
»(£)== V (ifl<4ri a. t

Ո-1)

րստ թվերի <Հ | հացորդականա [Jրսն, երր թվերի ՚ հսէջորւք ականա թլան
I m. । I

թվա լին ֆունկցիան րավսէրարա մ Լ

Ո.(ր)ձՀ Г, ձ - 0 պա լմաններին.

բավարար է, որ | ՜-^ i------ ’ որաեց 3 14/?֊3 .
ՈԿ I
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