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МАТЕМАТИКА

Г. С. Кочарян

О взвешенно-наилучшем приближении рациональными 
функциями на всей вещественной оси

Пусть четная функция р (л) > О определена и непрерывна на 
всей оси — оо <Հ л՜<Հ-f-оо, монотонно возрастает, причем 11тр(л*) = 

А֊> V.
«փօռ.

Обозначим через /.= [/; (л՜)] класс функций /(.г), определенны:՛: 
н измеримых на всей осн (—ое, 4֊ ос), для которых

+ «

Известно, что для полноты системы полиномов в классе А,|р(д)| 
(т. е. при взвешенно-средней аппроксимации) необходимо (|1|, |2|), 
а при добавочном условии

лр'(л-) f 4՜ ос. л j 4- 00 

также и достаточно ([3], |4]) выполнение условия

J
dx= 4՜ 0о.

Известно также, что те же условия остаются в силе и при взве- 
"о-равномерной аппроксимации (|4|, |5]).
Пусть ja* (Jm<XA>0, Л - о, I, 2. ...) —произвольная последова-

тельность комплексных чисел и |/?я(з)} — ассоциированная с нею си­
стема рациональных функций вида

«Лг) = -֊(— 

П (2 + **)

’ Об этом мне сообщил М. М. Дж обл ш ян и устной беседе. Доказательство 
ми нс приводим.

(1)

Л-1)

где /'•> ’ полином степени не выше п.
Опираясь на известные предложения о единственности функции, 

аналитических в полуплоскости, методом моментов можно установить 
следующую теорему*:
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Теп рема. Если одновременно имеем

Г dx = + оо. У -jmat = + ОО. 12

J л-2 л о 1 4- W2
I

то система рациональных функций {/?,, (г) полна в классе /.2|р(х)|
Аналогичный результат имеет место и при взвешенно-равноме 

ной аппроксимации.
В связи с этим естественно исследовать вопрос о зависимое 

между порядком убывания наилучших приближений функциями вц 
(1) и дифференциальными свойствами приближаемой функции. В и 
стоящей статье приводится решение обратной задачи наилучше 
приближения Пользуясь методом М. М. Джрбашяна |5], получа! 
оценки для порядка роста |. если

sup е \Rn (х) | < 4- ос.

Эти оценки позволяют установить обратные теоремы наилучш՛ 
приближения, аналогичные теоремам С. Н. Бернштейна.

Что касается прямой теоремы наилучшего приближения, ко 
рая позволила бы судить о точности приводимого нами резульп 
то для преодоления возникающих здесь затруднений, по-пидимо 
потребуется привлечение новых методов.

Г . Для упрощения вычислений мы будем рассматривать часп 
расположение полюсов а* , а именно положим, что я* = где

О ՜Հ f'Q ' -> ՜ • ' -ч- С1։ <՜Հ. • • •

Пусть, как уже было сказано, у = р(х) непрерывная, неу< 
Бающая, четная положительная функция, определенная на всей вет 
огненной оси, limp (л) = -֊ ос, Тогда существует непрерывная, мои 

гоино возрастающая обратная функция л՛ = q (у), для которой

Hin q (у) = 4-оо.
.у-я+«

Приведем две элементарные леммы, которые нам понадобят 
и дальнейшем.

Лемма 1. Если рациональная функция

Rn(z}= „Рп(г) (

гю+адЛ—О
уооелетворяет ус лови ю

1 Я-(х) | «; Л1 для —

то при | х | > R
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А\
п 

(л-)К .ЯЩ 
է о ’

1 + !Ф(й>) ՜Փ՜ (х ։
Ф5(л)4֊|Ф(ад|= ”

В силу возрастания функции V 'k при увеличении п за- 
i-0 Ւ А

что гя, а следовательно и числа <>п -֊ р (гя). монотонно воз­

ФункцияДоказательство. и ֊I+/(■')•-1
онфорыно отображает внешнюю часть отрезка [ R, 4֊ /?| на область

а обратная функция имеет вид

յ = Փ(») =

Согласно условию, на |w|= 1 имеем

։_„1 + ®Ф (Л։)
ПОТОМУ

Анх) ИП
к- -о

1 4- Փ(յր)Փ(/■/. ) 
Ф (х) 4֊ Ф(Д*|

при |х’:>А’.

откуда и следует наша оценка.
ЛёМмй 2. Для данного п уравнение

имеет единственный

(4)

Корень который, . я о но тон н о в'озраст а я,
тремится 4-ос при

До низа тел ьство. Положив у-р(х), рассмотрим функцио­
нальное уравнение

4 >• -----—
*-0 Կ։ -Г А

= /На'). (4')

Гак кэн функция у — р(х) неубывающая, а в левой части на
шего уравнения имеем монотонно

4-1) в точке х —0, то для 
имеет единственный корень х

убывающую функцию со значением 
данного значения «>.0 уравнение 

= гп.

п

ключаем
растают.
чисел խ ]

Далее, из
не может

уравнения (41 вытекает, что последовательность 
быть ограниченной, следовательно р„—>4-с°-
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'■ ■ ■ ■ g---------- ----  - ՛՛ -  :— -т -

Теперь докажем основную теорему.
Теорема 1. Пусть рациональная функция (3) удовлетвори 

условию

-=с<х< + сс. (

Для любых Ե (0 < О < 1) и а (0< а <Հ q (рм,), в области ] у ' С и>.й име( 
место оценка

\RA* + iy) <?А ՝ •°Դ?1)"ռՀ (
где У.Дх) четная функция, определяемая из формулы

(լ _j. _ճ\ I P(x ՜է.i I r____֊____у JL
\ *)\ a J 77(г)-л-|

Р^-Հէ)
П(х) = n

при Оч.л- ^<?(ри) — а,

, 2 \ Р(х + л) 2 у 1
(' + —) — ---- +п—5Г»^Г "р"\ ■֊ / а (I ”, л-о'Ч։

Д о к а з а т е я ь с т а о. Функция log' Rn (л՜ 4- iy) субгармонично 
полуплоскости у>0, а функция

10g|n^±£±^,.(x
1 а—о X 4- ty — ick

iy)

субгармонична п полуплоскости у < О, следовательно

log i Яя (л- + iy) [ - I 1 °՞- մ֊ при у > О
*.) y2-rU— О’ — Ct-

и
п

log|/?n(x + Zy)l^logn
А-О

X J. zу _ I I у I '• log|/^$)| J

л-4 О'4֊/а4 1 к J y« + (A.-t)2 
— X

при յ՚<ՀՕ.
При у <о и 0<»<Հ1, если |у|<9л0, имеем (см. |6|)

х±7у - 1 4ль 14_4Х*
X 4- iy 4- х=4- ()*4- у)’ х24- ().* —|у|)=

< 1 4-
___ _4Ха

(1 ֊
;у1 = 14- _ 1—1Ճ 

(1 — 0)= Հ
Отсюда

а

>О8П
fe-1

I x + iy — 1 _21Г _ у _L, 
|x + /y + «.s Ռ(1 — у 'Հ, 0֊



О взпещепяр-иаилучшем приближении рациональными функциями 77

Перейдем к опенке ( ~ при у>0.
J /+(*-<)* 
- X

Пусть 0<Լ<ւ<Լհ(р„) любое число. Рассмотрим два случая.
Первый случай. Пусть х ?.֊- q (рп) — а, т. е. рп < ր (х — а). Тогда

Г ԼՋԺՃԼ di = f 108 1 R"I di + (' logl (ft 4- 
Jr+(*֊f)։ J y» + (x֊։)։ J ? + (*-X)* 
- ■ «г. (.r+e»

.ւշւմևճ’ d-^յ, + .լ u3.

Из условия (5) имеем

чри ;1<5.V (j. поэтому
;?Х+Д + 3-

I 4<p(^«) j ,7

- <.Г4֊О> ֊ »

— p(x-'-a). 
у

(in

По лемме 1 при |;|>д-4-л будем иметь

ip rm--՜।՝՝ LiJ-Ջ?(ԼձԼէ?ն1Ջ.

где

■ Ф1(е)=^-+1 (—-У-’-
x-t-cz J \х֊|֊а/

Учитывая это/ получаем

р(х4-о) , _լՔ Г . ր 1+1Ф, ՈՆ)*Փ?(Ո _
՚ շ£օյ Փ?(Ո ֊1Փ։(^) 2 (S-x)2 

■ x~a
■Интегрированием по частям находим

յ < Р(х + а) х Հ ք լլփյլ֊վ ;֊ 1)փ; (ՈФ։( Фх I2 + о х 
а В,.) |1 + 1Փ,(<Ն)1=Փ?ն)1 |Ф?(П + 1Ф,(адг1

Ժհ
X

< — А՜
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_ .. с ։После замены переменной — — имеем 
х+ a է

Ф։С=) = 1 + 1 ւ֊ձ 
է

փ; (?) = •*.
(Л- а) 1 1 ֊ t

--------------------------<//,
: — л՜ է [a -{-(I — t) х)

поэтому 
ч

J,<-^՜ + 2 (1Ф,('■'*) Is- I) X
Л Л О

Х J + <I ֊4*1 |'Կ (1| 1֊<т i Ф, (Д.)i=|

Г()'1-/-+ 1)-(|Փ,(ք,.է)|»+ 1) tft 
|ք։ւփ։(/>.»)ր + ՛• I ւ-'՜rl 

После некоторого упрощения получаем

Հ< /,(x+fl) +±у;(1_,.-Հ' ՜ Л.
Ճ а к u J 11— (*

о 
или

Հ< р(* + а) +-Հ (1 ֊ :Ф,;й,. ■'). 
a a t-о

Наконец, так как

|Փւ(ս*)1՜Ձ=շք-^?-2-^-1/^֊т-У+1 +1՛ 
\хН- и/ x-f-ap \х-1- а/

то

Учитывая выбор числа р„ (*0 и ’1Т0 в этом случае 
приходим к оценке

ձ<^±^ + ֊ Р„<6+ 
а 2а \ 2 / а

Такую же оценку получим и для Jlt и, кроме того, эти оцеп 
будут верны н при х >—к (?л) — «|. Складывая все оценки, пол уч՛
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lb^R„(x + <y)|«p(lx| a)-fl + —)-Р(|Х| + а) У (12) 
\ - ! а

при у>0 и ,л-|><?(р„)֊а.
Второй случай. Пусть теперь О^л* < q (о.) — а. Тогда из (11) 

имеем

Հ֊ < " Р (•* + а). 
У

Далее

log (/;_Г log|^_(;)|
(5-д)3 ’ J (;֊л)а

■rf° 

+ 1՚ log I ^(Տ) I ^=Հ + Հ.
J G֊x)2

я(?я)

Из (5) при имеем /<Д;).<А', следовательно, по
лемме 1

1Л,(;)|^/"П|
Հ--11

1՜ 4- ф>(Гл»)

Ф?0) 4- |фгим 3
при 1 = :><?(?„).

где

Подставив эту оценку в выражение для Л. получим

■ 1Հ 1 + Ф:(г.Л) =Ф?( = )
<P"J (t֊-v)= 2^t, J g Ф1(П + |Ф»(й»)|’ (5-*>s

9ОЯ) '/(?.;)

После замены переменной у ~ у՜ н интегрирования по ча­

стям, как н при оценке интеграла .1Л в первом случае, придем и 
оценке

■>

или

л<—_________ __ X ■ .
" '/(!>„) -Л- -Л-

Отсюда и из (4) будем иметь



.... _ճճ±?) ц- Г dz
a J ?(z)~ Հ

В итоге получим оценку

./ < ճՀճՀԼ д. Հ _ Л __  փ f dz .
a 2 * J 7(z) — a-

P(X » u) 
llo из уравнения

•MJ ?„
f ճՋԼ_^ г p(x-\-a) Ր dz
J (; A-)2 ‘ ‘ g(?n)-x a J q(z)-x

X+a P(rt-n|
следует 

я
Pf> < P(a 4- a) f dz 

<?(9n) — x a J 7(z) —a 
M*T«)

откуда и из последней оценки для Լ будем иметь

Р{х 4- а) } Г___ dz
a J հ (г) — а?

Такую же оценку получим и для .!■_ Складывая оценки 
градов Л, J3, получим

нптс-

/ 9log | Rfl (х I- /у) I <; р (л- 4- Д; — И — р (а- 4- л) dz
a J q (2) - х 

p(rt-4)
при 0<х<^(о ) — а, у>0.

Такая же оценка имеет место и при — h/(prt) — aj <л--<0, cai 
дователъно,

log | Rn (а 4 /у)1 <:

<р( л-|4-а) 4- />(1*14 «) ;

/Հ|-ր> + .ւ՝

dz
Я{2)-\ х I

у (13)

при 0^| х|< <7(04 — а, у>0.
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Как видно пз (8) и (9), в случае у<0 к оценкам (12) и (13) 
нужно прибавить правую часть оценки (10). Тогда, при произвольном

ДЛЯ значений - »/.о <у<0 бу де к иметь

fogl;fo(x + ty)|<p(|X 4-«)4-р-г4 /?(1х!+ <0 
а

_ dz
7(*) -|х|

l.v| + 2—у при О <|х| < 7(ря) а

։1с$|ЯЯ|А։ + 0') <Р ( VI - d) }- ( 1 է —) р 11 յև_±_^Լ| у I

В условиях теоремы прн фиксированном значении ՚*(0«Հ!»<1)
дли достаточно больших значений run N) будем иметь
б lluuct»» AH.ttpHi <M№.-w4t. му». М I

2 ", 1
4֊ л——1У при |л֊| 7(p„)-d.

Это и доказывает теорему.
Теорема 2. Если хоть одно их значений

P=№^֊dx н л = ճ“
J Xs к.о>.к

бесконечно, то при любых С (С > 1). b (0 < b < 1) и а (0 < а < q (f.j) 
для значений

|л!«9(р.)֊ а. |у ..“’֊Ճ
г յ-,-Հ) 

имеет место оценка

Доказательство. Легко видеть, что интегралы

и ք_ճ1_

сходится или расходятся одновременно, при этом, если Ր’^Հ1 dx 4-
J х5

?• %
Г iiz г Um I --------- : I

Л .» J 7(r)_ X J
Д(Х4в) J 7(2)

рпшюмсрно относительно л на любом фиксированном отрезке В * *
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Ч> log с
Ա-Հ х| < <7(ря) —Ճ.

где Лг не зависит от х. Теорема 1 завершает доказательство.

СР (л՜) , Очевидно, в случае расходимости интеграла I - ах при пр՛
J -*2 

извольном Ц0<0<1) для достаточно больших п будем иметь

2 . Приведем оценки производных рациональных функций, имею­
щих функциональную мажоранту на всей вещественной оси. Эти 
оценки получаются при помощи результатов чеоремы 3, при этом 
можно перейти к пределу при ^ — 0, ибо окончательные результаты, 
не зависят от ».

(И<Я).

Отсюда и из (7) вытекает следующая теорема.
Теорема 3. Равномерно при п—хх> в любом конечном от­

резке |— R. 4֊ имеют место следующие оценки:
а) если

то

гтг/.<=+эсJ X-

в) если 

?rt

то

к 1 С dzИгл ------- 1 —-
H.(x)J (/ (г)

----- —— •

с) если

idx<-|-օօ и У =4-оо
J х2 Л..ОХ*

то

1 Հ 1 (!-«)= lim —— >,— > '------- — •
Л- x Кд(Х)л -оЧ -
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Теорема 4. Равномерно относительно х в любом конечном 
отрезке в соответствующих условиях теоремы 3 имеют место 
следующие соотношения

01 lim sup I Rn1 (x ) [
П- *

r dz
J <?(*)

») lim SUpItfV*
?г.
Г dz

?(z)

где

Um sup /Հ-'ւk)i|^ ֊
1.1 о Kk.

d

л

,/>(-* I

Приведем еще одну
Теорема 5. Если

теорему.

I dx ՀԼ 4- X; и V — — >
J X- k 0>4-

wo при любых R a a > 0 имеет место оценка

|K Ж): z.PWl'^ •֊-; к,
где

}^)=g<R+g+i)+i
a J

Р Я+а i ’)

-------—------- 4֊ У ֊ 
հ (?) - R -1 й

</лн всех п, для которых > р (R -г а I).
Доказательство. Для данных R и а выберем и так, чтобы 

Г-о . p(R-\-a — 1). В силу возрастания функция Уп (х), если 1х|<1 
■֊ R I, будем иметь

Далее, при достаточно большом R. и данном. ՛>• имеем 

հ Շ։|3(Ջ)|՜1, где С, = ^ 7 1оУс՝ следовательно, по теореме 1, в 
2л

прямоугольнике ք 1, [у|^£1 Р(Я)| будем иметь

|/?л(хфгу)|<с/^

По формуле Коши
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Ц
ճև |«(ЯЛ'(\.(х+ С.г^е'П е 
Հ՜Շ) J

° И
следовательно.

iR.’WK-^L при |X|«SR.
С։ J

Отсюда, как в |5|. получаем искомую оценку.
3". Пусть, как всегда, у=р(х) непрерывная. неубывающая 

четная функция, определенная на всей вещественной оси (- оо, -}-оо)(| 
llmp(x) Отнесем к классу С р (л)| нее функции /(л), непрЯ
.։՝»» I
рыаные на осн ( — оо. • х) и удовлетворяющие условию

11те‘я*У(х)»0.

Обозначим

£«|/. р| == inf j max с /(л) - R„ (х) 1|. 

где
р (х)

Rn(x) = —------------  (Ря (х) — полином степени л).

П(*+д*) ծ-0
Как уже было отмечено, достаточными условиями полноты си­

стемы |/?л (х)| н классе С|р(х)| являются условия

1ձ!ձԼ^= .т ос и շ1- = +х. <14>
J г

По методу М. М. Джрбашяна [5] легко установить следующую 
теорему (при этом применяется оценка теоремы 4).

Теорема 6. Пусть Функция f(x) определена и принадлежит 
классу С|р(х)] на оси (—оо. ое). При условии Հ/-/Հ если 

^1/. Р] ՜ К

?Я
I' 
՝ </( г)

где К КОНСтпн/Па. не зависящая от п, р>0 — целое. 0<օ հ1, 
то на всякой конечной части вещественной оси функция ք (х) имеет 
непрерывные производные Оо порядка р включительно. Кроме того, 
на всякой конечной части вещественной оси при 0<?>< 1 /Й‘Г l.ipb, 
а при Հ = 1 ք'^! имеет модуль непрерывности

ш(Л./и{) -ИЛ1ОЯ -1 (0<л 1).
п

Из оценок (12) и (13) приходим к такому результату.
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Теорема 7. При условии i -**- dx-Հ х.. если lim £Հ[/./.’| -
I Л" Л • =

= 0, гл /(.V) будет граничным значением функции, аналитической 
t черлней полуплоскости.

как это делается в |7|, получаем следующую теорему.

г Теорема 8. При условии V < ©е. если limEa\f, р\ = О.
ГЛ 

по fix) будет граничным значением (функции, аналитической в 
полосе — »^<у<0 (0<0< I- произвольное число).

Эти теоремы показывают, что условия 14) также и необходимы 
дли полноты системы 7?„(*)l во псом классе С|р(х)| при взвешенно- 
райпомерной иппрокенмяцнн.

В заключение выражаю искрении :о б.-..годлрность академику ЛИ 
Армянской ССР, профессору М. М. Джрбашяну за постановку задачи 
н ценные советы.

Е|КЧ1й»1ГКНЙ lOCy.VHK' 1 Ill'll и IJ и

университет Поступила 23 X 1’МЯ

i. II. ’Bn.uiriuiG

ԱՄԲՈՂՋ ՒՐԱԿԱՆ ՄԶ֊ԱՆՑՔԽ <PU ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐՈՎ 
ԿՆՌՅԱԼ-ԼԱՎԱԳՈՒՅՆ ՄՈՏԱՐԿՈՒՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ «Ի Ո Փ Ո հ Մ

Գիցուք p(.X)5=-0 4al Ո ֆունկցիան որոշված է և անրնղԿասւ ամ րողջ 
— X> ՀԼ X 4՜ 1>3 իրական աոանցքի վրա, մոնոտոն տէւում է, ըստ որում 
llmp(x)=“ ОС.* նշանակենք լ. |р(х)| այն fix} ֆունկցիաների դասը.

որոնք որոշված են և չափեչի են ( ОС. >2 ) աոանցքի վրա ե որոնց Կամար

+ « 
c p,x)\f(x) :ժ.ր< ֊ X.

Հ9

Կամար^կան (a*} (.Im ։*•>(). Л — 1, 2. --) կոմպլեքս թվերի
չորղականու թլան համար վերցնենք
■v

] 1 (? 4 aj
I * - <՛

ոացիոնալ ֆունկցիաների սիստեմը, որտեղ Pn (*)•£ ո} ր՚^ր^ր ասաի֊
ճանի րաղմէսնղամ էւ

Չքնելով Մ. U՝. Ջըրաշլսէնի աչն տրղլոլնքից, որ
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J х* л I |«лг

պայմանների դեպքում Rn{z) սիոտեմր լրիվ է А2]/)(л)| դասամ, նևք 
հոդվածում ու uni 1քեաոիրվում Լ , /?., (՜) ֆունկցիաներով լտվէոդու fa մոսո 
կոէմհե րի կարդի նվաղման և մոտարկվող ֆունկցիա ւի դիֆհրենցիաւ *im 

կութրոնրհրի միջև հղած կապըէ 1/.[դ նպատակի համար նաիւ Ս. Մ. ծէրրււ 
լան ի մեթոդով |.5| ստանում {/?я(Л‘)| ֆունկցիաների կարդի դԼ
հատականներ SUp ք ՚"՝* |(,Հ՜) | <Հ ՜ ՉՕ պայման ի դեպքում։

— П.<Х<Л~п.
Ս.քղ ղնահաուականների միջոցով ապացուցվում 1.ն Ս. Ն. !'ե րնջտե(\ 

թ եորե՚1ների տիպի լավադսւթյ մոաավորութ րսն հակադարձ թհորե՚մէւերւ
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