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МАТЕМАТИКА

С. Е. Карапетян

Линейные многообразия прямых и плоскостей 
четырехмерного проективного пространства

Введение

Как известно, теория линейчатой геометрии трехмерного про­
ективного пространства сводится к теории подмногообразий пл юкке* 
ровой гиперквадрики 2(1. 3) пятимерного проективного пространства 
Р5 (см., например, |1|). При этом каждая прямая (лгу) пространства 

отображается в точку гиперквадрики ркр^ — РпРы + РмРы — ® 
пространства Р5, где Р,, = — pfif = х'У — х'у‘. В этом отображении 
(которое называется плюккеровым) линейным образам линейчатой 
геометрии Р3 соответсвуют плоскости различных измерений в 
Если эти плоскости касаются гиперквадрики, то их пересечения с 
2(1. 3) являются отображениями особых линейных образов простран­
ства Р,. Косые линейчатые поверхности этого пространства класси­
фицируются по признаку принадлежности ее отображения к плоско­
стям различных измерений в Развертывающиеся поверхности пред­
ставляются линиями, касательные к которым совпадают с образую­
щими гиперквадрики 2(1. 3).

В настоящей работе изучается аналогичное отображение для пря­
мых и плоскостей пространства Р4. Каждая прямая этого пространства 
отображается в точку грассманова многообразия 2(1, 4) проектив­
ной) девяти мерного пространства Ро и каждая плоскость пространства 
!\ отображается в точку дуального грассманова многообразия 2 2, 4 
пространства /Հ |2] Таким образом, теория многообразий прямых и 
плоскостей сводится к теории подмногообразий грассмановых много­
образий 2(1. ։) и 2(2,4) проективных пространств /% и Р*.

Такой подход представляется очень естественным и облад.'к г 
двумя преимуществами: во-первых, все рассматриваемые задачи на 
холятся в тесно» связи с алгебраической геометрией, во-вторых, 
рассматривая подмногообразия грассманова многообразия (т, п}. 
мы фактически имеем дело с многомерными поверхностями, погру- 
жеинымн в (СлЛ1 — 1) ~ мерные пространства, следовательно имеем 
возможность пользоваться богатыми результатами, полученными в 
этом направлении.
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В первом параграфе изучаются некоторые свойства грассманов։ 
многообразия 2(1,4) в Рв. Во втором параграфе рассм ւ ра .чета 
линейное пятимерное многообразие прямых и его особое много­
образие. Нуль-система, порожденная этим многообразием, предстад 
ляет корреляцию вообще с одной особой точкой. В § 3 рассматйн 
вается линейное четырехмерное многообразие и его особые много-! 
образия. Порожденная нуль-система, вообще, имеет особую кривую! 
второго порядка. В § 4 изучается линейное трехмерное многообразия 
прямых £а и его особые многообразия. Порожденная нуль-снстеЯ 
имеет особую двумерную поверхность.

.Линейное двумерное многообразие. прямых Լ.. тесно связывается 
с конфигурацией Власова и геометрическое место этих прямых яи| 
ляется гиперповерхностью третьего порядка, названной нами по-;| 
веркноегью Власова. В параграфах 5 и G изучаются многообрШЙ 
Լ2 и рассматриваются некоторые свойства конфигурации и поверх­
ности Власова. В § 9 указываются поверхность и конфигурация?! 
двойственные с поверхностью и конфигурацией Власова. В § 7 нзу-1 
чается линейное многообразие прямых /Հ. Эти прямые образуют 
некоторую поверхность, которая сама себе двойственна. В § 9 эт.» 
результаты автоматически повторяются для линейных многообразий 
плоскостей пространства /\.

Все полученные здесь результаты находятся в тесной связи я 
линейной геометрией окружностей нашего трехмерного пространств 
т. о. с задачей, гичстз пленной еще Феликсом Клейном (см. !4|, стп,. 
125—126).

§ I. Грассманово многообразие
Пусть прямая в определяется точками л՛ (л1 ), у (у1). Грассмй 

ново произведение этих точек имеет 10 компонентов, которые являются, 
минорами второго порядка матрицы, составленной из координат то­
чек X и у

(ху) ikik. i<k (суммировать по z, А = 1, Ջ---5), (1)
где ik - д4у* - лл'у — грассмановы (или плюккеровы) координаты пря­
мой ху, a — грассмановы произведения вершин коорди­
натного репера Л/. Десять координат ik прямой р удовлетворяю 
пяти квадратичным соотношениям

Ъ(рр) = 1234 -չ324 4- 1423 =-- 0,

?. (рр) = 1235 - 1325 Г 15 23 = 0.

(рр) э 12 45 — 14 25 փ 15 24= О-, (2)

<^(рр) -2345 — 2435 4- 2534 = 0,

Ъ(рр) 1345- 1435 4- 1534 = 0,

из которых независимы только три соотношения и, наоборот, если 10 
чисел удовлетворяют соотношениям (2), то они являются грассмаио- 
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•выын координатами прямой в 1\. Таким образом, если числа ik рас­
сматривать как однородные координаты точки в то прямые Г\ 
представляются точками грассманова многообразия (2) девятимерного 
пространства Р.,. Размерность грассманова многообразия (2) равна 
шести, так как прямая в Р։ определяется шестью параметрами, а 
порядок равен пяти (см. |2|. т. II, стр. 404), т. е. общая грехмерная 
плоскость пересекается с поверхностью (21 ровно в пяти точках.

Рассмшрим. некоторые элементарные свойства отображения пря­
мых из 1\ в Pu. I) Две прямые р и q четырехмерного пространства 
Р, пересекаются тогда и только тогда, когда их отображения лежат 
на одной образующей прямой поверхности (2i. Действительно, пере­
сечение прямых р и q равносильно требованию, чтобы две пары точек, 
•определяющих зги прямые, лежали на одной плоскости, т. е. все 
миноры 4 го порядка матрицы этих точек должны равняться нулю, 
что приводи։ их к обращению в нуль полярных форм о, для этих 
двух прямых

«•՛, (>(?)-0. (3)

Вейлу этих соотношений мы будем иметь оД/j 4 i.q, ր + = 0 для
любого >֊. 2) Здесь мы одновременно доказали, что точки образующей 
прямой поверхности (2) представляют все прямые одного пучка.

Для краткости изложения введем следующую терминологию: 
яучек прямых назовем пучком одного измерения, все прямые 3-про­
странства, проходящие через данную точку, — кучном двух измере­
ний, все прямые 4 - пространства, проходящие через одну точку,- 
пучком трех измерений Однопараметрическое и двухпара метриче­
ское семейства прямых, лежащих на одной 2-плоскости, назовем со­
ответственно одномерным и двумерный плоским полем. 3) Так как 
каждые две прямые двумерного плоского поля пересекаются, то дву­
мерное поле прямых представляется всеми точками образующей 2-пло­
скости поверхности (2) и, следовательно, одномерное плоское поле 
представляется некоторой кривой на этой 2-плоскости. 4) Двумерные 
и трехмерные пучки прямых представляются, соответственно, обра­
зующими 2- и 3-плоскостями поверхности (2). Таким образом, все 
образующие 2-пл.оскости поверхности (2) по их происхождению де­
лятся на две серив. Дие серии плоскостей, представляющие соответ­
ственно двумерные плоские поля прямых и двумерные, пучки прямых, 
(Назовем образующими первой и второй серии. 5) Прямые пучка грех 
измерений представляются всеми точками некоторой образующей 
•^•плоскости поверхности (2). 6) Прямые трехмерного пространства 
представляются всеми точками некоторого квадратичного многообразия 
•-’(1,3) четырех измерений, принадлежащего поверхности (2). 7) Че. 
рез две не принадлежащей к одной образующей точки поверхности 
(2) проходит единственное квадратичное многообразие 2(1,3). По­
следнее вытекает пз того; что две непересе кающиеся прямые в Р.։ 
определяют одно 3-пространство. 8) Через каждую образующую пря­
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мую поверхности (2) проходит единственная образующая плоскость 
первой серии, ос1 образующих плоскостей второй серии и единствен-1 
ная образующая 3-плоскость, ибо каждая образующая прямая поверх­
ности (2) отображает пучок прямых из /\. 9) Три точки общего 
положения поверхности (2) определяют единственную четвертую точку 
той же поверхности, находящуюся на одной образующей с каждой 
из данных трех точек. Последнее вытекает из того, что в /<, сущест­
вует единственная прямая, пересекающаяся одновременно с тремя 
данными в общем положении прямыми. 10) Все прямые, пересекаю­
щиеся с фиксированной прямой р пространства /Հ, отображаются в 
точки поверхности (2), принадлежащие некоторому четырехмерному 
конусу К\ с вершиной в точке р. Касательная 6-плоскость поверх­
ности (2) в точке р пересекается с этой поверхностью по конусу К?

§ 2. Линейные пятимерные многообразия 
прямых в Р4

Начиная с этого параграфа, мы будем рассматривать плоскости 
различных измерений в пространстве и выясним, по каким под­
многообразиям они пересекаются с поверхностью (2). В /Հ каждому 
такому подмногообразию будет соответствовать некоторая совокуп­
ность прямых, которая называется линейным образом данной раз­
мерности.

Прежде всего рассмотрим гиперплоскость в Р&
a։kik = 0, ւ<ՀԼ’է i, k=\,. Ջ---5. (4}

Эта плоскость пересекается с поверхностью (2) в точках, координаты 
Hi которых удовлетворяют системе (2), т. е. размерность линейного 
образа (4) равна пяти. В силу (1) из (4) получим билинейное соот­
ветствие между точками х и у. Каждой точке х соответствуют все 
точки у некоторой, проходящей через х. гиперплоскости и

и, = ainxk, a<k = — (iki, (5)
но так как матрица а1к кососимметрична и имеет нечетный порядок 
(он равен пяти), то система а^х* = 0 имеет ненулевое решение и 
следовательно, в общем случае для каждой гиперплоскости (4) су­
ществует единственная точна х0, которой не соо.вегстэуют никакие 
3-плоскости. Соотношение (5) принято называть нуль-системой для 
линейного образа ( I), а точку х0 - особой точкой этой нуль-сисгемы.

Та.нм образом, линейное пятимерное многообразие прямых 
\Լ.է) у^панавлнесет нуль-систему с одной особой точкой х0. Через 
каждую точку х г- х0 пространства проходит двумерный пучок 
прямых этого многообразия, причем носители (3-пространства) 
всех этих пучков проходят через особую точку ха.

Г. члу а .х* -0 всем точкам х Хх0 соответствует только одна 
3 плоек, сть, и наоборот. Таким образом, нуль-система (5) устанав­
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ливает взаимно-однозначное соответствие между прямыми трех- 
мерного пу^а < центром х0 н 3-плоскостями, проходящими через 
эту точку.

Точно гак же можно доказать, что нуль-система (5) каждой не 
принадлежащей к пучку л*0 прямой р ставит в соответствие некото­
рую проходящую через х0 плоскость ՜. Эта плоскость не пересе­
кается с данной прямой, если последняя не принадлежит многообра­
зию /.֊ Если прямая р принадлежит к линейному многообразию Լ.,, 
го она нниидентна с соответствующей плоскостью и наоборот. 
Всем юямым. принадлежащим плоскости (/?лг0). соответствует един­
ственная плоскость г.. Если прямая р принадлежит многообразию /.ն, 
то все прямые плоскости (/>х0) также принадлежат к многообразию 
/.й, с..֊довятельно, такая плоскость принадлежит к числу тех пло­
скостей. которые соответствуют сами себе (самосопряженные) в нуль- 
•системе (5). Таким образом, все плоскости с общей точкой х0 раз­
биваются на два класса самосопряженные и несамосопряженные. 
Причем все прямые, лежащие пи самосопряженных плоскостях, 
принадлежат к многообразию L5i и наоборот, если на плоскости 
л ел ит одна не проходящая через х0 прямая многообразия то 
все прямые этой плоскости принадлежат к Լճ и плоскость само- 
сопряженно относительно нуль-спстемы (Ց). На каждой несамо­
сопряженной плоскости лежит только один пучок прямых с цен­
тром х0, принадлежащих многообразию Լտ.

Плоскость, определяемая тремя точками х, у, z в нуль-системе, 
сопряжена с проходящей через х0 прямой и, = aikx^, ■vi = aiky,f. ս՚ւ— 
- «л-՜1 Эта прямая одновременно сопряжена с трехмерным подпро­

странством (гохуг). следовательно, она пересекается со своей сопря­
женной плоскостью. На произвольной (не проходящей через х^ пло­
скости лежит единственный пучок прямых, принадлежащих много­
образию /... Действительно, через каждую точку х этой плоскости 
проходит единственная лежащая в этой плоскости прямая /». принад­
лежащая к /. (ибо сопряженная с х 3-плоскость пересекается с этой 
2-пл скосг ю, вообще, по одной прямойI. Точно так же через точку 
у этой плоскости проходит прямая q из Ճ,. Прямые р п q пересе­
каются о точке z. Трехмерное подпространство, сопряженное точке z. 
пересекается с этой плоскостью по двум прямым р и q. следовательно, 
соле жит эту плоскость, т. е. прямые пучка 2 принадлежат к много­
образию L.,. Существование других прямых, ьрина.тлежащпх озна­
чает. что эта плоскость проходит через хп. что исключается. Оче- 
индно. что центр, принадлежащих к пучка прямых плоскости 
нахиднтср одновременно на сопряженной с этой плоскостью (относи­
тельно нуль-системы) прямой.

Линейное пягимервое многообразно прямых будем называть 
особ}.՛՛.!, если число его особых точек больше одного. Для этого не- 
обхотмо и достаточно, чтобы система л :k = 0 имела больше о того 
решения, т. е. ранг матрицы должен быть ниже четырех. Ис
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так как ранг кососимметричной матрицы всегда является փ 
числом, то в нашем случае он равен двум и, следовательно, о 
точки образуют некоторую особую плоскость а. Так как иск 
каждого двумерного пучка должен проходить через все особые]
то все прямые этих пучков и. следовательно, все прямые я
многообразия пересекаются с 
особое пятимерное линейное, 
ческам местом всех прямых, 

Двойственный результат

фиксированной плоскостью л.
многообразие I... является геомя
пересекающих данную плоскость
формулируется так: особое там

ное линейное многообразие плоскостей является геометрии
местом всех плоскостей, пересекающих ванную прямую.

Теперь нетрудно заметить, что коэффициенты уравнения 
являются грассмановыми дуальными координатами плоскости .ф 
вительно, гак как ранг матрицы а>к равен двум, го все .мш 
четвертого порядка этой матрицы обращаются в нуль, и этоприв 
к пяти равенствам •?, (аа) — 0. Но при наличии таких условий 
новятся координатами 2-плоскости и соотношение (4) показывает, 
плоскость а и прямая р с координатами ik пересекаются (|2|,| 
стр. 322).

Вернувшись к неособому линейному пяти мерном, у многооба 
прямых (4). заметим, что все прямые пространства проход 
через особую точку Л'о, принадлежат этому многообразию (и зтов 
ственный трехмерный пучок, принадлежащий многообразию), i 
следнее означает, что каждая гиперплоскость освяти мерного 
странства содержит одну образующую ՝2-плоскость грассчи 
многообразия (2). Если опа содержит больше одной такой ii.iocKJ 
го их количество буде: хз= и, как мы видели, гиперповерхн<к;гь! 
представит особое пятимерное линейное многообразие прямых ( 
бая плоскость этого многообразия содержит эс2 прямых и все при' 
пространства /Հ. пересекающие каждую из этих прямых, пряна; 
жат многообразию. Следовательно, в Ро гиперплоскости (4j npni 
лежат № касательных шестнмерных подпространств поверхности! 
касающихся во всех точках некоторой образующей 2-плоскос.н I 
вой серии (отображения особой плоскости а).

Таким образом, гиперплоскость в Рп либо не содержит я« 
ной касательной шестимерной плоскости поверхности (2), J 
■одержит ՜-г2 таких плоскостей. Точки касания этих плоской 

принадлежат к некоторой образующей. 2-плоскости первой frj

§ 3. Линейное четырехмерное многообразие прямых

Семимерное подпространство в Р9
alkijy = 0, bikik = 0. i <Լս

пересекается с поверхностью (2) по некоторому четырехмерн 
многообразию ԼԼ, представляющему линейное четырехмерное ян 
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образце прямы,* четырех мерного проективного пространства. Все 
прямые р с грассмановыми координатами ik, удовлетворяющие си­
стеме (6), удовлетворяют также уравнению вида

(«;к I֊ (ձ=0՛ (~>

хчя любого значения X. Каждая гиперплоскость (7) представляет, 
вообще, неособое линейное пятимерное многообразие прямых четы- 
рехмерного пространтсза и устанавливает нуль-систему

ih=(a;h -}- '/.blk) xk. (8)

Особая точка х соответствия (8) зависит от X и в /\ описывает 
некоторую особую кривую многообразия L.. Докажем, чго особая 
кривая многообразия в общем случае есть линия второго по­
рядка. Действительно, пусть х0 и у0 являются особыми точками соот­
ветствия (8) для Х=0 н Х = оо. Тогда из (а։* + >•&/*)** =0 получим

а/*уоХА = 0, ծ/дЛ'о-т* = 0. (8.1)

которые и являются уравнениями плоскости и Рл. Следовательно, все 
особые точки лежат на одной плоскости (8.1). Так как из пяти урав­
нений 1л։*4- bbin)xk =0 всего четыре независимых, то при наличии 
(8-1) получатся только два уравнения, из которых, исключив X. по­
лучим

(altkbitJ ) х*х’= 0. /։ -Ւ ։\, /Р й.= 1, 2-•-5. (8.2)

Уравнения (8.1) и (8.2) представляют кривую второго порядка. 
Теперь мы имеем возможность доказать следующую теорему. Через 
каждую точку х проходит пучок прямых многообразия l.v исклю­
чение составляют только те точки, которые принадлежат осо­
бой кривой. Прямые многообразия (6), принадлеж ыцие этим точ­
кам. образуют двумерный пучок.

Действительно, через каждую точку х пространства /Հ проходят 
две З-ллоскости, соответствующие этой точке в двух нуль-систсмах 
(6). Эти две плоскости пересекаются по плоскости, на которой лежит 
пучок прямых многообразия 61. Если х принадлежит к особой кри­
вой. то (aib + Ib'k) xk =0 и З-ллоскости и9։ = alkxk и -i՛1/= i’,Ax* совпа­
дают. ибо uj 4-XuJ=0.

Возвращаясь к системе (8.1) заметим, что при выполнении ра- 
пепстна

<Wo=pMi (8.3)
дне гиперплоскости совпадают, следовательно, теперь псе особые 
точки лежат в одной гиперплоскости. В силу (8.3) все точки прямой 

" являются особыми точками, Действительно. (a[b Е /Д*) (вх*— 
— Ху") - О выполняется для любого а. и, наоборот, если все точки 
прямой хоуо особые, то выполняется (8.3). В силу соотношения (8.3) 
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одно из многообразий (7) становится особым многообразием*. След 
вательно, в случае (8.3) все пряные многообразия /., пересекаю 
н е. к от ору ю щ и к с up и ванн у ю пл ос к ост ь.

Допустим, что для /. - >0 получается особое многообразие ւ 
следовательно, являются дуальными грассмановыми kooj
динатамн некоторой плоскости. Особая линии в этом случае, как м 
видели, вырождается в одну прямую х0у0. На этой прямой на.ходите 
все особые точки за исключением точек плоскости. Плоскость aitc- 

и прямая хоуо пересекаются, ибо все особые точки много 
образия /..| в этом случае принадлежат к одной гиперплоскости.

Теперь рассмотрим случай, когда уравнения (8.1) обращаютс. 
в тождества, т. е. когда

«йУо = О. (8.4

В этом случае числа а1к и btk являются грассмановыми дуальным! 
координатами некоторых плоскостей а и Ь, ибо в силу (8.4) каждая 
из систем а^х* - 0 и bikxh=Q имеет по меньшей мере две особые 
точки xQ и у0. Эти две плоскости имеют в общем случае одну общую 
точку .г. Нетрудно заметить, что все остальные особые точки совпа­
дают с х. т. е. особая кривая сжимается в одну точку. Действительно, 
так как х лежит на плоскостях а и ծ. то altsxk 0. Ь^х^О или (Л/Н 
4֊>Дм х* = 0 для любого значения Наоборот, если особые точки 
для любого значения X (кроме /.==0 и / = ос) совпадают, то, совме­
щая эту точку с Л։. непосредственно получим Он =0. Ьц = 0, н силу 
чего уравнения ֊(֊ ՃԵ, а փ ?.ծ)=0 имеют два корня относительно X.

Наконец, рассмотрим случай, когда плоскости а и b пересека­
ются по прямой Ху. В этом случае числа ճա. 4 'Ь:к для любого л ЯВ­
ЛЯЮТСЯ грассмановыми координатами плоскостей. Таким образом, ч 
последних овух случаях многообразие Z., является геометрическим 
местом прямых, пересекающих две данные плоскости. В первом 
случае эти плоскости пересекаются в одной точке, следовательно, 
все прямые, проходящие через эту точку, также принадлежат к 
L.v во втором случае эти плоскости пересекаются ио прямой, 
следовательно, многообразие образовано из всех прямых трех- 
черпого подпространства (образованного эти. ни плоскост и и и) и 
из/Них прямых, пересекающих общую прямую этих двух пло- 
скост ей.

Теперь будем искать касательные четырехмерные линейные мно­
гообразия Լр т. е. такие многообразия, для которых семимерная 
плоскость (6) ս ՀՀ пересекается с касательной 6- плоскостью грас­
сманова многообразия (2) во подпространству размерностью больше 
четырех. Сначала рассмотрим случай, когда размерность этого пол-

Ио- iir.fi։ д\, -.4,(10000) и у., — Л, (01000), нетрудно заметить, что для X - 
— «4 (քճ): (al>) выражения ?х-(д лЛ. a t.b) обращаются в нуль.
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пространства равна пяти. Пусть прямая 12 принадлежит к плоскости 
(6). т. е -та прямая принадлежит к четырех мерному многообразию. 
Тогда ֊֊/>1: = 0. Касательная 6-плоскость поверхности (2) в точке 
12 определяется уравнениями

34 = 0. 35 -О, 45 = 0. (9)

Эта плоскость пересекается с (6) по пятимерному подпространству 
тогда и только тогда, когда матрица пяти уравнений (6) и (9) имеет 
ранг четыре, а это приводит к равенствам

Պյ : Պ j ։ аV,յ Պյ : Պ»: *• • ծւտ: ^շ5- (1 °)
‘.'оставляя формы ®.(аа). ©ր(սծ). мы обнаружим, что равенства
(10) равносильны соотношениям

?,• (ah) = 2/հ (а а). ъ. (bb) = г3?, (аа), (11)

i .e 1:/-коэффициент пропорциональности в (10). В силу (11) урав­
нения

?f (а 4- а 4- >.ծ) = <р{(аа) 4֊ (ab) 4- >3^ (bb) =0 (12)

всегда допускают два совпавших решения относительно >.
1 4- 2'է4֊ >-2/= = 0. (12 )

а это означает, что в системе (7) содержатся два особых пятимерных 
многообразия с бесконечно близкими особыми плоскостями, т. е. все 
прямые нашего четырехмерного линейного многообразия одновре­
менно пересекают две бесконечно близкие плоскости пространства 

Обозначим это многообразие через Լ\. Таким образом, линейное 
особое многообразие Լ\ является геометрическим местом всех 
прямых чспшрехмерного пространства, пересекающих две беско­
нечно близкие плоскости и в Ро это многообразие характери­
зуется тем, что его соответствующая 7-плоскость пересекается 
с некоторой касательной 6-плоскостью грассманово многообразия 
(2) по пчтимерному подпространству.

Нетрудно заметить, что касательное многообразие /.՛ является 
предельным положением многообразия Լէ с двумя особыми плоско­
сти՝/։։ четырех мерного пространства, когда эти плоскости совпадают. 
В пл юнкер лрн։ отображении плоскостей пространства Р, с дуальными 
координатами, прямая aik '!ю: касается грассмаиового многообразия, 
но не является для него образующей.

Теперь рассмотрим случаи, когда 7-плоскость (6) содержит не­
которую касательную 6-плоскость грассманова многообразия. В этом 
случае ранг матрицы системы (6). (9) должен равняться трем Эго 
требование приведет к равенствам

Պ։ = Պյ = Պ« ~ Պտ = Պյ = Պ։= Պյ ~ ‘Պ = ~ Պ։ ՜ Պտ
^зл = ^2՛։ = ^25 =
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которые равносильны соотношениям.

(аа) - О, ©Д/?/>) = 0. ®z(a6) =0, (13

В силу (13) коэффициенты каждого из уравнений (6) являются гр:-, 
смановымн координатами плоскости и ги две плоскости пересекают 
ио прямой, т. е. в этом случае касательное линейное многообраз! 
прямых /., (которое мы обозначим через /-i) представляет все пр 
мые, пересекающие указанные две плоскости трехмерного подпр 
странства. Таким образом, касательное многообразие L\ мвляепь 
геометрическим местом всех прямых, пересекающих две бес консул 
близкие плоскости трехмерного подпространства. В !■>., хари 
теризуетсп тем, что его соответствующая 7-плоскость соы\ 
жим некоторую касательную 6-плоскость грассманова многое 
разня (2). Фактически образуется из двух чегырехмерных мног 
образий прямых; из всех прямых, пересекающих прямую пересечен! 
двух плоскостей и из всех прямых трехмерного полпространен 
определяемого этими двумя плоскостями. Следовательно, если 7-пло 
скость содержит какую-нибудь касательную 6-плоскость грвс 
сманова многообра ;:ւո, то она пересекается с этим, многообразие^ 
еще по некоторой квадрике 2 (\, 3).

В дуальном пространстве прямая aik •- ‘tblb в этом случае яо 
ляется образующей для грассманова многообразия.

§ 4. Линейное трехмерное многообразие прямых

Переходим теперь к рассмотрению линейного трехмерного много1 
образня прямых Z.3. Многообразие прямых получается из nepei 
чения шестимерной плоскости

alltik = 0. b,kik = 0, ctkM = 0 (14j

с грассмановым .многообразием (2). Прямые многообразия L3 удоя 
летворяют также уравнению вида (alls ֊է /Ъ.ь փ pr17.) ik — 0 при любы: 
значениях / и ц. Каждое такое уравнение устанавливает нуль-снстем) 
особые точки которой удовлетворяю! уравнениям

(aik + 'f-but 4- Wud хк = 0. (15)

Геометрическое место особых точек является одной двумерной по­
верхностью с уравнениями:

bikx
a:kxk b:kxk C‘kXk = 0,

O\kXk C\kXk
d2kX։i Ь2кхк c-^x՝ = 0. И6)

b3(sx* <hkXk b4kxk

Через каждую, не принадлежащую особой поверхности (/6), точку 
пространства проходит только одна прямая многообразия Լր
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Через каждую точку особой поверхности (16) проходит одномер­
ный пучок прямых, принадлежащих многообразию Լ3. Действительно, 
каж юе уравнение (14) устанавливает нуль-систему ui = a^x!՝՛. •vl = 
=b<kX . и), = с^хк и три гиперплоскости и, v, w, вообще пересекаю* 
щнеси по прямой, проходящей через точку х. Эти гиперплоскости 
пересекаются по плоскости только при условии Ui 4֊ X-V; — = (at*4-
-j-M.q л-х* = 0. а последнее уравнение показывает, что точка х 
принадлежит к поверхности (16).

Три точки ащ, but и cii; в проективном пространстве Р.։ опреде­
ляют некоторую плоскость (abe). Она вообще не пересекается с грас­
смановым многообразием 0 этого пространства и, следовательно, 
вообще не существуют гакпе. >. и р, для которых числа a։t }■ 
4- p-G* были дуальными грассмановыми координатами некоторой пло­
скости пространства Р}. Этот случай соответствует наиболее общему 
линейному многообразию прямых /.3. Но плоскость (abc) может пе­
ресекаться с грассмановым многообразием в одной или в нескольких 
точках в зависимости от количества решений системы ?. (а1к— г

ltik : f՝bik "I -pc»») = 0 относительно неизвестных /. и р. Если эта 
система имеет конечное число решений, то оно не может быть больше 
четырех. Плоскость (abc) может содержать одну или две образующие 
прямые грассманова многообразия и может сама быть образующей 
плоскостью для этого многообразия. В последних трех случаях наша 
система имеет бесконечно много решений.

Касательные многообразия £3 Рассмотрим случай, когда 
шестпмерная плоскость (14) пересекается с касательной шестимерной 
плоскостью грассманова многообразия по подпространству, размер­
ность которого больше трех. Пусть эта размерность равна четырем 
и точка касания совпадает с точкой 12. Касательная плоскость з точке 
12 определяется тремя уравнениями (9). Так как точка 12 принадле­
жит всем плоскостям (14). то = ծ։յ։ — с1г = 0. Плоскости (9) и 
(14) будут пересекаться по четырехмерному подпространству тогда 
и только тогда, когда ранг этих двух систем равен пяти. Это требо­
вание равносильно соотношениям

<ч&= aaik 4՜ 1<Հ/:. i— 1, 2, /г = 3, 4, 5. (17)

Теперь нетрудно заметить, что в силу (17) система ср. (а | >.Ь - нс. 
а + '1Ъ 4 pc) = (1 - ар)5?, (ап) (/. 4֊ аЗ)5 ?, (М) у (1-f-аа) (/.-р Зи)-.(<//?) 
допускает дна совпавших решения (1 г aji}2=0, {'■ 4- к!'՝*7 = <Т сле՜ 
лопате;. ։>но. если шестимерная плоскость пересекается с неко­
торой касательной к грассмановому многообразию (^плоскостью 
по четырехмерному подпространству, то ее соответствующее 
чногообри.ни £3 образовано из тех прямых 1\. которые пересе­
кают две бесконечно близкие плоскости. Эю многообразие является 
предельным случаем многообразия для которого плоскость (abc\ 
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< дуальном простапстве /Հ пересекается с грассмановым мпогообра- 
тем в двух точках.

Рассмотрим случай, когда шестимерная плоскость (14) пересе­
вается с касательной 6-плоскостью по пятимерному подпространству. 

!> этом случае ран։ систем (9) и 1.14) должен равняться четырем, что 
1 риводит к соотношениям

<-.է — мп,-*, blk = valk՝ է<Լև', ։~\. 2; k 3, 4, 5. (18)

Нетрудно заметить, что в силу (18) имеем % (а 4֊ 4-»м?, а 4-/Ь 
4֊ յյւ47) — у. (аа) 11 /.y-j-цв)2 и эти выражения обращаются в нуль 
для тех значений ■ и р. которы՛ удовлетворяю! одному уравнению 
1 դ//= 0. Следовательно, любая точка прямой (гчт— /\ vc —
-ub) в дуальном пространстве /Հ, принадлежит грассмановому много­

образию.
Таким образом, рассматриваемый случай характеризуется тем. 

что плоскость (аде) пересекается с грассмановым многообразием 
по одной прямой п, следовательно, все прямые нашего многообра­
зия пересекают пучок плоскостей некоторого трехмерного под­
пространства.

Если ранг систем (9), (14) равен трем. г. е. если шестимерная 
плоскость (14) одновременно является касательной в точке 12 пло­
скости грассманова многообразия, то нетрудно заметить, что пло­
скость (abc) уже становится образующей плоскостью для грассма­
нова многообразия дуального пространства /\. Следовательно, наше 
многообразие в этом случае образовано из прямых, пересекающих 
все плоскости одного двумерного пучка плоскостей (двумерный 
пучок плоскостей это все плоскости проходящие через данную 
прямую).

§ 5. Многообразие прямых Л?

Линейное двухпараметричёское многообразие прямых простран­
ства Рх в Р, задается четырьмя линейными уравнениями

atkik - 0. bikik = 0, cilfik = 0, dikik = 0. (19)

Четыре точки а, Ь, с и d в дуальном проективном пространстве 
Р., определяют одну трехмерную плоскость, которая в общем случае 
пересекается с грассмановым многообразием в пяти точках. Пусть 
четыре из этих пяти точек совпадают с точками a. b, с. d, тогда 
каждая из них представляет плоскость четырехмернрго пространства 
и. следовательно, линейное двухпапаметрическае семейство прямых 
Л2 является геометрическим местом всех прямых, пересекающих 
четыре плоскости (в общем положении) пространства Рх.
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Так как трехмерное подпространство (abed) пересекается с грас­
смановым многообразием еще в пятой точке, то с каждой четверкой 
плоскостей четырехмерного пространства ассоциируется пятая 
плоскость и, следовательно. прямые многообразия I.., пересекают 
все пять ассоциированных плоскостей одновременно.

В своей докторской диссертации „Полярные системы высших 
порядков в формах первой степени” (1910 г.) А. К. Власов указал 
интересную конфигурацию, представляемую ассоциируемой пятеркой 
плоскостей четырехмерного пространства (см. |3j).

Возьмем четыре плоскости в общем расположении а1, а2, а и х'1. 
Подходящим образом выбирая координатный репер .4։- и учитывая, 
что каждые две плоскости в /Հ имеют общую точку, можно их сов­
местить с плоскостями

а» = (.4ր4ճ.43). ха=(Д։Д։,И), ал = (Д2Л4Л5), х*(Л3МЛ8), (2Ս)

где М = a։Ai некоторая фиксированная точка пространства. Каждая 
тройка плоскостей из четверки (20) имеет единственную секущую 
плоек ость, пересекающую каждую плоскость тройки по прямой. Та­
ких плоскостей будет четыре

Р » (Л4.4Я.И), ?= = (Л:.45.4л), = (4,41.4,). 6‘ = (.4,.4.,43). (21)

Две плоскости и р противоположны, т. е. одна содержит три из 
шести "Очек, другая содержит остальные три. Эти противоположные 
плоскости пересекаются в одной точке Q'. Таким образом, мы полу­
чаем четыре точки Q։, Q-. Q3, Q‘. Власов доказывает, что эти четыре 
точки лежат и одной плоскости. Тем самым утверждается, что с каж­
дой четверкой плоскостей (20) ассоциируется единственная плоскость

7 = (Q։Q2Q3QJ- (22)
Нетрудно заметить, что плоскость (Հ2) одновременно ассоциируется 
и со второй четверкой, ибо системы (20) и (21) обладают свойством 
взаимности.

Теперь докажем следующую теорему. Все прямые прост ран­
еты Р<։ пересекающие четыре плоскости конфигурации. Власова, 
пересекаются одновременно с пятой плоскостью этой же кон­
фигурации. Для доказательства этой теоремы сначала найдем коор­
динаты точек Q'. Так как Q' являются точками пересечения двух пло­
скостей а’ и Т. то аналитические точки Q, напишутся в виде

Q* = л։ Л, + а=Л։ г аМл, Q- = 4- ճՀ43 -| «М5. շ3)
Q’ = /zM~ 4֊ а4Л4 4՜ а5Д5, Q։ — «։Д, 4- алА* 4- а’4...

Если грассмановы координаты прямой р, пересекающей все плоскости 
з‘ конфигурации Власова, обозначим через ik (ik удовлетворяют со­
отношениям (?)), то будем иметь

4'24-,/U а‘12 0, 45 = 0, 13=0, ճ®35 а’25 4- а523 = 0. (24) 
«5 Кместни АН. серин фшммэт. наук. 5* J
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Текущая точка плоскости 7 напишется в виде
х = aQ14֊ ?Q8 Ч- iQ3 = а^г 4֊ л’ (a 4- ? 4֊ 7) Ла 4 «’ (« 4֊ ₽) 4 + I 

4- iaM4 -|- a5 (3 4- 7) Л5. I

Эта точка будет лежать на прямой р тогда и только тогда, когд!1 
система уравнений

12a3(a - 3) j-23aJa=O, 24«’a • 4Խ2 (a փ ՚34՜ *i) 4 1-ճ47 = 0. ll 

34a5 (3 4- 7) է- 53(2 ՝7 = 0 I

допускает нетривиальное решение относительно неизвестных а, 3, 7J 
т. е. когда ранг матрицы этой системы равен двум, з это всегда! 
обеспечивается с силу соотношений (2) и (24). Таким образом теорем՛.։ I 
доказана.

В силу этой теоремы ассоциированная пятерка плоскостей кон-] 
фигурации Власова представляется в Р9 пятью точками пересечения! 
трехмерного подпространства с грассмановым многообразием Но так! 
как это подпространство определяется любой четверкой точек из этой՜.! 
пятерки, то все плоскости в конфигурации Власова равноправном 
г. е. любая плоскость из пятерки (20) и (22) ассоциируется с осталь­
ными четырьмя плоскостями точно так, как плоскость (22) ассоздЯ 
ируется с плоскостями (20).

Прямые, удовлетворяющие системе (19), удовлетворяют также 
уравнению

(д<4 -}- ).blk 4֊ 4- ^4а) ik = 0 (25) ।

для произвольных значений X, ч. Уравнение (25) устанавливает
нуль-полярную корреляцию по крайней мере с одной особой точкой, 
так как система (a.k 4 4- щ ՝idik) xk — О всегда имеет по мень-1
шей мере одно решение х0. Геометрическое .место особых точек (для.1 
различных значений X. а, ?) есть гиперповерхность, которая здесь 
называется поверхностью Власова. Эго название, как мы увидим 
оправдывается тем. что указанная поверхность тесно связана с конфи­
гурацией Власова.

Каждое из уравнений (19) устанавливает нуль-полярную корре­
ляцию и' - aikxk, պ = b!kx*. rf-c^x*, ս' = diKxk. Плоскости и' этой 
корреляции проходят через точку х н в общем случае (т. е. для1 
общей точки а՛) они кроме .с другой общей точки не имеют. Исклю­
чения составляют только те точки (особые), для которых ранг ма­
трицы меньше четырех^ но в этом случае (ц'-ичри4) = 0 и, следо- 
вател ьно, и] 4֊ Խ;4- p/zj 4- (alk >.ծյէ 4 4֊ Վ>) ** = 0. т. е.
точка .г принадлежит поверхности Власова. Таким образом, все пря­
мые линейного двухпарамегпрического семейства прямых принад­
лежат поверхности Власова.
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§ 6. Дальнейшие свойства поверхности Власова

Найдем точечное уравнение поверхности Власова. Так как ко­
ординаты ik прямой р многообразия Լ» для координатного реперт 
§4. удовлетворяют системе (24), то, полагая, что р — (ху), получим 

-V1,' д 'у* = 0. АЛу ’ — Л'у* = 0, О1 (Л'։у‘ — А*’уС) — (Г (л՛1/’ — Л՜’?1) 4֊
• а։ (х։у2 — х'-у1) = 0, <г (л3у5 — х5у ‘) а'՛ (№у՛՛ - х-’у2)

Ь <?(№/’֊ л-у2) = 0.
Согласно предыдущим теоремам, прямые многообразия Л2 Пересе- 
каются со всеми плоскостями (20). Следовательно, точку у можно 
выбрать на плоскости а’— (.4։/12.4э), т. е. полагать у1 =у5 = 0. Таким 
образом, исключая у։. у3, у\ из остальных трех уравнений мы полу­
чим искомое уравнение поверхности

х1 («։х* — д’х2) (а'х:' — б'՝'л’3) — х3 (а4х‘ — а.'х') (<глл- — <гх‘) - 0. (25) 
Как Xiы видим, поверхность Власова. есть гиперповерхность 3-го 
порядка четырехмерного пространства.

Из уравнения (26) непосредственно вытекает ряд следствий.
(!) Через каждую общую точку поверхности Власова проходит 

единственная образующая, которая принадлежит многообразию 
прямых 1.Л_. (I!) Вее плоскости конфигурации Власова и все пло­
скости (21) его сопряженной конфигурации являются одновременно 
образующими плоскостями поверхности Власова. Таким образом, 
поверхность Власова обладает девятью образующими плоское:ими. 
(!!!) Поверхность Власова однозначно определяется одноименной 
конфигурацией, т. е. она является геометрическим местом пря­
мых, пересекающих все плоскости конфигурации. (IV) Поверхность 
Власова является одновременно носителем и второго (сопряжен­
ного с первым) чне образия прямых Լհ. Действительно, прямые, 
пересекающие все плоскости (2!), также лежат на поверхности Вла­
сова. (\ )На поверхности Власова существуют десять точек, череч 
каждую из которых проходит пучок образующих прямых, принад­
лежащих Լ,. Действительно, каждая пара плоскостей из четверки 
(2 j пересекается в одной точке. Через эту точку проходит пучок 
прямых, пересекающих остальные лге плоскости. Следов.:и-. ьн< . 
з-от пучок принадлежит многообразию Так как н конфигурации 
Власова все плоскости (20) и (22) равноправны, то количество тих 
точек будет Сз = 10. На каждой плоскости (20) и (22) конфигура­
ции Власова будут находиться четыре точки из этих десяти. Пло­
скость. на которой лежит этот пучок прямых многообризия Л2, также 
содержит три точки из этих десяти. Например, пучок с центром 
Л, лежит на плоскости (A։A5Q4). Аналогично можно доказать, что 
существует десять точек на поверхности Власова, через каж­
дую из которых проходит пучок образующих прямых, принадлежа­
щих сопряженному (с £2) многообразию Z2. Iio эти точки ссвпа- 
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дают и всего на поверхности Власова для обоих сопряженных много] 
образин £2 я Л2 будем, иметь 10 таких точек. Плоскости, на которьа] 
лежат пучки многообразий 1..Հ и ձ2, также совпадают, но пучки ня 
совпадают. Например, для /,2 плоскость носит пучок прямых с цен! 
тром .4։, а для ձ2 та же самая плоскость носит пучок с центром .4.1 
Следовательно. прямая .4V45 принадлежит к многообразиям Л.. и 1.1 
одновременно.

Частные случаи поверхности Власова. Как мы видели] 
плоскость {abed) в общем случае пересекается с грассмановым много] 
образнем в пяти точках, представляющих пять ассоциированных пло; 
с кос гс и конфигурации Власова в Р4, и прямые, пересекающие эти 
плоскости, образуют поверхность Власова. Мы здесь только перечислим 
естественно возникающие частные случаи, когда подпространство 
{abed) пересекается с грассмановым многообразием по прямой, по 
плоскост:: и. наконец, само это подпространство является образую­
щей 3-плоскостью грассманова многообразия.

Во всех этих случаях получаются частные случаи поверхности 
Власова, подробное рассмотрение которых мы здесь опускаем.

§ 7. Многообразие прямых

Четырехмерное подпространство, определяемое уравнениями 

alkik — 0, bikik — 0. cikift = 0, d/kik = Ot l.kik — 0 (27)

в девятнмерном пространстве, пересекается с грассмановым много­
образием по некоторой кривой, представляющей линейное одиопара- 
метрическое семейство прямых Li четйрсхмериого пространства. Под­
пространство {abede) в дуальном /Հ» пересекается с грассмановым 
многообразием этого пространства также по некоторой кривой. Сле­
довательно, подпространство (abede) содержи i лэ1 точек, представляю­
щих плоскости пространства /Հ. и. не изменяя подпространство (27), 
мы можем точки a, b, с, d. е выбрать так, чтобы их координата 
стали грассмановыми дуальными координатами пяти плоскост-й про? 
еы.чгнетва Р4. Но тогда из (27) будем иметь, что линейное адноки՝ 
рамет.рич.еское семейство прямых 1.г пространства !\ образован! 
из всех прямых, пересекающих одновременно пять фиксированные 
в общее Положении плоскостей. Так как подпространство {abede 
пересекается с грассмановым многообразием по кривой, то с каждсП 
пятеркой плоскостей пространства однозначно связывается ос 
плоскостей и. следовательно, лучи многообразия Lx. пересекая эпи 
пять плоскостей, пересекают и все оо1 плоскостей, с нима свя 
зонных.

Таким образом, с многообразием прямых 1,х ассоциируется одно 
параметрическое семейство плоскостей и, следовательно, полученна։ 
конфигурация сама себе двойственна.
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§ 8 Многообразие прямых ձ0

Трехмерное подпространство имеет пять общих точек с грае- 
сманчным многообразием девятнмерного пространства. Следовательно, 
многообразие прямых Լօ з общем случае образовано из пяти прямых. 
Но так как трехмерное подпространство в /% опре сляется четырьмя 
точками, то. взяв эти точки па грассманоном многообразии, мы можем 
сказать, что с каждой четверкой прямых четырехмерного простран­
ства ассоциируется пятая прямая. Пять ассоциированных прямых 
образуют конфигурацию, двойственную конфигурации Власова.

Коэффициенты уравнений трехмерного подпространства об­
разуют шесть точек в дуальном пространстве /\. которыми отде­
ляется пятимерное подпространство. Это подпространство пересекается 
с грассмановым многообразием по двухмерному подмногообразию, 
•лредгавляющему двухпараметрическое семейство плоскостей про­
странства Р,։ Все плоскости этого семейства пересекаются с пятью 
прямыми двойственной, конфигурации Власова. Следова гелию. эти 
плоскости образуют двойственную „поверхность* В tacoea. Двойст­
венная поверхность Власова является поверхностью третьего 
^класса* в том смысле, что через каждую плоскость простран­
ства Pt проходят три се „касательных* гиперплоскости.

Очейидво, мы можем рассматривать также двухмерное, о номер­
ное и нульмерное подпространства в /%. но результаты, как и в пре­
дыдущем случае, будут двойственны результатам, полученным со­
ответственно для многообразии Լ3. ԼՀ и Z.5.

§ 9. Двойственность

Резюмируя основные результаты, полученные для линейных 
многообразий прямых четырехмерного проективного пространства, 
и имея в пилу принцип двойственности в этом пространстве (точка 

-трехмерное подпространство, прямая • • плоскость), можно соста­
вить следующую таблицу.

Կ
1) Каждой точке простран­

ства Р։ инцидентен двухмерный 
пучок прямых многообразия 
Трехмерные подпространства этих 
пучков инцидентны неподвижной 
особой точке многообразия.

2) Особое многообразие L., 
образуется из всех прямых, пере­
секающих данную плоскость.

Па
1) Каждой гиперплоскости 

пространства /Ձ4 инцидентен двух­
мерный пучок плоскостей много­
образия Iկ Точки этих пучков 
инцидентны неподвижной особой 
гиперплоскости многообразия.

2) Особое многообразие П5 
образуется из всех плоскостей, 
пересекающих данную прямую.
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1) Каждой общей точке про­
странства инцидентен пучок пря­
мых многообразия /.,. Общее мно­
гообразие Լ4 имеет особую кон­
ную второго порядка. Каждой 
точке этой кривой инцидентен дву­
мерный пучок прямых многообра­
зия Z..J.

2) Особое многообразие £.։ 
образовано из всех прямых, пере­
секающих две неподвижные пло­
скости трехмерного или четырех­
мерного пространства.

Կ
1) Каждой общей точке про- 

гтрлцг;ва [\ инцидентна только 
одна прямая многообразия Ճ;1. 
Многообразие L:l имеет особую 
двумерную поверхность. Каждой 
точке этой поверхности инциден­
тен пучок прямых многообразия С.

Կ
1) Многообразие прямых Լ2 

является геометрическим местом 
всех прямых, пересекающих четы­
ре неподвижные плоскости.

2) С каждой четверкой пло­
скостей (в общем положении) ас­
социируется пятая плоскость, ко­
торая характеризуется тем, что 
она пересекав’ все прямые много­
образия /.2, определяемого че­
тырьмя данными плоскостями.

п.
1) Каждой общей гипермЛ 

скости пространства иициде։гтя 
пучок плоскостей многообразия 
ГЦ. Общее многообразие П։ имей 
особый конус (однопзраметр.иЛ 
ское семейство гиперплоскостс|| 
инцидентных неподвижной npfr-l 
.мой) второго класса (через кажя 
дую точку пространства npoxoaiill 
две гиперплоскости этого семей! 
ства). Каждой гиперплоскости l 
го конуса инцидентен двумерный 
пучок плоскостей многообразия (Й

2) Особое многообразие I’d 
образовано из всех плоскостей 
пересекающих две неподвижная 
прямые двумерного или трехмер­
ного пространства.

П... I

1) Каждой общей гиперпло­
скости пространства Р4 инцидент 
только одна плоскость многообра­
зия П3. Многообразие П3 г.меа 
особую „поверхность- (двух пер:՛.- 
метрическое семейство гиперпло­
скостей) Каждой гипврплоскяш 
этой „поверхности" ннцндейя 
пучок плоскостей многообрази։ 
Գ-

П,

I) Многообразие плоскостей 
1Ն является геометрическим ме­
стом всех плоскостей, пересекаю՛ 
щих четыре неподвижные прямые

2) С каждой четверкой пря­
мых (я общем положении) ассо 
циируется пятая прямая, котора։ 
характеризуется гем, что она пе 
ресекает все плоскости линейной 
многообразия плоскостей 1Ն, оп 
ределяемого четырьмя данным։ 
прямыми.
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3) Многообразие прямых 
Образует некоторую гиперповерх­
ность 3-го порядка, которая назы­
вается поверхностью Власова.

4) Все пять плоскостей кон­
фигурации Власова и их сопря­
женные плоскости являются обра­
зующими плоскостями поверхности 
Власова.

5) Каждой обшей точке по­
верхности Власова инциденты 
две образующие прямые, из кото­
рых одна принадлежит много- 
обрзию А-. другая—сопряженному 
многообразию /-2.

Կ
1) Многообразие прямых /,։ 

образовано из всех прямых, пере­
секающих одновременно пять фик­
сированных (в общем положении) 

. носкостей.
2) С каждой пятеркой пло­

скостей в связываются со1 пло­
скостей, характеризующихся тем. 
что каждая из них пересекается 
ср всеми прямыми многообразия 
/•;. определяемого этой пятеркой.

3) Многообразие плоскостей 
П5 образует некоторую „гиперпо­
верхность1' (трехпараметрическое 
семейство гиперповерхностей)тре­
тьего класса (через каждую 
плоскость пространства проходят 
три гиперплоскости из этою се­
мейства). которая называется двой­
ственной поверхностью Власова.

3) Все пять прямых двойст­
венной конфигурации Власова и 
их сопряженные прямые являются 
„образующими” для поверхности 
Власова, т. е. многообразие всех 
гиперплоскостей, проходящих че­
рез каждую из этих прямых, яв­
ляется подмногообразием для это­
го семейства.

о) Каждой общей точке двой­
ственной „поверхности* Власова 
инцидентны две образующие пло­
скости, из которых одна принад­
лежит многообразию П3, дру­
гая — сопряженному многообра­
зию Им.

Пх
1) Многообразие плоскостей 

образовано из всех плоскостей, 
пересекающих одновременно пять 
фиксированных (в общем положе­
нии) прямых.

2) С каждой пятеркой пря­
мых в Р.։ связываются со1 прямых, 
характеризующихся тем. что каж­
дая из них пересекается со всеми 
плоскостями многообразия П3, 
определяемого этой пятеркой.

Дальнейшее продолжение этого списка приводит к уже пере 
численным (начиная с конца' результатам с переставленными столб 
нами.

Армейский пел.илгический институт 
им. X Абоняна,

Институт математики и механики Поступила 27 III 1961
АН Армянской ССР
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IJ. I?. <iuiruiu| h'HUtiG

ՊՐՈեԿՏհՎ. ՔԱՌԱՋԱՓ ՏԱՐԱՄՈհՔՅԱՆ ՈհՂՒՂՆեՐհ bl 
гитирзпмльгь գծայւն риятьшэзпьиьгс

Ա Մ Փ (1 Փ Ո հ 1Г

Աշխաւոանըւււմ տրված < րաոաչավէ տարածա խրււն տղիղների ղծ 
րո(որ րտղմ աձևա թ րոնների iiiliiiiu թ րէմհր: Ար/. (ածված Լ պ ր ո ե1[ւււի,
իննս/ չափ տարածէէէ pլան ղրասման րրՀււ րաղէք տձև տորոններ ի I: վե րշիննևրի 
հետ կապված հանրահաշվական մեխողների օղնոէ խ/ամր։

տարիք ուp րոնն!ւ րի ղծա/ին ր ա ղմ ա ձև tn խ րոննե ր ի աև ոուխ րււն ր է/տարքվաւ 
է; ուղ ի ղ՚ն և ււ ի աեոու խրււնիւյ, քաոաչափ տարած սւթ րււն երկվա թ րււն ււկէչրււ/.նր\ 
մ իշորով1

Աշխատ ան.ր<ս մ րւ,11ր Լ տրված նաև աղ խին և րի ևրկշափ րտ ղմաձև ու՛ 
թյան Л 'Լքասււվի կոնվփւրորարիալի ււերա կապը:
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