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МАТЕМАТИКА

С. А. Акопян

Интегральные преобразования с ядрами, 
являющимися обобщенными гипергеометрическими 

функциями и обобщенными функциями типа Вольтсрра

В работах |1|—[3| М. М. Джрбашяком была развита /.^-теория 
интегральных преобразований в комплексной области при помощи 
ядер, являющихся различными специальными функциями. В работах 
|1], |3| при помощи асимптотических формул для функций типа Мит- 
таг-Лефлера и Вольтерра при больших значениях аргумента удается 
получить явные выражения для их преобразования Медлина и уста
новить, что эти преобразования удовлетворяют важному функцио
нальному соотношению, играющему основную роль при построении 
соответствующих интегральных преобразований в комплексной об
ласти. В работе же |2| были рассмотрены интегральные преобразо
вания, связанные с функцией

СО 2^’
(г; Нх. и) = + +

являющейся, очевидно, обобщением как функция Митта г-Лефлера, 
гак и функции Бесселя. Не имея, однако, асимптотических формул, 
позволяющих судить о поведении этой функции в замкнутой пло
скости 2 при больших значениях аргумента, в этой работе, выражение 
соответствующего преобразования Меллина устанавливается при по
мощи теоремы о вычетах и некоторых оценок контурных интегралов.

В настоящей статье приводится построение /.«-теории инте
гральных преобразований с ядрами, являющимися обобщенными ги
пергеометрическими функциями вида

£,г№ + ь)"-гад + и ‘

и обобщенными функциями типа Вольтерра

(D

(2)
о
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Обобщенные гипергеометрические функции в связи с их асимп
тотическими разложениями были изучены Фоксом [4| и Райтом |5|. 
ио полученные ими асимптотические формулы не пригодны для 
замкнутой z плоскости, ввиду чего не могут быть использованы для 
вычисления соответствующих преобразований Меллнпа. Поэтому и 
настоящей статье вид преобразования Меллина для функции (1) или 
(2) мы устанавливаем также опираясь на теорему о вычетах и оценки 
некоторых контурных интегралов. Отметим, что интегральному прео
бразованию. связанному с обыкновенной обобщенной гипергеометрн- 
ческой функцией вида

" И Йо ПЛ+н).. Г^֊г'|<)
z

была посвящена работа Фокса |6], доказавшего лишь теорему типа 
Дирихле.

Автор выражает благодарность проф. М. М. Джрбашяну за по
становку задачи и за руководство.

§ 1. Преобразования с ядрами вида pFf/(z)

Г\ Обобщенная гипергеометрическая функция определяется как 
сумма ряда (см. |4J, [5], |7|, где рассмотрен специальный случай, 
когда 1.։+1 = Р?+1=1)

81’ ••• V;

« Г (Kj-' + v,)-.. Г («-■ + .,) к 
^1iW։ + i4)---r(4+1 + ։‘,T>)2,

где параметры 51։ • • •, р1։. • •, р, ։ положительные вещественные
числа, а параметры v|։..р вообще говоря, произволь
ные комплексные числа, но с тем ограничением, что ни одно из чисел 
W՜1 Н ч,- • - 1&~ * 4- •-> (Л — 0. 1, 2, • • •) не равняется нулю или отри
цательному целому числу. Функция рЛДг) — целая при указанных 
значениях параметров ։, если только

Используя известные формулы определения порядка и типа це
лой функции, находим, что функция рЛДг). при соблюдении условия 
(1.2), имеет порядок

р “ Z1 ~+ПГ_1___ » (1'3)*
Р1 ‘ .%+1 Պ ZP
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При некоторых частных значениях параметров, функция р/^(г) сов
падает с хорошо известными функциями. Например, при 8։ = • • • — 
= = р։ = ••• = p^j = uff+1 = 1 мы получим обычную обобщенную
гипергеометрическую функцию.

Приведем некоторые интегральные формулы для p/>(z). Почлен
ным интегрированием ряда (1.1) получим, что при з, р, ?>0

I
dt =

։
F I ՝«..••■.VI ..м (15)

Установим теперь, что справедлива формула

լ
С F I sp։' '• V ’ ’»'р zt |՛է' ’е'՝!dt — 
,) ՛ ՚ ’ Г'7-j-։ * 1էյ։ ’ ,ւ՚ւ ■ ՝I I

I Pi»’ ’ *’ P<?։ ' > ։Լ//՛ %+l
(a>p,?>0) (1.6)

где г —любое комплексное число, комплексный параметр С подчинен 
условию

при ?<«. ReC>0
при Р = a, Re С > с| г Л (1.7)

а Р и с определяются из (1.3) и (1.4).
При ? = () формула (1.G) справедлива при любом 3 > 0. ReC>0. 

поэтому рассмотрим случай z -Ւ 0. Если С удовлетворяет условию 
< 1.7). то число s>0 можно выбрать так, что

при Р<а, ReC>s

при р = ReC>(= т֊г),гГ. (1.Ո՝

Из определения типа функции лЛ;(г) следует

ր(^Դձ)...ր(^'+^ ՜՜ > д։ (1-8)
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где Л,>0— постоянная, не зависящая от Л>0. 
Далее, имея в виду, что

*
* Г _ *

шах է' е՜1' «= (—\ е ’, 
0<г<- \«Т/

из (1.8) получим 
որս

max 
o<t<~

Г(«?։4֊ъЬ--Г(«^+^) г 4'

(1-9)

где Лв(е; |շ|) не зависит от k;
при р — а

I Г («Г1+’,)■■■ Г (*’;՛+’f) J.՛՜ -(•■’•г)”1'' 

о«<- 11 (Ар։՜* + и)’ * • 1 + Н«+։)

(1.10)

Из оценок (1.9) и (1.10) вытекает, что при р<а и р^а соответствен
но на полуоси 0<г<ос равномерно сходятся ряты

. J U-.=

= £ Г(^4-л)-г(«;Чу, ) Л -н» ֊1 41
*-0 1 (Հ5։ 1 Н) * •' Г (Лр^+։ ։ + )

и

/ (’+г. гЛ/-> =
» Г (И,Г (*»;• + »,) Л+’-' 

(*Р,-* + Н.)• ■ • Г (*»,', +

Ввиду (1.7Z) отсюда следует, что разложение
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։.-vJ :г?р-'
1р„-- ь--էւ I

У 1W + 'i)---|W + -',) ?,՝+՜ 1 , 
Г(Арг՛ +1*.)-••։’(*₽;,՛ ,+^н)

допускает почленное интегрирование по է на полуоси [0, 4-«>). Если 
заметить, что при НеС>0

(k>0)
J rk* 4֊ p

то. выполнив интегрирование, получим формулу (1.6).
Наконец, используя интегральное представление Ханкеля для 

гамма-функции

1 
Г(«) ՜

1
2гЛ еи du.

где С—контур, начинающийся в — х», обходящий начало в положи
тельном направлении и кончающийся в - х, получаем, что при 
Р <Ру (1 < i <. q 4՜ 1) справедлива формула

2 
50 •P^pPv ’Х-н’

1

; zu
$ր օտ, • • •, Vj, Vj,, • • ■, -{)

₽»•■•՛» ?/_i • p<+։»• • • ՛ ։xr

X euu "‘du.. (1.11)

2Հ Для построения интегральных преобразований с ядрами 
в классе 7^(0. со) необходимо установить вид преобразования 

Меллина для функции л/ / (-*). С этой целью введем в рассмотрение 
следующие функции, мероморфные на всей плоскости комплексного 
переменного s (s — г 4՜ it)

V
?r-

; s; ji; a -7(P(S:p;a) =

fto+u O(r , 1Հ71՜ £ U -yU + l*֊ 1))

SinzHS+li- Г} ’ I’ ( H ± (s 4- U - 1) ) • ■ • r( 1^֊ ֊ (s ֊ 1))

(1.12)
2 »Ьпесп։я AH, серии фю.-мзт. паук, Ai I

Ar ki.». n auv i
4 ԳՐԱԳՂՐԱՆ
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. s, и I = //Հւ)= 
г 1р1.---эр7+։;н»---,^ж '

£.г (’•*>+ i<տ ՜ »> )•••''( %+■ + Ժ՜ <տ ՜ •*>) 

= 4 — ■  ------------- <——շ----------------------------- —£-■ (1.13)»
!■ (v, + -Է(»- H) )• • • 1՝ + -Է(S - Л)

На входящие в эти функции параметры ՜Հ,-- ■, ор* 'v-• *,vp; р1։-• . р7 ։. 
у։.- •, ահ/ . ։; о. у нас самого начала наложим следующие ограничения

б) . Р — ЧР= ---------- 'Դ 1֊ ֊շ-ր (1.15V

в) для 1 данного р > -к-

2?Հ в <2"“2^ ’ (1 16)

В дальнейшем относительно параметров рг ц,; 'У, vy (/= 1,2,-*֊ 
<7-i-l;/= 1,2,-•*,/>) будем различать два случая:

А) параметры р, и у.. не равны одновременно единице ни при 
одном значении i = 1, 2, - • <? 4՜ I;

Б) при некотором значении k {\^.k^q - 1) ?b = y-ft = 1, но ни 
при одном значении j =1,2,- ■ -, р параметры и не равны одно
временно единице.

Очевидно, что при одновременном равенстве рЛ< = Jti|=l
= հՆ,= 1 при некоторых значениях kx и k., индексы р и q функ

ции pF,, понижаются па единицу.
Лемма I. Пусть все > О (/=1,2,...94 1)

уу>0 О։-1,2...-Р).

Тогда՝.
1) если параметр у. удовлетворяет условию

4-<^<4՜ +4՜Ո1'Ո П*7/^/) Н-171
- Հ 9 1<J ր ՛՛

в случае Л) и условию

1 , 
2 <

_ 1 1 ։ , . v 
Iх < 2՜ I- T,m п (1.170

e случае Б), то

ք<Հ շ у)-Ли,Р. <Հ ձօ ; (1.18b
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2) если параметр ;ւ удовлетворяет условию

;х < ֊а~ 4-— mln (|*fpp

с случае А) и условию

(1.19)

•՛՛ случае Л), то

:*<4՜ + 4՜ min Ա> ’ձ՚ձ) 
- -

_sup |i)|<oc.

(1.19 )

(1.20)

Доказательство.

(1.17') функция (s; ц: а)

1) При выполнении условия (1.17) или

не имеет полюсов на линии Res = ->

Поэтому достаточно лили, убедиться в том, что при |/| -ос функции 
Л'.(4-4-/7; и; г) остается ограниченной. С этой целью воспользу

емся формулой

\V(r^it)\ = Ol\f' е / (1.21)

которая следует из асимптотического разложения гамма-функции |8[. 
Ввиду (1.21) при Ա|-оо будем иметь

/7; а; а

откуда, в силу условия (1.16), следует ограниченность функции 

'7; ПРИ т. е. утверждение (1.18) леммы.

2) При выполнении условия (1.19) или (1.19') функции Н- >(s;t»)

не имеют полюсов на линии Res - i , а при |^|֊>оо имеем 

"\Հյ +1է- ւլ) 1է1 -•■> ос

t i куда в следует утверждение (1.20).
. В дальнейшем вместо К ( s; р;-£- ) и l\( s; а; 2г— ’ ) будем 

\ —Р Հ “ \ 2'' )
писать соответственно A'p'(s; н)-

Лемма 2. На всей плоскости комплексного переменного s 
< прав едли-вы тождества:

й) е ՛ /<!+)($; р) //'.-)(! —s; ,1)Д-
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4 <։-։*)
+ е KJ֊) (տ; И) / /Ж (1 |Л) = 2rp; (1.22)

б) если о>1, то для всех значений параметра w из отрезка
0, 2-( 1 - -Ц

\ р /

շ ; + “> ) Я}+> (I — *; !а) +•

-^շ-Ա-F) / О- \
-t-e ■ j//<-)(։ х;и)=0. (1.23)

Доказательство, а) Из (1.12) и (1.13) имеем

/rpCrtjx-l) iJ-U-յՕ
КЖ (s; ]i) /7֊ (1 - s; н) = ֊ :------- и*

р ՚ р ' ' sin ко (տ ֊|՜ jt — 1)

x> • ։r * • I * /

откуда и вытекает тождество (1.22).
б) Из (1.12) и (1.131 имеем

KJs; р;а) >(1 ֊ Տ; թ) = sin Tip (s f ;i — 1/

տ; ահ a + _Լ\/Հ֊41-Տ; И) = -
np^4^՜В * * * * * 14*՜’’ փ<։։>

В частном случае, когда ?= , параметр а имеет единствен

значение тогда тождество (1.22) принимает простой вид

/<։ (տ; н-; ^) Н (1 — s; н) = ~ 
2՜

где
-'уО-ю Հր<։-^

// (տ) = е ' ֊) (.$•; p) 4- e ’ //Ж (s; ц).
•i i

Из результата леммы 1 следует, что при условии

Sin ”P (.Հ փ p.—1/ •

Заменив в этих равенствах а через | о>, приходим к требуемому

тождеству (1.23). Если 0 < <п < 2п ( 

3’ ,։>— 4-« не выходят из промежутка

1 1 \ * |1------- ). то значении о I <•>.
Р / 2р

Д. 2k-.!L .
2р 2р

ное
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одновременно будем иметь

/<r/4' + zY;ix;a) ^(Ч՜ + Ա՝—Ц-------------- -- и-----------j--------------- — С Կ<~ °°* °°)-

է- » 4--^

Отсюда по теореме Медлина (9J заключаем, что существуют пределы 
в среднем

2- г •«
= > !.Ո1. (■ x-ds 6 m oo).

x 2-։ 1—s
J--to

(1.24')

Կ (X; u) 

A*

1
= շ՜յ- 1. i. m

.յ֊Ւ/օ

J 1 —s

I
f -ш

x~sdsL2 (0, do). (1.24')

Лемма 3. При выполнении условия (1.17) или (1.17')

k(x.ц.а) ~ Ք (гЛЛ, =

Р ‘ •- и./;։) А'р֊։-гН

.V ։
= СлГ1’*՜՛’^՜’ ն’“*’ Կ՛ ; e"t* (1.25)

J Ipv-.p7H:h.-"-:\ , I

для всех
k 2p I ՛

Доказате л ьство. Мероморфная функция

К, (J —s:^;a)

=.«?*-»>«-> ■• (^+f (»-»֊>)•••r (^+ u - H)) _

Sinnpt,-^ Г(!1։ ,

г: силу условия (1.17) иля (1.17х) не имеет полюсов на прямой 
Res ֊ 4՜« а полюсы, лежащие в полуплоскости Res> Չ , простые

и совпадают с точками последовательности
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$fc=ty֊‘ -фи (/е=0, 1, 2,---).
Заметим, что

Res 
5 =

М1 -s^;») „։֊ւ 
" л

S

• :Ն.:|) fcP4-< Ս՛ *’ “'■”Ն 

(1-26)
Пусть R.t =|» -I■( ո -г i )р՜1 (//=0, 1, a Ln означает 

контур области Dn, являющийся пересечением круга \s\<Rr. с полу

плоскостью R֊es>-^-. Функция

/<р (I — н; а) 
ճ

:оломорфна в области Г'„, кроме точек s._ = йр՜14֊ н (й = О, !.•-•,//), 
где она имеет простые полюсы с вычетами, которые задаются фор
мулами (1.26). Поэтому для х ■' (0, оо)

If Kf(\ s; и-; ft)
2id I s

Q

x’ ' ds =

I

“ 1 ; Հ|-1՚(էյ;4-՝,) (efax4* <.-1
Гог (%' + I‘i) •r (Ч՜+ւ + ss+1) x

i_ f I "

x J I г <*РГ‘ + ։O- ■ • >’+ !^+1)
t^'dt. (1.27)

Пусть /7?’—точки пересечения окружности I s| =/?,. с пря- 

мой Res — -i-; так как R*a = | ■ R* — , то lim /?’ — ֊I- оо. Напи

шем формулу (1.27) в развернутом виде

2֊ 4֊ iR*

2тЛ J տ

շ՜ ՜ ,/к>п

Լ ք IУ г_<и>՜'.,± ’ւԼձ֊ ։՝(е. м
х J I Дт(’W +н)-■ •։՝(^Հ1 + р.„։) I

О

Yn{x),

(1.27')
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где
1 Г /<_ I I — ;л; а) г ,

М*)=~- ) ~------- $--------- х ds- *£«>•«)• (1.28)

1*1 = *Հ) 

fte .տ՝ > "շ

Займемся теперь оценкой функции Кп(х). Из асимптотической 
формулы для гамма-функции [8] следует, что при любом а ■- (— оо, оо), 
когда /?->оо

I Г (а 4- /?Ժ՝)| = O(R ’ (1.29>

— о (o^>0), при этом порядок правой части равномерен отно
сительно всех значений 6. Далее, справедлива следующая
оценка |1|

при s = Rne,(, /Оп»

Sin яр (u — S)

<

2}Հ2 exp |р/?я |(я — a)sin<p — si sin?|}, если 4-=^ r
Դ - (1.30»

exp If/flr, (я — a) Sin ?j. если •

Предположим, что все р( (Տ,) отличны от =» или же при некото
ром /(/)pz = оо (й/ = оо), по соответствующее = i- )• Тогда

из (1.29) ввиду (1.14), (1.15) следует, что при s=Rr.e‘v и п—оо

*’ (ух + |Х) )■ ■ ,г( ՝,р + v(s ՜ ю)

r(l*i+ “(5֊р) )-*-1/н7+14- ֊^֊ (S —н))
\ Р։ / . \ ?«+։ /

= 0(/?Г ՛ ՚ 2 eRn |С05? + ?shv?) o^cos?).

ila (1.30) и (1.31) вытекает, что при տ = Rne':

(1.31)

1Кр(1 — S; u:
|)з։и9

I
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а при

U—

где сх, ճ։,-------постоянные, не зависящие
К - г.

что — <а <2-֊ , из этих оценок2? 2р
ж
4֊ < ? < ֊շ • п. > л0

I

. Rr»cos“ «п|#(гс у]Ի»1”?։
‘ " е

от п > riQ. Но ввиду того, 

следует, что при s = Rne^,

_ „ /?„C0S5
|К,(1 ™«)1®Հ(£)- (1.32)

Из оценок (1.31) и из второй оценки (1.30) при s = Rne^, 0<|?|<: 

<-^֊»л>л0 получим

И, (1 - ш a) I ^R„ (-է\ (132')

Выберем п > пх > п0 настолько большим, чтобы при фиксиро
ванном х>0 имели

I оех с.ех] - _| ,пах|«г՛ tn<e •

тогда из (1.32) и (1.32') получим

։ -/?„cos?
|Kr.(l-s;ji;a)x^<ce/?^ (1.33)

4

при s = Rne\ n>nx I փ I < —

Наконец, из (1.28) и (1.33) получим

L 2
I Уп (А*) | «Տ c.Rn х՜1 i е < ֊-*т (л > л,)

°

откуда следует равенство

ИтГн(х) = 0, xf (0, 4-оо). (1.34)
л-.—

В тождестве (1.27*) переходя к пределу при п->оо, ввиду 
(1.34) будем иметь
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4-է 'Հ
1 г Ко ($; н;а)lim —I -֊4-----------x~5ds =

a-w 2~/ J 1 — Տ

1֊‘Հ
* լ
(Л(Л')Г ' dt, ЛГ^(0,ЭО).

О
(1.35 г

Но равенство (1.35) сохранится и в том случае, если в его левой 
части числа Ջ* заменить любыми числами ап, удовлетворяющими 
условию

lim ап = ос. (1.36)

Действительно, пусть последовательность խ„) удовлетворяет условию 
(1.36), а числа ktt определим так, чтобы

Обозначим

по лемме 1 имеем

I, О/» " R ь ՛ 1 ՛*л+1
fl > I.

i-s x~sds,

г “Խ

V(a)-V(lV )l C
Ил-J

an

dt RkKn (1.37

H° = ]/ = (Հ ֊(- -i-)?՜1. поэтому R'n J —

—/?* = 0(1) npH zi->oc. Ввиду этого, переходя к пределу в (1.37) при
л->со, получим

2՜ т/"
1 [• K?(5;ii;a)

2S J - 1 - S
I2-֊,«

Л-֊՝ Л= J pTjeV )ր՜'<1է.

О

Из этого и (1.24) и следует (1.25).
Таким образом в лемме 3 было установлено явное выражение

для функции ЛР(х; а) |в дальнейшем вместо А?
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( х;и;2к ijr ) бУдем писать соответственно Л< {.v; |xi|.Установле

ние аналогичных явных представлений для функции Л< ! (х; и) сопря
жено с определенным затруднением в применении теоремы о вычетах 
к правой части (1.24*) (см., напр.. |2|, где рассмотрен специальный 
случай соответствующей функции 0/-’։). Поэтому на этом мы здесь 
остана вливаться не будем.

3 . Опираясь на основные тождества (1.22). (1.23) леммы 2, мож
но установить следующие предложения, доказательство которых мы 
не приводим, гак как они не отличаются от доказательств соответ
ствующих теорем работ |1|, |2|.

Теорема 1. Пусть параметры Հ։. • • •, ор; v։, • •, vp; р։, • • •, р^+։;
I1,/ . 1 удовлетворяют следующим условиям

и ±=±+...+_ւ_._ «----------- ' <2
Р Pi Р9+։ °։ ?Դ

4՜Օ = 1հ4----- FP,;+| —'։-----------

՜ 1 , 1 . ..< -շ- 4֊ min J: u։ о,. • • •, , ։ p7+։; vxox,• • •, vpop),

параметры p., и ՝•} (i — 1.2, • • •. q 1; / = 1, 2, • • •, /?) положительны.
1 * 1причем при p. «= ос примем р. = — и при у= оо примем հ=-^-- 

Тогда
а) Для любой функции рду) ձ2(0, ос) формула

/{ >(*)
լ_ d / »(w)

■/2кр dx\ У 
о

Z (У) dy

определяет почти всюду функции и f ->(х), принадлежащие 
классу £2(0. ос). Двойственная формула

£(у) =
1 G <՛֊՛*> d 
=— е ֊ր

ք Л‘+,(^у;р) Л .
-------f^(x)dx l- 

о

/2=Ч> Ф J х
О

также имеет место почти всюду на (0, ос). Существуют посто
янные /Их > О, Л!.. > 0, не зависящие от функции., такие что

I/ 1 (Л-) ֊dx^z Л/։ IK (у) rdy (1-38)

о
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р£(у) 2<v^.'W1 

о

6) Обратно, для любой функции /(х) £ £2 (0, оо) формула

^\у)
1_ dr^>(xy;;x) 

Г2-<7 4у.) ՜ х
I)

Հ(-է)ժ.է

определяет почти всюду на. (0. ос) функции Чу) (Ч.2(0, оо).
Двойственная формула

/(x) = -----Ա
V 2kP

/Հ՜”* (xy;;i)֊Ц֊—g^(y)^y4

/2*Р
d Г 
tfxj 

0

—----- £(-)(уМУ

e
0

также имеет место почти всюду на (0, — оо). Существуют посто
янные Х։>0, К2>0, не зависящие от функции и такие, что

Հ» СО
(Ն >(y)fdy</(։ [|/(х)|Мх

еЙ
»։ (1.39)

X =с. со •
р/(X) I 'xd р Я(+Чу) I2 dy 4- Чу) Р dy .

0 0 Կ

Теорема 2. Если g3 (у) произвольная {функция из класса 

ао
l£i (У) РУ^^^’^ХЧ-00»

6 
пи функции

6

принадлежат классу ճ2(0, со). Целые функции порядка и ко
нечного типа, определяемые по формуле

(h(z) = е ' —- ----- I е ՛ ) х1*՜1/ J(x) dx 4֊

о
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-l-е —т=-
/ 2«Р J

и

' 1 _/
p/\(z/ е х^՜1 (х) dx (о>0)

сходятся с среднем к ձն(5'). когда <?->-|-оо в смысле
00

ijm Jlgi Су) - <?«(у) Гу2*р ?՜' = <>• 

о
В случае, когда р > 1, справедливо также равенство 

&>
Нт ։<у = 0. — 2-
•։ •• *>,) ? Р

О

§ 2. Преобразование с ядром р\(г)

Введем в рассмотрение следующую функцию
;2]տ^(շ) =

s' dt (2.1)

где параметры • •, vp..., v; ар.... • положител։.
ные числа, и

В силу условия (2.2) интеграл (2.1) представляет голоморфную 
на бесконечной римановой поверхности - ©о < argz<oo, 0<|z|< <ю 
функцию, при этом для подинтегральней функции выбирается та се 
ветвь, которая принимает значения exp(/log|z J на полуоси argz = O. 
Заметим, что функцию /ivv(z) можно рассматривать как предел функ
ции PF։/\z) при р --г оо, если г=1. Действительно, если при р.֊>ос, 
2յ~> ОС (х = 1. 2,..q 4- 1; j = 1. շ,.... Р)

то имеем
1

„v։/(z) = Hm -p^iz՛ ) 
Р—СО р

Функцию (2.1) естественно назвать обобщенной функцией тина 
Вольтерра, так как в частном случае при р — 0, q О. Эта функция 
впервые была рассмотрена в работах Вольтерра. Как отмечалось вы
ше, в работе (3| были изучены свойства этой функции и построена 
Л2-теория интегральных преобразований с ядром Вольтерра. В на-



Интегральные преобразования 29=>

стоящем параграфе строится ձշ-теория интегральных преобразова
ний. ядрами которых служит обобщенная функция типа Вольтерра.

I . Приведем некоторые интегральные формулы, связанные с
Функцией 0*7(г). Из (2.1) легко следует

р и ''/-г»

г֊֊ = 
о

(?>.•••.м .;./h

։\ ։.т+*
₽,г>0).

(2.3)
Установим теперь формулу

ОО —

О
1

= <. ;гС Ч (г<а, 8>0). (2.4)

где z любое комплексное число, а комплексный параметр С подчинен 
условиям:

при ր<Լ*, ReC>0,
(2.5)

при r = «, ReOsizl'.
Здесь

<_ -L -֊

տյըՀ...(նճ"'(ճ\ ’՚:.հճն (2-6)
\ г / \ Г / \ ր ) \ Г /

Если ' удовлетворяет условию (2.5), то число з>0 можно вы
брать так, чтобы

при г <а, ReC>£,
(2.5')

при r=a, Re О (տ4- է)|շ|Հ-

Из формулы Стирлинга следует, что 
и I и

j [■«-, 1 >,> ••Г(//.5;|Ч-ул) I = 11 2 (sref), и ->ое (2.7)

I г'Нг|4-у1)-«»1,И;14-ур) __
И’ (^-1 + յհ) • • • Г (щх;;։ + 41)

p(««i ‘ Н1”-։՝(и%;։ +^։И 
где

4 = Н է------ г 1\,. ։ ~ ն----------->4- <2-8>

Поэтому можно указать такую постоянную Вх, не зависящую от и. 
•ггобы
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Далее, имея в виду, что 
и 
՜ -т/ max t е 1 

«</<*•

и
Г »

в

из (2.7') получим 
при ր<Հւ

max
о - г ~

и
г(^г> -b ն)-- լ' (Հ^1-ք-^) Հ е

’’(«V* !֊ 1ьЬ-П«*7+| + %-м)

и и

(2.9)

при га

max 
и / а Г(«х,Ч-Н)...Г(,7Х. ՛, 

и

/Г е

4
(2.10)

V՜1՜ ճ /

Из оценок (2.9). (2.10) вытекает, что при г <а и г^а COOT-

ветственно на полуоси 0<Z<oo равномерно сходятся интегралы

* ' ph,{2ta) Z3՜1 -

<z>

о

Ц I
Г («У+ >,.) - Г • du

1'(^1’ + Pi)--'|,(^’4։i + p.7+i)

и

■՛

У + Ъ)---Г(«У + У +Г'/(

о

du.

Ввиду (2.5') при интегрировании по 0<Z< i х выражения

t’ p'tq
ОО I ч ।
(’ >'«■ + ».)■••Г(«У+ у) /Հ+ е --‘du
J Г(««։ 1 + Иг)---|։(«%Л +М։)
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допустима замена порядка интегрирования. Если заметить, что при 
Ret>0

Г (ид *4- 3) 

%
(// > 0)

го, выполнив интегрирование, получим формулу (2.4). 
2°. Введем в рассмотрение следующие функции

Im $ < 0

0, lms>0
(2.11)

0. հոտ<ՀՕ

Im ճ > 0

Нетрудно проверить, что на всей плоскости комплексного перемен 
кого տ справедливо тождество

Л1|+1 (Տ)// ։(1 s) ЛГ '(Տ Н'“(1—տ) = 2-- (2-14)

Используя асимптотическую формулу (1.21) для гамма-функции, убе
димся, что при $ = -i- 4- /7 (֊ х</<ос) 

Л-

sup

-Ж

ос. (2.15)

(2.16)
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если только удовлетворены условия

1 I... _J____ 1
а1 %+1 И1

•i. -4- ...Հ- ւլ . — 1 = v. •- • • • 4-

= 1, (2.17)

’■ж
/?
2 т. е и =2

Из (2.15) и (2.16) следует, что

,Wr\s) 
1 - տ

/7’ ձ(տ)
1 — Տ - /О°’ 2

Отсюда по теореме Медлина [9| заключаем, что существуют пределы
в среднем

Н

77l(±>(*) _ J_ 
х 2«/

+Խ
;И( ՜ ’ (տ)

Л' ձշ(Օ. ОС |
(2.19)

—Խ

I Տ

i-
№<*) = I , . m ք

X 2гл ;.;J I
/1{ •> (տ)

տ л' և/5' 745 >• (2.20)

В

Т Ла 

дальнейшем через р) обозначим следующую функцию

(г՝, թ) = Р՝*Ч (Z).
Лемма 4. При выполнении условий (2J7) и (2.18)

у +Й 
2Մ,;.՚:»ՈՆ ք

<л

41Ս,(Տ) . If
1 — տ л ^ տ~ ~x 

0

(2.21)о

2

Доказательство. Пусть Ltl—есть контур области ZJ+( տ | հ.ս. 

О < args < . Так как функция

/(*) = ֊-------- -
տ + ՜շ՜

2

голоморфна в 1>՝а, то по теореме Коши

f(s)ds J (2.22)
0
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где Со — есть дуга 0 < ? < ~ окружности տ = ае‘\

Оценим интеграл

Имеем

(2.23)

5՜
< 5» С е Г *,“Ոև х“^

Предположим, что все а (5у) отличны от ос или же при некотором

' (;) 3/ = □о ({Լ = ос), но соответствующее ц = ֊ -- 'l • Тогда 
2 !

.из (1.29) ввиду (2.17). (2.18) следует, что

3 Цшосгк» АН, <срм« <jno.-w»f. иа;ж. л* I
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Выберем а настолько большим, чтобы при фиксированном
имели

1. е.
Ilin = 0. (2.27Х

Подставляя значение /(s) в (2.22) получим

(т^Н-Ур) 
r(i«։i փ jij). ..Г(х%1|4- յ^)

х
I
5 d~ -Г

6;-;l"'w-'w+v) /-»՜dt=0.
J #+_L + +—

или

W + ’.)-rW;'+’i.) , ‘г j-'r, 
Г(«,' + Г («-J,+|։,+։) (e X) dx

1շ *«»

dx 4-

(2.28 V

Переходя 
получим

в тождестве (2.28) к пределу при а->о©, ввиду (2.27)-

I. i. m.

.՛«

Me
T^A՜ ԿէՏ

r I'(^,1 + v,)-- 14^,'+Հ,) 'г - 
.1 >Ч-«1-1 + н)--֊<’Ч%.|, + и,!1) Х1 dx.

т. е. (2.21) в случае верхнего знака |-.
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Аналогично мы убедимся и в справедливости той же формулы в 
случае нижнего знака, если в качестве контура La взять Гранину об

ласти D։i:\s \ < а, Հ arg s < 0.

Что касается функций /г ' (х), то установление явных формул 
тля их представления сопряжено с теми же затруднениями, что и в 
случае функции А' ’(х; а).

3 . ПолЕ.зуясь основным тождеством (2.14). а также определе
ниями (2.19), լ2.20) w(±*(x) и ուլ՛ (х}, можно установить следующие 
предложения, доказательство которых мы также, не приводим, так 
как оно сходно с доказательствами предыдущих теорем.

Теорема 3. Пусть положительные параметры аР а5,- • -.а, ։ 
?։• ₽t»‘ ‘ 0/ Н՛ 1Դ'''• Iх,- !•’*։• ։'շ*։'' • V удовлетворяют условиям

Hi*г ------- 1՛ И.. I — ՚~շ----- — vi Ч- ՝>* т........ I՜'՛'/»—

причем $i. — -i- при а, = оо и = ֊ր при 3. = ос (/ = 1, 2,• • •, q 4- I 

/= 1. 2,•••./?).
а) Тогда для любой функции g(y)^L2(O, оо) формула 

,(4.Խ . I d Г m (xy) . . . 
f (x) = W J у sMdy 

0
определяет почти всюду функции f ’(л*), принадлежащие классу 

оо).
Двойственная формула

г(у)= I >(x)tix
v ]/2к dy J х '

о

, I d I’ /?"'(ху) յԻ). . ,
4------------т- I ------- t (x)dxу 2» J А՜ 

и
также имеет место почти всюду на. (0, ос).

б) Обратно, для любой функции /'(х) ՜ /.2 (0. ) формула

(-). . 1 d Г Л’ ' (ху) .. .
я' ’(у) — —= | --------  - f (х) dx
6 I l’v J v

определяет почти всюду на (0. оо) функции (у) / ։(0. «=). 
Двойственная формула
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.- . 1 d Հ որ՜ 1 (xv) (, )z . ,/(Х)=7Г*Н ’W^+
о

+vs^J~r^ (y,y 0
также имеет место всюду на (0, оо).

И в этом случае равенство Персеваля заменяется неравенствами 
аналогично (1.38). (1.39).
Институт математики и механики

АН Армянской ССР Поступила 29 IX 1961

U. IK Հակոբյան

ՒՆՏեԴՐՍԼ ՋԷՎԱՓՈԽՈԽԹՅՈհՆՆեՐ. ԸՆԴ1ԱՆՐՍԼՑ4ԼԱԾ 
ՃՒՊեՐեՐԿՐԱՋԱՓԱԿԱՆ ՖՈՏՆԿՑՒԱՆԷՐ ե< ՎՈԼՏԽՐՐԱՅՒ ՏՒՊՒ 
ԸՆԴԼԱՆՐԱ8Վ.ԱՄ ՖՈհՆԿՑԽԱՆԵՐ ՃԱՆԴՒՍԱՑՈՂ. ԿՈՐՒԶՆԷՐՈՎ.

Ա Մ Փ П Փ (I !• Մ

՜1ւերկա աչի։ nun ու ի} լո։նո։.մ կաոո։ ցւիսծ Լ ինտեգրալ Ah ափս խա [J րոննևրքւ 
Լ.տ Hthum [d րսնր, որոնց համար կորի դներ են հանդի и անում ( 1 )-- ընդհանրաց
ված հիպ1ւրևրկրաչտփական ֆունկցիաները և (2) —'Լորոերրալի տիպի ընդհան
րացված ֆունկցիաները։ Աշխատությունում օդ տա դո րծ ված է ԱՀ Մ. ձէրրւոշ- 
լանի կողմից | 11--- [J] աչխաւոութ լուններում դարդացված կոմպլերս տի-
րալթամ ինտեգրալ ձևափոխս։ թլունների 1.,-ւոեսութլունը:
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