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ГЕОРИЯ УПРУГОСТИ

П. О. Галфаян

Изгиб швеллера с тонким усиливающим 
покрытием

В настоя щей статье рассмаз рнвается приближенное решение, за
лами об определении касательных напряжении и координат центра 
изгиба швеллера. Боковая поверхность стержня предполагается по
крытой усиливающим слоем постоянной толщины. Для определения 
функции напряжений использована ортонормированная система функ
ция, исследованная в работах G. 7].

Рассматриваемая задача приводится к решению Совокупности 
двух вполне регулярных бесконечных систем линейных уравнений. 
Решение рассматриваемой задачи доведено до числовых результатов.

1. Координатная система и размеры поперечного сечения изги
баемого стержня показаны на фиг. I. Один конец стержня заделан.
а на его свободном конце приложена попе
речная изгибающая сила направленная па
раллельно оси х.

Предположим, что коэффициенты Пуас
сона для основного материала и усняилаю
щего покрытия одинаковы. Тогда при изгибе 
стержня, боковая поверхность которого сво
бодна от внешних воздействий, можно по
ложить

'х. = Գր = 5V - 0. (1.1)
Для осевой деформации е- и нормаль

ного напряжения g. принимаем следующие 
выражения [1]

Г..
(1.2)

4=(Лх - В;) (I -z), (1.3)

где/ —длина стержня. /Д—модуль упругости материала покрытия, 
а .4/ и Bi (< 0,1,2) -постоянные, подлежащие определению.

Рассматривая условия равновесия части стержня, заключенной 
между свободным концом г = / и произвольным сечением z = const, 
будем иметь
■5 Ижаш> АН. серия физ.-маг. иау». № t.
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j |з.(!xdy = О, Ц xv.dxdy — — .И, (1.4}

7Հ О.

где [)q = dx | /А —поперечное сечение изгибаемого стержня, .И - из
гибающий момент в сечении стержня г — const.

/И = /->.(/ — ?■), (1.5}

Используя закон Гука, из условий (1.2) и (1.3) получим

F Е. ■Д0=/1г, Հ?օ = /Լ и .4г=^Д։. (1.6)
/:! /: ।

Из (1.3), (1.1). (1.5) и (1.6) получим

—Ա- “■—"՛■'՛■ <1Л
где

/, - bjL 4- (А։ — d2) dt — 2թ (/’յ 1>. • ն — 0,5 մ։).

4մ,ք^ — d., (ծ — ժ։) (6ծք — ՅծյՀ. | մշ) |

+ P |2ծք (4ծ։ Ն 6ծ2 - ՅՀ - 2d.) 3ds(b£ - Հ) (2\ ֊ Հ)

I Յձ |ծ։ (4ծ։-H Հ - 2մ2) 4- Հ (Հ. ֊ ր * (6Հ 4֊ 2ծ- ֊ Հ 2$)).

Здесь ս - ■£. 2 —толщина покрытия. Cfl и Gz модули сдвига 

основного материала и материала покрытия.
Перейдем теперь к определению центра изгиба швеллера и ка

сательных напряжении д։;, з соответствующих областях /Հ и Ռ.
Функция напряжений F (х. յ՛) при изгибе стержня с тонким уси

ливающим покрытием, когда линия действия изгибающей силы Р про
ходит через приведенный центр гя.кести сечения, удовлетворяет 
уравнению Пуассона |1]

ձք'= Г7 + ?^ = -Г3՜<| 8> 
(JX* Оу 1 փ V

в облает։։ сечения и условию

^Հհր՜յՆ*^՜1 ճ^)մ}՚+<Չ <М)
на контуре области.

Здесь • - коэффициент Пуассона, у0— координата центра тяж 
сечения, Aj и /У։ — известные постоянные (1.7). С — постоянная инте
грирования. котир.чя для идиосаязных областей мохсе։ быть принята 
равной нулю |||.

Если ось у провести но оси симметрии рр.ссматряваемого про
филя и изменить знак х> заметим, что в постановке задачи ничего 
не изменится. Следовательно функция /•(.՝:, у) симметрична относи-
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тельио оси симметрии профиля. Вследствие симметрии достаточно 
Юнйчигься рассмотрением верхней половины швеллера. Для прг- 
шеиня решения на нижнюю половину поперечного сечения, д; - 
точно выполнения условия

o_F 
ох

= 0. (1.10)

которое следует из симметрии задачи. 
Касательные напряжения в области определяются формула ми

В области Р?. соответствующей тонкому покрытию, Касательное 
1ряженне не меняется вдоль нормали п, направлено параллельно 
отельной L и определяется формулой |2|

2
- 1- В.,х. ւ • (1.1Զ9

где

Функцию /- (.V,

Г (а*, у) =

S{х, у) =

у) будем искать в виде

^t(x. У)
/•\(а\ у)

^(Х, У) S (.V, у) в

области

области 

области

II.

III.

(1.13)

На 
ձ и /•;

X — a 
r°y’ (1.14)

основании (1.8), (1.9), (1.10) и
получаем следующие условия

(1.13), для определения

1.2. 3) (1.15)

= 0.
• U

/\(х.

F,(x. 0)-;.֊֊= 
r‘y

/ДО,
dx

ձ(*. />1)+Հ/՝
Օ\՝ у-к,

- 0.
(I

֊- 0. 
о

/Հ (0. у)

r/y

Ժ/Ղ I
I 

dx [.

— О,

- О.
о

Гз(^, у) - ।
■7Х

= 0,

(1-16)

(1.18)

'՜՚՚Հ |-2յ OX
= 0. (1.19)

Fi (x, 0) - n-1

в

в

о
^(2ծ։-մ„)4,.

= V>. ֊F’l =֊'
ox л lfl dx

(1.20)



68 П. О. Галфаян

1-,(х. Հ) = Հ) ՆՏԱ. Հ>. ԺՀ I5 ■ (1.2Ո
'^У у—d։ &У ('У iy i/։

Функции F։. Г- и представим в виде рядов

ОС!
/•՝. (X. у) = V/л, (л) 

fc-U

sin 'Հ\՚ փ յՀՀ cos Зку
(1.22)

Ah

ОО
л (л՛, у) = У ?Q(.V) 

к ■ 0

Sin Հ.\՛ ■ n'i^cos '/,.v
(1.23)

со
/•J.v. у) V ՚Հ(ր) 

л-о

sina^.v на cos at.v
(1.241

где
A՛'*

AU-I (1 р ?՜:Գ) • 1 ։* уО-нЛи) - (1.25)

\ и ՛> (* = ° 1 •) являются корнями трансцендентных уравнений
I - иХ+ 2^etgrZ2« = 0.

(1.26)
1 — ։Հ'Հ4֊ 2<wtg^։3fc = 0.

Системы функций

sin (5, v — ;Հհ , cos3,v sina4x -aa cosa,.x
------ и

Л'*
(1.27)

в интервалах 0<Հ\՚հՀԺ] и 0<Հր<ՀՀ. являются рртонормиро.данными.
Разложим функции .S'(x, у) и х —и в ряды ио функциям !.27| 

у интервале 0 ՜ х <

.Six. У)-г.. vV ' " «МЧ* 
՚ &

Р - (Հ ֊ 2;>: V Ы£-,

к-Q ‘V*

2. Подставив (1.22) и (1.2-11 в (1.15) и используя условие (1.1!)), 
найдем функиг.н J,{ (д) в -Լ (у) 11-дюль:.\я полученные значения фунй 
u‘.i: i .v! ՚ւ .՛ (yJ. в ’илу < 1.22) п 11.24). получим

•к

л-и

ch (,Y

ch
- COS 
5Լ՜

i !:■ (2-1

sh (/л. v) aA — из-, ch
* Г7------------ 7—տհ 1>Հ-՛. 47., ch b2J.,

+ у/ (>' ՜ Уо) ~

Р4
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sh«>y (ձ-г!1 Уо) Л* г (- I )ծ(/>2 ±)_րօշէ 1Х 
sh 1%7.л- т ch Ь2гк J

Հ ?1 nflC<Y + pjctcosa^v _ (9 1?)
А*

Здесь и £*-постоянные интегрирования, которые должны быть 
определены из условии (1.20) л (1.21)

Լ= — ГТ— /и -'Л ՜ ՝է 1 1— 1Г (Уо ՜ ժ* ՜ 1И՝։
1 ֊հ V /Л..и*

, ■/ 1-г (—ГГ . II. ՀՀ.(Հ. ֊ժ։) I
Г1+7 а*Л\ 2 I /’յմ։-е(Лс—6Հւ.մ2|

Для определения ։скользусм метол Г. А. Гринберга |4].
Подставив полученные значения функций »4(հ) в (1.2.3). и - 

лучим

(1 ՜ր р’/р) ։h dr/;, + 2՚ժՆ
1 Prp-էհՀՀ,

ife/, . I+(-D* .2____________ 1_________ \ sin ?Py-r H^COS[i;,у
*g( ’ «’ ‘'՚ 'chrf^ + ^shrf^J M„

(I - Ji’ap&h (Հ.— Հ)«* 

sh/j;:7„.. aa,. ch f\a«.

, (p Հ-Уо)֊ (— ԱՆ-Հ)

. . 0> + ьг— y0) hk\\ . sh rfja* -Է chrfjCt» I
■<k ч\\Ь-^л ■ Ա7-. ch b..ik I

_____ sh лку -ь ид* ch лцу ) sina»A~ ։>^со^аЛх_
J X (1 H- sh 4- 2pat ch | ,Yfe

Здесь использованы сумма ряда [6, 7\

(sin d£p 4» sfy cos ՀՀ,) (sin | y^ cos^y) _

(։5p <՜ 5<v) -11^

_ ______ sh ցՀ\՛ -- »fcafccli3»y ____ >շ
' (I- -֊h-) ֊-1ւ«՝1-Հ.;-- 2;l7A. cli <-/։7a

и граничные условия (1.17). Условия (1.16) и (1.18) удовлетворяются 
при помощи уравнений (1.26)

Используя условия (1.20) Ո (1.21) и принимая во внимание (1.28) 
(2.1), (2.2) н (2.3), получаем совокупность двух бесконечных систем 
линейных уравнений
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хл= b^X.-rb, (««0,1.2...). (2.5)
/z-и p У

где
_ Mkap______  __ _______ flk('p______

,!' (Հ-ь Й) л՛; ’ k;"' ($Կ-Հ)<’ (2.6)

<.ri— тк У] ֊< I • [(? ! dt — yf>) ( 1Հ (i1 ••• dt) /*оя>| -
л_0Ма/> ։ հՍՆ

•■"• 4 ( ■ .,•■ -г;----- ; ֊г֊:------l(J* Л-Уо)МИ
г_((Мяр I՜ M bp sh D..7.p — ԱՀ., ch b..\;

+ (- 1 )r (it + Հ-) Vp| -(-!)*X
Рл

1 (1 - tfi) th ժձ* -I 2“3J sh (ծ, — d.} rik ({).
(I I jx2A th Հ.\.) (ch Հ?* I |*3A sh b£k)

t « (-If-g, I !+(֊!)* _ ____________ 1_________ (
' p..<&*l?P4՜ **) Мр a* ch 4-i՝?/> sh (է^/։

:' ՜(1 i ^iWrf^Tr 2ЙГ+ J

— (! .Zj7u ||( 1 )'• ։*րոՀ (Հ - умI Л,(-.VuI j —

(— է քւլ I - .. (у--^- Ь» — y0) A*.Vt + ( - iVy Jl.) r^.k Հ
i - : " I ■:1I Ь.л-

sh (7>..— rtj 3A. 
$ i= Ъ.лк

11 Հ-, • 1 h (- .<) f!>| 1(14֊ ւՀ-^ււհժ-Հ 2н.\|
է - ' I ■'», — d.c՝. -՝■•,. Հհ՛. Hh а Лк 4֊ th (/>т — ал '՝■■ [

(2.8)

• (29)

(2.Ю)
(I • ■!?,.. f'!i Ь.Л!{) |( | 'I-՚Հ.) (Լ-i;. —

J — Hi 7f^k :\h(b. —. :Հ) I I'.z*. [ h d^k clh (\ — d,\ я*]

<■ - |)ф |!1Пснти Շ\. H!: it А.՛., через A\ и Հ- определяются соот- 
or.tt чкями

_(ոյ.)ձե. 1 ՜;1’ ֊■1 ■'ձ՝- ւ_____ _ . X

'H* (է -- 4Ճ, •;) la dX;{ г 2р ’ч-

,. _(— IlSi- sh Ь,*ь -1 uqAeJi /?.лА .
k X, (1 ֊ ^.)-sa(/)= Հ) յհ. " ■ 14



._________Изгиб швеллери с тонким усиливающим покрытием 71

(—1)* Ch^» I <> V 1
Aft sh (f\ — <72) I (1 1է*|'ծ) til dn/k 4՜ 2*Лий

00
4֊ v1 ZJ

p 0

հ- Гр

А’ Л>
у(֊If 

։ք՜ս a/' (*’՛ ՜^՜ ։'*)

Լ Shrfi<t^4-!*a/>ch (1^.ր
^\\1)Հ1;, -I |iaz, ch ՀՀ,

{): - Vo) hv\', I I)"՛ ■'՛.՝• rcX..| 4֊

(— 1 )° 1
---- 72---- 7Tv-r i(|x l-Հ —,У0)Л/Л. t (- If (*4-Հ)ր0«;,| ’

"о лр -r fc) -4, I

Докажем, что совокупность бесконечных систем (2.5) при мело- 
. 2.395 յ

нт р>— Ժ. вполне регулярна. Действительно, используя сумму

Гу—Л'.. , - 1 ■ -j — <2.12) 
р. Q (аЛ Т И*) A/’ It (I Г- !էՀ.-Ջ) III 4՜ 2рЗЛ

[учаемую из (2.4). рассмотрим огдельпо два следующих случая. 
Первый случай. Когда

|1-|փծ-է1ւ(ծ։ :-Դ-:հ('>: Հ.)Դ '2.13)

дем иметь

Sl«vl = -֊
ր„0 ri’fc

1 —’ՀԳ-1 մ>» — V ի.:.. է
1 4֊ ւ՚՚՜ձ- ՚ ՚Հ. . ։1ւՀ-.յւհ(/Հ —■ .

В_____ 0^*_4 է1ւմ.Տ)«?հ(6| ֊ մ.) %___________ I
I -4- էհ (!.Հ.ւ (}x-> 4՜ էհ էհ ('Կ — Հ.4 ?-* 1 v 

де
1 _շ- S.t. -th A't

гх* 4- th Xi-

г = 11 ’ .-.Л - .'ՀՆ: > == 1,312.
ռ՝Հ

Функция (2.15) получасп свое минимальнее
Г~е=■------- ’Которое равняется

(2.14)

(2.15)

значение при л*—

1 | |-‘ 1 ■ г-էհ 1

___  -1Հ1 - г՜И1 4֊ « 4 th 1

Таким образом, будем иметь
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v ^,1-л;֊ • (2.Й
1 4 -г г-lh * 1 * * * * * * 1 ’-֊

(1 4 ?a*clhМО <4** 4լէհ </։<ц)_ ____ ..
1 ! 1 (раА. !-th (/։а,..) cth (Խ — (Լ)-J.k

1 ]- |ха* • cth Ьлк ряк 4 th г/гзл
1+R 1 4 1հմյ։ծ 4֊ -! Ill էՀ**) clh (/>j—rfjat

I ֊'A;1' 11
1 +»*, ethw+y,ni„ ՝= ։ ֊Ւ у,,,,,,՜

Заметим, что 3>a и с11г?Хь убывая, быстрее стремится к единице,
чем сП) Յ.Հծ.

Таким образом, на основании (2.16), (2.18) и (2.19), совокуп- 
՛■* 395iH CTb бесконечных систем (2 5) при условии ո>ր՜ Ժ4(։ —1.2) enav 

л,

не регулярна |5]. Из (2.14) в (2.19) следует, что бесконечные си
стемы (2.5) вообще будут квази вио.тне-регулярны при всех значе
ниях параметра р. Ограниченность свободных членов (Զ 7) и (28)
вместе с вполне регулярностью бесконечных систем 2.5) позволяй 
определить искомые коэффициенты с любой степенью точности.

Второй случай. Когда

1 — |‘?* • th (^ — (Ц| I (2.17
имеем

1,1
“о " Н/А 1 . ^ծէհմշ?» I (4sfr th <А>,0 th ւ/.», ժՋ)թ*

I I _ _1_1==

'■՛՝ ՛՛՛ i *Xk « I է/քլ— 4t, V I ~t~ 81 1 1 , =-ni -----------

(2.18)

Отсюда следует, что первая из систем (2.5) вполне регулярна,՛ 
если sxt = :Հ;«. 1. Неравенство a3t > 1 следует ид уравнений (1.26Г

р. 2,395 пои условии г — — - >--------
Հ. -

Для второй системы имеем 

кт г է ! 1 — ах... i\ |^/)|=г— ._ X
Հ.) !«* I I
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Заметим, что решение задачи кручения получено аналогичным 
образом. Бесконечные системы для задачи кручения отличаются от 
бесконечных систем (2.5) только свободными членами.

3. В качестве численного примера рассмотрим случай, когда

\bl = b„ = b = 2d. d,=-dn = d. UO.brf. ^ = 16; 13.1՝

f. °'1
Тогда [* - d.

Для рассмотри веемого случая бесконечные системы (2.5) вполне 
регулярны.

Решив трансцендентное уравнение (1.26) методом касательных, 
шя его корней с точностью до 10 м иметь: <7;.,. 1,312; =
= 3.670; г/х,-6,579: d^ - 9.627: 12.72: d*. = kit Լե =5,6.7 ).

Обозначим значения неизвестных АД и К* с избытком через 
Л7, У*, а с недостатком через АД. И*. Пользуясь теорией вполне 
регулярных систем [51, для АД и Y;. получим следующие оценки

10’ 
----Ло
/V

= 1.74154 "T 1.74208
Pd Pd

10’ v_----Л 1
Pd

= 4,70366 ■< — A\ ; 4.71149 ֊ — A'f . 
Pd Pd

10’ v_----А՛
Pd

= 4,42052 < 1(Г X. < 4.43777 ֊ — Xl, 
Pd ■ Pd

Ю3 ...
Tdx-'

10՝ IO3
= 1,79451 — Л, < 1,81917 - AT.

Pd Pd
(3.2;

—
Pd

= - 1.29463 < U’՜՝ Го < - 1,29318 = •
Pd 0 Pd

"Դ. 
Pd

IlV 10s= 4.99578 < 71 Г, <-44)8534 =мГ,՛.

Pd '

jfp ПР
= - 4.30025 < — K. - 4,28015 = Y7 , 

Pd ' Pd

103 
----- 1 .{
Pd

= -3,69217 10՛’Г. 3.66367 ֊ :l:/' •
Pd ՛ Pd

Координата центра изгиба определяется по формуле

1 C■'4 

z

F (.v, у) (xdy - yd::} — “՜ Н <х’ У) dxii^ + 
'К

\ \ (х~֊^хУ‘1х{1У՝

"Հյ

13.3)
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где. Լ контур сечения. Ц, —область поперечного сечения нзги!
мого швеллера.

Из (1.13). (1.14). (2.!) —(2.3). (2.11) и (3.1) определяем фуя 
цни напряжений Л(а\ у) (< 1.2.3). Используя найденное знамен 
функции напряжений в формулах (1.11), (1.12) и (3.3). о предел 
напряжения ту., и координату центра изгиба у,. Подстав 
коэффициенты {А\} и }>V из (3.2) в полученные выражения для 
и ус. определим верхнюю и нижнюю границы напряжения тЛ_. и коо 
динаты центра изгиба швеллера у,. Для напряжения в усиливают!
покрытии получаем

Հ• Հ-՝

•;.(*, о) о» и մ)=֊-\v>. (/». Ժ).
Գ ’ O։

(3.4)

В таблице I приведены значения напряжения -.х. в трех точка: 
нейтральной оси.

п & ,Значения —-Л.-(л՜, у)

Таблица I

У 1 ь. о 
b/d

b, d

0.0(к5887 0.066174 0.070441
O.0658S6 0.06(И73 0,070-139

Для центоа изгиба при 2 получаем 
d

у 0, 113574 •</ < у, 0.11359<Ն Ժ = у. .

Согласно (3.1) и (3.4). напряжения и усиливающем нокр:
10 раз больше, чембудут в напряжения в юотнетст кующих точка;

контакта основного материала.
Сопоставляя полученные результаты (3.5) с известными ([3] 

г.-p. 61 •■՝). (амечаем. что» благодаря усиливающему покрытию, коот
Z> О -дината центра изгиба швеллера при ֊ ֊ 2 уменьшается более че 
d

в 1.4 раза, т- с. при данном отношении размеров поперечного сё’ 
нн.я центр изгиба швеллера, оставаясь в основном материале, пе| 
мешается ч )лево (фиг. Г).

Пнстипч мате малин: и механики 
АН Армянской ССР Поступила 22 VI 1
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Պ. Հ. Դ>ա;ֆ“էւս>քւ

ՈհժեՂ-ԱՑՆՈՂ ԲԱՐԱԿ ՄԱՄԿՈհՅԹՈՎ. ՇՎ_եԼԼեՐհ Ջե<հ 
ՃԱՏՎ-ԱԾՔ ՈհՆեՑՌԼ ՋՈՂ.Ւ ԾՌՄԱՆ ԿՆԴՒՐԸ

I). Մ «I» Ո ՛Ի II Ի Մ

փողվածում ղիուարկվւո t! կ ծե ի չոր լնակորն հատված ր էոնեւյող
աէրիէքմակսւձԼ ձողի չա-նորկան ումով ծ է՛ ման ^րէնււքքէքրքւ մոտավոր դր վ ած յ՚՚՚վ • 
•пчЬ մակևրևա չթ ր ծածկապատված Լ հոր ո աւրրաուն հ՛ո и տ nt թ ււր/մր ու մ ե ղա էյն ո ղ 
քար ակ ծ ործկրրւ չթ ով: Ս ո տ ա վ ո բ՛ո թ չան բ կոր / որն >ո մ Լ նրանում, որ ծածկույթին 
նւ/Աէպվսրաասխսւնող {)л աիրուքթոէմ յ tn րո ւ tilth ր ի ի էի ունկղիան րոո՛ ծած- 
կայթի հո,սսէէէէ-թ լան էիուիոխվուէ. / ղծւով^ո „բենրով, որ(է ֆիղիկորևն հէոմորր- 

է աչն րնդունեչո, թլանր, որ ծածկույթում շոշափող չորրո:1!հերր րոա 
ծածկոպթի հաստության քեն էիուիոխվու մ: Ա,յղ հարցր [nt.ttարանված է |2յ 
աշխաւուււթ յան մեջ, որտեղ, եյնեչով ձողի չ ա fit ական հատված րի չ աւիուԱսեր ի 
նկւսսւմամր ումեղարնող բարակ շերտի հտստու թ քորն րիո րրոր թ քուն իր, ղու լղ 
Հ սւրւիսծ, որ որոշակի մոտավորությամբ չու րոէ.՝!ե ե րի ! (X, Vj փէէրնկէքիան 
։1шГ։'!г '՜ որոշել միայն հիմնական նյութին համապատասխանող 1_)л ւոիչոո յ֊ 
թում 1.9} իոոոր It ղ յ՛ա չին պա լմանով,

Լարումների 1ի ունկղիան ներկա րո »•/“>■» է !«■ *1 ա շվոտ տ ա թ յոմննև ր ո ւ //" 
'*։нл< մէասիրված օրթ пЬг ո ր մ ո՛ չ էիո՚նկէյիանե րի էէ իս տ եէք ուք է Zf/5/г^/Д չէէւծոէմր 
բերվում Լ ղծոէյին 'արէի՚ոոարու tfiifiյ,ի երկու անվերջ սիոաեմեերի չրիվ ոե֊ 
4ր:41ս,{' համախմբի չու ծ մ տնր: ՚ I՝ ի աո> րկմող խնդրի չա Л ու if ր հա иրյվ ուծ է մինչև 
ի՚!ս1{ին արղրոնրների: 0'ուքորն կենտրոնի համար ոաաչ/ված թվային տր- 
հւ^՜՚նրր համեմատված Լ •>’ | ա շխատա թ րոն մեջ ո տարված որրղ րւ էն չ՝ի ՝,/է,ո:
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