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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. Л. Баблоян и В. С. Тоноян

Некоторые задачи кручения валов переменного 
сечения со сметанными граничными условиями

Задача кручения тела вращения, когда на части поверхности 
тела заданы перемещения, а на остальной части — касательные напря
жения, рассматривалась в работах Я. С. Уфлянда [1]. Д, В Грилиц- 
кого [2]. Ч. Даса |3, 4] и других |<5|

В первой работе рассмотрено кручение неограниченного упру
гого слоя, скручиваемого посредством поворота сцепленного с ним 
жесткого штампа. В работе |2| рассмотрена задача кручения двух
слойной упругой среды, которая скручивается вследствие попорота 
жесткою кругового штампа, связанного с упругой средой с помощью 
сцепления. В работах Ч Даса [3, 4) рассмотрены задачи кручения 
конического составного вала с закрепленными горцами, скручиваемого 
под действием касательных напряжений, приложенных на конической 
поверхности.

В настоящей работе рассмотрены некоторые задачи кручения 
аилов переменного сечения, когда скручивание осуществляется жест
ким круглым штампом или жесткой обоймой, запрессованной на 
части поверхности вала. Решения этих задач представляются рядами 
по бесселевым и тригонометрическим функциям |8, 9|. коэффициенты 
которых определяются из бесконечных систем линейных уравнений. 
Доказывается, что эти системы вполне регулярны и имеют ограни
ченные сверху и стремящиеся к нулю свободные члены. Это обстоя
тельство позволяет пользоваться теорией .толпе регулярных систем 
линейных уравнений |Ю| и оценить неизвестные коэффициенты сверху 
к снизу с любой точностью, вследствие чего предлагаемые решения 
этих задач можно считать точными.

§ 1. Постановка задачи

Задачу о кручении гела вращения осесимметричной нагрузкой 
будем решать при помощи функции перемещения 'Г (г, ?), которая в 
области осевого сечения тела вращения удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению [6]

^ + _3^+Ջ=օ. (1.1)
Or г dr ժշ2 4

4 И>ееаив АН, серия фнз.-.мат. наук, № б
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На границе области осевого сечения должны быть заданы: либо 
нормальные производные функции перемещения, либо сам:։ функций 
перемещения, либо на некоторых частях поверхности вала нормаль
ные производные ’Г(г. zi. а на остальных частях — функция пере
мещения.

Касательные напряжения и перемещение г определяются через 
функцию перемещения ‘Г (г. z) формулами

Ժ4’ _ Ժ4*Ն — Օր—, ~.. = (ւր—. г' = г’Г(г. (1.21
dr ()֊

I де (i модуль сдвига.
Решив уравнение (1.1} методом разделения переменных, для 

функции ՝Г(г. г) получим следующую фундаментальную систему |б{

|.4/։(kr) Ար)| [С sin >z DcosazJ.

—[Д sh uz -г б с!։ ;*г| |С./։ (иг) •- 1)YX (yr)).
11.3]

где г и и произвольные действительные параметры. Здесь /л(х) и Ал(х) 
функции Бесселя л.-го порядка от мнимого аргумента, соответст

венно первого и второго рода, а Л (л) и К,։ (х)—функции Бесселя 
первого и второго рода с действительным аргументом !8, 9).

Отметим, что функции

I z1 , z, Վ. X г=-4га 
Г- г~

(1.4)

также являются решениями уравнения (i.l).

§ 2. Кручение цилиндра, закрепленного одним торцом, 
когда на участке боковой поверхности заданы перемещения

Рассмотрим загачу кручения цилиндра радиуса R и длины I. 
когда скручивание осуществляется поворотом жесткой обоймы, за
прессованной на цилиндрической поверхности около одного торца 
цилиндра, а другой торец считается закрепленным (фиг. 1). Осталь

ные части поверхности цилиндра сво
бодны от внешних усилий.

При этом граничные условия при-
мут лид
г (г. 0) = 0, -.(г, /) = 0,

т, (/?, z) = 0 в обл. (0 < z < s), (2.1)

■V (R, ?) — d в обл. (s ...z < /).
Функцию ՝Г (г, .-) ищем в вице

‘Г «г |'1'։ ('՜. -О н ' бласти I (0«z<$; 0 < г ■< /?), շշ 
РГ.,(г. -О к области II ()о R),
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где (Z տ) ширина обоймы, а функции Чг, (г. z) (/- I. 2) удовлетво
ряют дифференциальному уравнению (1.1).

Из (2.1) и (2.2) следует, что функции ’Г, (г. 2) дожны удовлет 
ворять следующим граничным условиям

»-.(г, 0) = ֊֊*| ֊։| =о.
dr I, А. az . ։

Ջ4\(Ջ. г) (2.3)

а условиям сопряжения

Ч'։(г. Տ) = М\(г. 5), ojr, | = Ջ 
дг

(2.4)

где --- —угол поворота обоймы.

В силу (1.3) функции Ч\ и Ч*2 представим в виде рядов Фурье 
—Дини |8. 9]

«х> . .. .
՝1Г1 (г, 2) - </0 -i axz -г >] Ск 1 sin М ] 

л ։ ր

00 A (BZ)
1-У (4*$հ սՀ.շ 4- Z?Adl սԷ2)----------- ’ (2.5)

А- 1 Г

4'.. (г. г) = b„ + *,z b у d,” ֊’ (,՝։—sin Հ(z ֊ s) + 

r

i
yMPsh^tz s) + e։Chf,(2-j)| — — • (2.6)
"i r

rae = = (2.7)
s 2(/--s)

a u.— корни уравнения
ՀԱՋ)-0. (2.8)

Удовлетворив граничным \с, ониям (2.3) и условиям сопряжения 
(2.4), в силу (2.7) и (2.8) получим уравнения для определения неиз
вестных коэффициентов, входящих и (2.5) и (2.6). Разрешив эти урав
нения и подставив полученные значения неизвестных коэффициентов 
в (2.5) и (2.6), для функций Чг։ и Փ՚2 окончательно получим

zd _ 2Ry(- \)k+iYk Z։(/.,r)
Z?s ՚ s?“7, ԿՀ ZJ'aZ?)

Sin Kkz ֊7

U-; Հ, .V

.s

sh V։ (u/) 
shp/ J2(!*ft/<)

(2-9)

в области (0 z <. S; 0<r<'f?),
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(2.ю)
R 5 r!i!V chpjZ-s) J^R) 

в области (s z</; (К. r</?).
Постоянные коэффициенты А'-, и K*. входящие в выражения 

<2.9) и (2.10), определяются из бесконечных систем линейных урав
нений

.4)

Хр-Уа^У,: |- Qft. 
4=1 l /> ֊ 1.2..........

50

Ур=уьр,Хр. 
Л-1 '

где введены обозначения
2рр sh u.,s • ch (I — s) I 

7^-chap/

2m1 Ր ;,/?լ 1
"‘՜ RI, (>.,«) 

d sh jj-z,s ■ ch գր(I s) 
՜՜ m^flR ch p;/

Покажем, что системы (2.11) вполне регулярны.
Пользуясь выражениями (2.12) будем иметь

- 

л-1

2ppsh|y»-ch ^(Z-s) * 1

ms-ch ըք11 “,/Հ. I • у,

sh u„s-ch (I — s) 
m ch ^Z

1 4- ք-:Դ՚'-;՛ 
2m

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Л-1

2mf.pl JXp/t1) v
Ri^A'-pR)

=

При этом использованы значения рядов

Й_; >-л + 1Դ

* 1
V___ ___
— սշյ /2Л-1 1 ծ՜: f'p

s / ,, I
а— ct h и s ------2ui \ U. S

R
■՜ձ՚Կ, l^'.R)

(2.15)

н неравенства

cth х----- — I.
л՜

տհ ահ-ch pp(Z — s) J л (Г-У1 4
chp0/ "" 2

(2.16,1
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Постоянное число т определяем из равенства

1 + е֊™1 . j - е՜**՜"
— т. : ՛ т = I

2m > 2

Тогда для систем (2.11) будем иметь оценки 
А? СО

V ^>.<т<1.
*-1 А-1

12.17)

го-есть системы (2.11) вполне регулярны.
Из (2.13) видно, что свободные члены гнетем (2.1 II ограничены 

сверху и при ր х стремятся к нулю.

стены (2.11) становятся регулярными, 
полупи в точное решение поставленной

как Y При а^֊/ си-

Но для этого случая легко 
задачи без применения бес

конечных систем.
Полученное решение поста kick ной задачи (2.9). (2.10» можно 

считать также решением задач кручения цилиндра радиуса R и 
длиной 2/. когда кручение осуществляется з) кольцевой обоймой 
шириной 2 (/ х). насаженной на середину цилиндрической поверх
ности нала, торцы которого закреплены: б) кольцевыми обоймами 
шириною (/ —s). насаженными на края цилиндрической поверхности 
вала.

§ 3. Кручение цилиндра закрепленного одним торцом, 
когда на другом торце и участке боковой поверхности 

заданы перемещения

Рассмотрим задачу кручения цилиндра, когда скручивание осу
ществляется с помощью круглого штампа в виед чашки радиуса /? 
и высотой (/— S). наезженного на один конец цилиндра, я другой 
торец цилиндра считается закрепленным (фиг 2) Для простоты при
нимаем, что остальные части поверх
ности свободны от внешних усилий

При этом граничными условиями 
будут ; . — Z

է«(ր, 0) = (). Р (Г, /)=“-. • ,
/\

Ն(/?, .-) О вобл. (О . <տ). (3.1) 
v(R, z)*=d в обл. (< г /I.

Функцию 4՛ (г, г) нщ< м в виде (2.2) Тогда, согласно (3.1), для 
функций Ч*|(г. г) (/ 1, 2) получим следующие граничные условия

«Г, (г, ()) .-- ’ — О. R՝\\{R. .•) d. К'Г.(г. /) - ժ (3.2)
<*r j,. у

и условия сопряжении (2 П
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Поступая таким же образом, как и в предыдущей задаче, для 
функций ‘Г,(г, z) (/ = ], 2) окончательно получим

k

в

sh ч,/ 
sh p.s .,՛■ (■՛. А') (3.3)

области (0 - з S: /?).

d 2/w Հ, A* sh (/ s) Հ (^Հ)
7? \ — ,V shn (I s) ' (3.4)

в области (x - /; Ос г А?),
где

■>
(3.5)

Неизвестные коэффициенты .\\ и )\. входящие в выражения 
(3.3) и (3.1), определять я из вполне регулярных бесконечных систем 
линейных уравнений

где введены обозначения

-s)'Sh;yf ।
/ns shjx,/ ‘ Հ

2m A,,/j (/.„/?) 1
'■'.•lit-- - •

ժ-տհւ-լք/ M-sh'i .s
Գ֊֊ Հ/гзь^ ՞ '

Используя суммы рядов (2.15) и неравенство

sh^t/ s)-shiy 1
sh npl շ

(3.6)

(3.7)

13.8)

(3.9)

для сумм модулей коэффициентов при неизвестных .\'л и получим 
оценки

. 1 -2 ■ 'W; 1 2 • (3.10)

I ՜ է-ւ ՜—■> —

i
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Свободные члены систем (3.6). как видно из (3.8). ограничены 
сверху и стремятся к нулю.

Полученные решения (3.3). (3.4) могут считаться также реше
ниями задачи кручения цилиндра радиусом /?. длинен 2/. когда ци
линдр скручивается с помощью штампов в виде чашек, закрепленных 
на концах цилиндра.

Такой же вид имеет решение задачи кручения круглого цилин 
дра, зажатого жесткой обоймой шириной 2(/—х) в середине цилин
дрической поверхности и скручиваемого жесткими диафрагмами, 
спрессованными на горцах.

§ 4. Кручение цилиндра, закрепленного одним торцом, 
когда на некотором участке другого торца заданы перемещения

Рассмотри?-.: кручение цилиндра радиуса А’ и длиной /. когда ци
линдр скручивается жестким штампом радиуса տ (տ <</?), закрепленным
на середине одного торца цилиндра, при закрепленном втором торце 
(фиг 3). Остальные части поверхности цилиндра для простоты счи
таем свободными от внешних нагрузок, 
задачи будут иметь вил

Граничные условия для этой 
Г-

-,(/?. г) = 0, ւ»(ր. ОМ);

'.•(с. /) =s(l в обл. (.$Հր А’). (4.1)
г if. l) = dr в обл. (О Հ. г <; s). 

где մ-угол поворота штампа.
Разбиваем область осевого сечения 

цилиндра из две части (I и П) и пола-
Фиг. 3.

гаем, что функция перемещения ‘Г (г. г) в этих частях принимает. 
(соответственно, значения Ч'։(г. z) и ՝Гц(г. г).

Вспомогательные функции ‘Г, (г. z) а 1.2), согласно (2.2) и 
(•I.!), должны удовлетворять уравнению (1.1), граничным условиям

•Г, (г. 0| = 4Ղ(ր. О) О. —= О. 
ОГ А.

/711'
--= =0. •!՛,(/•./} = (/
0Z

и условиям сопряжения
‘Г, ь. z) ’Г. 1,5. ''' 1 ^Д-=| •

Or I, v Or !, ,
Функции ?) ищем в виде рядов

Ч’։ (г, 2) — а„ է «։* V Q- /յ (Հ՝И sin / z - 

г
Հ (JV)

• У |Д.к- sh •»— ft,՛. ch -i-zj----- -
£ւ " " ր

(4 2)

(4.3)

(4-1)

в области (О /• х: О /).
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•Г-(г. г)=/>((Ч-^։г
ո(Ո (Հ«ր>

՜*՜ Uk —-----

где

ZifV’ch։։?| ֊,^ր|

в области (տ г

(2k 1)г

2/

(4.5>

/?: 0<տՀ/),

(4.6)

sin ХА2 .

числа ;ւ, и Հ являются, соответственно, корнями уравнении

J.2 (х$) = О, U Հ (д$) = 0. (4.7)

а функции Ա Հ (Հր) имеют вид

W л (Հր) = Л (Vi 
- (ՀՋ >

>\(Vl
У,М)

(4.8)

Для функций Л,(л) и Ա՛Ղ (л՜) в силу (4.71 справедливы следую
щие формулы

А Л, 'Հ՛
( >'Հ (?/) 'Zյ (V> dr Հ 1 rJ- (^Ar) a(v* dr 

.. • pо 0

0 При p$k,

= j (4.9)
֊7 ММГ nP” p^k՝

r Ա՛՛յ (>Հր) U’\ (ОрГ) dr г Ա’Հ (Հր) Ա՛Հ (ърг) dr
Д.

О при р ֊■'■ А\

= . (4.10)
— |ՋԱ"\(Հ/?)|2—|stt”։(V)|*- при /? = а\

^րՀ/յսՀւժր | ր=Ա'\(Հր)մր=«Օ. (4.11)

о

.Удовлетворив граничным условиям (4.2) и условиям сопряжения 
(4.3). для постоянных интегрирования, входящих и выражения (4.4) 
и (4.5). получим следующие значения

"• = ^ = fr։ = o. .'U1'
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յ _____  ա1ճչ______ t с __ (— 1)*$У»
(u,s) ch px./ ՚ ЛЛЛ. (>.*$) ’

zui) (—1)* 'sYk A..(••-՛./?> <
Ct ==----------------- -- --------------- -• |ч

Ч A(a*A?) K2(f;:S) /2(М)Л*г(л*/?)
I n<i> (- 1)*՛‘տճ /,('../?) ______

Uf. =-------------------
a* A. (>•*/?) /<2 (>•*$) — /,(>•*«)

Неизвестные коэффициенты Л՜,՛, и l* определяются из бесконеч
ных ’нстем линейных уравнений

где

СО

•V/> ~ \ </рх.} ե

*-։
ОО

Լո = bpk Л հ. էՀ„
Л=1

</• 1.2. ).

2|*, nil U /

— -----------
տ

՜’’ /.ձ ().f,R) Zj () /С ( aps) /.. i >.;.s I Л յ (ւ ^տ I

I Lb'H

(4 14)

(4. 15)

(4.16)

При больших пользуясь асимптотическими разложениями для 
Функций /դ и А'.,, легко показать, что

(4 171

Для сумм модулей коэффициентов систем (4.13) имеем
«.՝

k ։

1
ու

Iл (Դ-Տ) 
/շ (Ар֊*»)

(4.18)
т 
л

Постоянное число т выбираем из равенства

т
т | 2 ,т. е. (4.19)
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Тогда из (֊1.18) и (4.19) следует

ձ; 1Պ*
/"2 

о
fc- ։ А֊1

г. е. системы (4.13) оказались вполне регулярными. Из (4.15) и
(4. IG) видно, что свободные члены систем (4.13) ограничены сверху 
и стремятся к нулю.

Коэффициент а, определяется из уравнения

«։/ = մ < 1.20)

Неизвестные коэффициенты Л, входящие в соотношение (4.20). 
определяются из вполне регулярных систем линейных уравнений (4.13) 
и выражаются через постоянную

Подставив найденные из (4.13) значения неизвестных Г* в (4.20) 
найдем значение я։.

Отметим, что решение этой задачи является также и решением, 
задачи кручения цилиндра радиуса R и ։линой 2/, когда цилиндр 
скручивается двумя круглыми штампами радиуса 5 А\ симметрично 
закрепленными на участках горцов цилиндра.

Такой же ви будет иметь решение задачи кручения цилиндра 
рл туса /? и длиной 2/ с кольцевой щелью посередине глубиной (А? $)
к՝ . ы скручивание осуществляется с помощью двух круглых штам
пов. прикрепленных к обоим горцам.

$ 5 Кручение ступенчатого вала, когда на участках 
поверхности заданы перемещения

Фиг. I

Рассмотрим теперь кручение круглого ступенчатого вала |7|, 
когда вал скручивается диафрагмой, закрепленной на конце тонкой 
частя вала, а другой конец вала закреплен с помощью чашкообраз

ного штампа, надетого на вал (фиг. 4). 
Для простоты считаем, что остальные 
части поверхности вала свободны от 
внешних усилий.

Граничные условия для этой задачи 
имеют вид
г (г, А) = ժր, -v (г, 0) = и (/?. з) О, 
-..(г, а) = () в обл. (տ .. г- А?), (5.1) 
тг{$, 2) — 0 в обл. (а С ? Հ. Ь).

Разбиваем область осевого сечении 
и полагаем, что функция перемещения

•Г (г. .) в этих частях принимает, соответственно, значения ’Լ՜յր. շ). 
Т. (г, _•» и 4Հ(ր. ?). Эти последние функции должны удовлетворить 
уравнению (1.1). граничным условиям (5.1), которые примут виг

нала н ՛. три части (1, II, 111)
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Ч-։ (г. Z;) = մ, Ч’ДМ») = Ч’л(г. ()) = ’Г3(£, 2) 0.
ԺՓ\ ԺԴ'։ 
dz .•-« dr Լ ,

(0.21

л условиям сопряжения

4j (г. </) ֊ Ч՛.. Iг. </).

Ժ4’։ Ժ4Լ1
<>Z : <)? : a

4Հ{ծ. z} = M'JS.
.'Г 

(fr r _t dr

15.3)

Функции 'Fjr. z) / 
18. 9|

I ֊< < ищем u виде рядов Фурье-Дини

Ч', (ր. ՛ .՛ X՛ С ' -- * (»OS ■՛.!֊- а I
— г

V |.-V տհՀ.14—</) В "chujz- u)| — — I (5,4) 
“ г

в области (О г .к; а г /,),

Ч-Дг. г) frw ծ, г VCf sin,..-
Г| г

v (4^' sh а.7 /Հ՜՝ ch а.г) 1 <И*— (5.5)

___ h_n
2 (/> — <յ)

Г| г

R области (О г J) 7 (Հ),

՜՜ > '}ւ

х֊ <Л՜' տհ Հ\.՜ М'ch o.'.z) ՚< 1 1
Г. ր

Sin Г.

(5.6)

в области (5 <> ր/).
где

ռ4- 11.

ւ числа յւՀ. и являются, соответственно, корнями уравнении (4.7). 
Функции UZ«(oAr) совпадают с (4.Ց)

Удовлетворив граничном условиям (5.2) и условиям сопряжения 
(5.3), для постоянных интегрирования, входящих в (5.0—(5.6), по
лучим следующие выражения



Сй1 А. А. БаОлонн. В. С Тоноян

էն = G 0. Գ. d. а։ />։.

ВТ Я;՜՛ С,1՛ .Ա(֊(ւ.

a Y,
■Կ՝11 (М)

_jiY.__
!’.Л (1^)

В ч Լ

Ы>_ ^Yu nisX,
ս,7։(^տ)քԻ.սժ/ '* ՜՜ ,.Հև. (/.,$)

qi. ( 1)“ 'րոտճւ АДМ?)
f-k /։ (R) K.. < f-kS) f.. (/ 1A', (/./•/?)

(5.КI

<__ if 'n$Xu /,(>•*•/?»
/-<• /1 (M?)K2('•■՛.*) + A. ('*$)/<։ (/.<./?)

Неизвестные коэффициенты Л՜ в }’,՛ определяются из бесконеч
ных систем линейных уравнений

где

ЛР V К<. Q?1, 
Հ- J
■V

Y,, \ Ьри.\ .,
V՜ I

2/л;*р ch jx;/z • eh u, (b 
a sh h b

Q/՛
-b^.՛. 
m t./։a

L (I /t (fPR) К■.(/•?$) - I•■ Ր/<5) Ai (
ձՕ) A'JM) A,

(3.9 >

(5.10)

(5J1)

(5.12)

Пользуясь асимптотическими разложениями и рскурреишыми 
формулами для функций Aj.vl и А... (л). л» гко показать сирине’ливость
неравенства

(5.13)

Для сумм модулей коъф^ициентон при неизвестных .V и } си
стем (5.9). в силу (2.16) и (5.13). имеем следующие оценки

լ ։ >կ՚<.
И՝ I

1 . /,(^Л) z
ms —7,.

(5.141
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^ch!^ch^(/>-fl) ”, 1

shu (j-chjiAb - J j с'2>р<ь
=m---------- ——£------------ m-------- -—

sh npb 2

Постоянное число m выбираем из равенства 

յ ։ _|_6, W «)
----------- = т   
2т------------------- 2

т. е.
Հ\ ^_е w-W 

W=V J ._е W*~

Из (5.14)—(5.16) следует

УЬм-1 °. 
к=\

где

61
*■ - ■ " -

(5.15)

(5.16)

(5.17)

6 = 4՜1/ П-Н’՜2*1 ‘՚'՜'1! I1 +<՛ <i (5-i

г. e. системы (5.9) всегда вполне регулярны. Из (5.11) и (5.12) сле
дует, что свободные члены систем (5.9) ограничены сверху и стре
мятся к нулю, как О (֊] У

\Р /
Для определения ծ, получим следующее уравнение

d - М = (5.18)
ձ՝ ", /-ծ

Коэффициент b՝ определяется из уравнения (5.18) таким же 
образом, как коэффициент </, из уравнения (4.20).

Если в рассмотренных задачах вместо угла поворота штампа или 
обоймы нам известен крутящий момент .Ն'. действующий на них, го, 
вычислив момент сил. приложенных к штампу или обойме, получим 
формулу, позволяющую выразить неизвестное значение угла поворота 
через заданное значение момента.

Эта формула в задаче § 2 имеет вид

֊* —1*^ (5.։9)
4֊(/А>֊ш —

в задаче § 3

Afs “*ACth%(z s)
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в задаче § 4

в задаче § 5

2MI

2/.W
-Cis'

1/л’ ч. -X.

* Г

<5.21)

(5.22)= d

В рассмотренных задачах свободные члены впилне регулярных 

бесконечных систем линейных уравнений имеют порядок О( ֊ )• 

Можно доказать, что неизвестные коэффициенты Л՛,., и Y,, этих систем 
имеют порядок О( --Y где я — I - а - сколь угодно малая по-

\ Ра/
ложительная величина, не равная нулю

Перемещение т՛ и напряжения -- выражаются рядами, члены 
которых стремятся к нулю, соответственно, как О/ ՝ - )иО/֊-Л 

՝ Г*1 / \р-- /
Гак как эти члены знакопеременные но всех точках осевого сечения 
нала, кроме? точки пересечения поверхности и линии сопряжения .4. 
то ряды, входящие в выражение для перемещения т՛, сходятся везде, 
а ряды, входящие в выражения для касательных напряжений -- и -- 
сходятся во всех точках области, кроме точки 4, где эти ряды рас
ходятся.

Отметим, что последние ряды в точках поверхности и линии 
сопряжений участков вала сходятся слабо. Но сходимость этих рядов 
в точках поверхности можно улучшить, используя Соответствующие 
бесконечные системы.

Сходимость этих рядов в точках линий сопряжений участков
Ժ4’ Ժ4’вала улучшается, если в формулах 11.2) величины и заме- 
dr дг

I /сМГ. , ժ4-ր.\ 1 /Ժ4՚, оЧ'..\нить соответственно величинами — ( —*4՜ —՜) и
2 \ dr dr / 2 I dz Oz I

Из сказанного следует, что численные значения перемещения 
можно вычислить во всех точках области осевого сечения вала, а 
значения касательных напряжений везде, кроме малой окрест мости 
точки А.

Подобным же методом можно решить задачи кручения полых 
круглых валов из изотропного или трансверсально изотропного мате
риала со смешанными граничными условиями, а также задачи кру
чения валов, когда материалы областей I. I! и III отличаются груг от 
друга.

Институт математики к механики 
АН Армянской ССР Поступила 20 IV 196!
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Ծ.. Д. C«։up|։i։iiiG> Վ. U. SiiGnjiuG

խԱՌԸ եԶՐԱՅՒՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐՈՎ. ՓՐՓՐԻՍ-ԿԱՆ ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ 
ԼհՍԵՈ֊ՆԵՐՒ ՈԼՈՐՄԱՆ ՄԻ ՔմՆՒ ԽՆԴԻՐՆԵՐ

Ա II* Փ II «Ի 0 I' 1Г

Հոդվածում տրվամ It'll իւաոր եդրալին պա լմաններով փոփոխական 
կա՛րվածքով լի п հոների ո քորման մի քանի խնդիրների fnt ր) tn ՛մսե րր
էնթադրվում է, որ լիսեոներր ոլորվում են իրենց մակերևույթների մի մա 

սին ամրացված շտամպի ա դդե ցոլի} լան տակ: Պարղութլտն համար ենթ սէդրր֊ 
վոէմ I, . որ քիսեոնե րի մակերև էււլթնե րի մսացած՛ մաոերի վր՚“ արտաքին 
•դորոդ ումերր բացակայում են: Խ՛նդիրների լէոծամեերր ներկա լացվում են 
Հարյխրով ըստ ('ևււսելի և եոանկլունաչափական ֆունկցիաների: հնաեդրման 
հաաոաաունները որոշվում են դծալին անվերջ հավասարանքների սիստեմ֊ 
ներից: Ցուրարսւնչր՚ւր դե պ,րա.ւ1 ցուլց I; արվում, որ ալդ սիստեմները լիովին 
"եւրււլլար են ե անեն սահմանափակ ու ղերոլի ծդտորլ աղատ անդա ՚մհեր:

եման խնդիրներ դիտարկվել են Ց. Ս. Пւֆքրոնդի ՚ /|, ‘ի. '1‘րիքից ՜ 
Ի՛ н, 5. Դասի [.>. 4 [, ե. Ս. //•ոաոովցեի [ •> ] ե ուրիշնե րի աշխատսւ- 
իր>՛ ններում:
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