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МАТЕ.МАТИКА

А. А Кятбаяян

Разложение по биортогональным системам, 
образованным функциями Вольтерра

В работе М. М. Джрбашяна |1| построена теория прямых и об­
ратных интегральных преобразований в классе I.., с ядрами Фурье 
e’/v* и Вольтерра

'<2:^ (А>
о

Отметим, что функция ■> (.՝;:՛) является аналитической на беско- 
нёчнолистной римановой поверхности 6' : ՝ <arg?-< се, 0<
<|г <4- оо, при фиксированном значении параметра и..

В настоящей работе приводятся результаты, являющиеся практи­
чески дискретным аналогом результатов работы 11 ՛.

В § 1 общин метод построения биортоговальных систем целых 
функций на конечном отрезке, изложенный в работе |2|. распространя­
ется на функции типа Вольтерра.

С этой целью исследуется существование и асимптотика Ло 
точек некоторой функции <»>(/.}. образованной из функций типа Воль­
терра.

В § 2 доказывается теорема о разложении класса функций огра­
ниченной вариации по системам из функций Вольтерра.

<՝ .(՝,՛ случаем выразить глубокую благодарность 
своему руководителю профессору М. М. Джрбашяну, предложившему 
настоящую задачу, и Л. Г>. Нерсесяну, сделавшему ряд ценных заме­
чаний.

§ 1. Виортогонэльные системы функций типа Вольтерра

1. Известно (см. ’Гр. что для функции Вольтерра v(z;n) имеет 
место следуете՛՝ интегральное представление

при z-G\— D (?)
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, . - Г ( . 21*՜ ’ Г *“«’ и 1 ,

• По этому прполу смотра также лемму 3 работы |1|.

> (2; |1) ֊ е- | (it ֊ր — I---- du.
JI (1 /) 2-t J loga—logs

тЬ; ‘)
(l.r>

где - зи<в-.. ос. £ > ()• /?.(!)- область argz|<a. |z;>z, ле­

жащая на нулевом листе поверхности G ; х հ г, наконец. 

■; (а;г)--контур этой области.
Заметив теперь, что при любом р I имеет место формула

I 1 I J iogw lot?՜// ... log*//  t/ Iqgpjtt
logz| lor_'֊ Լօ iog"z ' ( '՛՛

*u
из (1.1) и (1.1'1 приходим к следующей лемме*.

Лемма 1. Для любого числа 3 из интервала (՜^՜՛”) спра­

ведливы следующие асимп топические формулы 
а\ при |argzl ' 3, <-՛ « ос.

(1.2)

(1.3)

В этих формулах р 1 — произвольное целое число, порядок до 
полнительных членов равномерен относительно соответствующих 
углов, а числа Д^(р) (*=ւ.  2.---1 имеют следующие значения

ձ (г) = "«“=(֊ |ri>] • <1Л>
'.(■ц О

Приступим теперь к построению биортогональной системы из 
функций Волътеррз.

Пусть а(i 1-֊) —произвольные вещественные параметры, 
удовлетворяющие условию

aj 4֊ а| = b'{ + bl = 1. (1.5)

Введем в рассмотрение функции

у (а*.  /.) ֊ V а Հ՜',էյ-' (а>.: !<•,). (1.6)
Ւ •։
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2
г (Л. X) = V/»,.Z ՜Կ((1֊ д')Л; А •<> ' * (1.7)

J ։
где параметры у, и т. подчинены пока условиям

р. > Լ ն' ՜ l- ° ՜ l։ 2)՜ H.8I

Заметим. ч։о ՜ тн ограничения необходимы вследствие того, что 
интеграл 

t .՛•
J v (X; 7.)ах

V' 
сходится абсолютно при а>—I.

В самом деле, представим функцию v(x:a) п виде 

ч <эт
’<*! “) Л + ] Г(Нл7 И *<*>  (а>0).

и Л

Нетрудно убедиться в том. что 
/ 
р ?.ч(.т) | dx Հ const, 

г.
.՛

в то время как Cj (х) = О(л’) и абсолютно сходится при
о

а>— 1.
В дальнейшем на параметры ս/։ հ будут наложены более же­

сткие ограничения.
Составим функцию

”»U)₽ У Պ. հյ- '՜(’ն1 + Ղ+ 1 (1.9)

Л. Л-1
Имеет место следующая лемма.

Лемм а 2. Исли параметры, у. н - удовлетворяют условию
(1.8), то при любых У. и (). /֊ kJ справедливы формулы 

t
Л (ах; J1) X) V ((/ X) AjJ Հ) ах 

и
К (>էԴ՜! ,у у (If.; ;> I-- i 1) — Al <и '՜ >(/հ>; u - ~ - _լ) и |A\ 

log!-Ings ՜ ՝’• v'
4

fy(x. Х)г(л.л,)dx = . (Ml)
J logx - logX։
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До казател ьст во. Формула (1.11) непосредственно будет сле­
довать из формулы (1.10) ввиду обозначений, введенных и формулах 
(1.6). (1.7) и (1.9). Докажем поэтому формулу (1.10).

Учитывая представление (Л) функции >(x;'i), для любых г. и 
(/. - /.,) имеем

Z՜ , (х/: »л) л, 'v((Z - х) /- I dx =
о

(’ Г )\dudv {' -хли.. - <. ,- И Г(1 «)Г(1 +- + <») )л' { х) dx~

и II IJ

I՛ Г ::idv______ г - •՛•• ֊ -՛ Ռ •■(1
՝ | Г<1 J* .4)1(1 ;՛) Հ п

I, ֊ L 0>! ՛'(log/ ՜1 °-т)•«»)! п 1 
я! </(IOgM* '° (■'•) — *^о Ь-^'о

Прону меру ем образовавшиеся системы функций в порядке неубы­
вания модулей чисел ал (« = 1.2."*) гак, чтобы у-тые функции, соот­
ветствующие некоторому нулю в каждой из групп функций (1.12)

0՜ о о
Выполнив ряд несложных преобразований, приходим к формуле 
(1.10).

Заметим, что перемена порядка интегрирования повсюду воз­
можна в силу (1.8).

Таким образом, лемма 2 доказана.
Для произвольного комплексного числа До рассмотрим теперь 

систему нулей функции <«(/■) -40. Ниже будет доказано, что эта
функция имеет счетное множество нулей, а также суду; изучены их 
асимптотика и особенности их расположения на бесконечнолистной 
римановой поверхности ՕՀ. Но in этого, предполагая существо­
вание счетной системы пулей ••• функции о>(Х) .40,
пронумерованных в порядке неубывания их модулей, приступим к 
построению биортотональной системы из функций у (х, X) и г{х, /.).

Итак, пусть >г. ՝п^\,՝2,...\ — последовательность всех нулей 
функции <՛■ ա■) — До, пронумерованных как указано выше, причем 
каждый, нуль считается лишь один раз. независимо от его кратности.

Сопоставим нулю кратности рп . I две системы функций

<՛>՛ у (х. /•) 
ժ(1օ^.)'

. I

(1.12)

где

(,.-11. 1.... Է (1.13)

(fc-O.5-.-/-n 1). (1.Ы)
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и (1.13) получили бы одинаковые номера. В итоге получим >зе. счет­
ные системы функций

И |Z,(A-)i (/г=1.2.-.к (1.15)

После замены переменной >• — мы б\ дем находиться в усло­
виях теоремы I работы |2]. Отсюда непосредственно следует, что си­
стемы функций (1.15) бнортогональны на отрезке |0,/] в смысле

I
I Г’ (х) Z (х) dx — I( ' ր 7 (р. Ч-I (1.16)
J 1 I. Р = У
о

2 . Изучим свойств;; нулей функции «(>.) —.4,. Для •.•того приве­
дем асимптотик) функций у(х. /■). z(.v,/.) и •՛>(/). которая неодно­
кратно будет использоваться нами и при дальнейшем изложении.

Используя уточненную асимптотику функции Вольгерра (1.2) и 
(1.3). а также определение функций у (л,/), շ(.ր. /) и <о(л) [формулы 
(1-6). (1.7) в (։.9փ получаем следующую лемму.

.1 с м м а 3.

и) При arg/., -՜հ 3 >. х. О /. равномерно

относительно х I-. /| имеем

У(А-.Х> {v„;, •' I +o(lolgJ. (1.17)

равномерно относительно х |0, / — имеем

= 1 У ' * !*'  +°6 И.19)
I . —. 11 '• I -Հ !ogA/< Uog*՝/i.Л*»։  с—I

где
՝■ i « •֊.'’* •■•'<-'ЧЛ.Яг(г<,. Կո)

(1.20) 

0 <Հ г <Հ Z. рае-б) При 5 iirg/- <Հ >. ту՜<Հ /<Հ / |֊>л- 

номерно относительно х |г,/| имеем

равномерно относительно х [0. ! :] имеем

(1.21)
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на конец.
log(/ t)>. (1.22)

а b i’՛՝
I 10 £»*/'•

log՛' •։ /л
X՝ — - Ո\ ՚
— log՜/՛ ( lug"f — I

(1.23)

Докажем, наконец, лемму о свойствах нулей функции ՛՛՛(/.) — .4..
Лемма 1. Пусть функция »> (.՛.) определена но Гогда 

տ (X) — До имеет счетное множество нулей,' асе они, начиная с не­
которого. доао.ыно большего по чооу.ио,—простые, ,;е чеат ину три 
у гловых обл истей

1\ (о): г. II Ր. (Հ): — ’ *<arg>-< — . (1.24)

асимптотики зшил нулей, иранумерыванных <՝, порядке неубывания 
их модулей, имеет ты)

2֊k .
I:

(1.25)

гое обозначение /Հ, 1 означает нуль, лежащий < оответетвенно е 
верхней или нижней пылуплоскист։:.

Доказательство. Рассмотрим отдельно да ■ случая
Первый случай՛. /1,. О.

Ввеле м обозначенне
7 = mln (՛.՛. (1.26)

Наложим ни параметры а и ՜ помимо (1.8) новое ограничение

(1.27)

В дальнейшем мы убедимся в естественности ограничения (1.27). 
Отсюда следует, чго

1 <7<0.
Относительно параметров же а, и />. в течение всей работы бу­

дем предполагать, что они удовлетворяют следующему условию: 
произведение с.у (\ не равно нулю для тех значений индексов /\ и 
при которых достигается минимум к выражении ,1.26) (обозначим их 
Д' и jJ или просто /0).

Итак.
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V/ = а ծ^֊Օ •■?։ 0.

После всего вышесказанного, асимптотическую формул\ (1.19) 
можем переписать к виде

ММ = .Ж֊Ч1х?(л)|.Л4^ ;o(log;,/z ) (,>1). (1.19')

’ где
?(Х)=О (1.28)

я > 0 П ри /. - - ОС .
Из асимптотической формулы (1.19 ) следует, что все достаточно 

большие по модулю нули функции <"՝՛/■։ Л, могут лежать лишь и 
областях (1.24).

Перейдем к доказательству формулы (1.25). Введем вспомога­
тельную функцию

՛•՛..('• / jl -։?•)}•«՛' -Л’., 
где

( « _ Д|
0 .И '

Из формулы (1.19'1 следует, что

..(>■)-А,= (д) । °(-iyg„-)

(1.29)

(1.30)

(1.3И

Все достаточно большие по модулю корни функции %(/.) должны 
лежать на бесконечной кривой Ло

1 4- ? խ 1,4„ . (1.32)

Если положить >. — ге>-. то уравнение кривой А( запишется так 

/гсоя? = 7logr log 11 + 9 (reir) -г log! Л * j. (1.32՛)

Предположим, что 'ւ.Հ — Л-тая точка на где *••©('-)  обращается в 

нуль. Тогда если Հ — րԼշ''1. то

— viog/.;4- log 11 - ? (/.;)( - //; — iog.4։; - 2&-Л (ւ .зз)

откуда следует

fiogr; log ւ + ■: (/.;) /г; cos?; -- log । л • = о. (1.34)

— 7Հ -r Arg [ I 4- ? (Հ>| + /Հ sin?; Arg Л; = 2k-. (1.34')

Заметим, что при переходе точки /. по кривой от одного нуля 
функции <в0(>.) к другому -/.; г величина arg/՜ е1 увеличивается 

на 2հ и найдется промежуточная точка ;х.. ( Հ < уА. <^?;+։|). где 

? 11 Ь ? (:\)| = л;, то-есть
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= (1-35)

Введем в рассмотрение кривые /Հ-'

/гcose = тГо^г — log11-г г (гв^)| I-log|.4*|  ± 1- (1.36)
Рассмотрим дуги /й и /л+։ окружностей л| = 1?А| и I' = .

лежащие между кривыми . Обозначим части кривых /-J '՛. лежа­
щие между дугами Z*  и Հ..._է. соответственно через и sfcT, и составим 
замкнутый контур

А;- = Ik Հ- 1к-. \ 4՜ -տ\ճ-ր 1 ՝ -Зу)

Оценим функцию шй(л) на этом контуре. Обозначим начало и 

конец дуги Ik соответственно через Հ =1;-կ. е 'к и ս՜ = jrjtf ՝к.
При ). Ik имеем

где
Тогда

Հ*է օօտՀ.— у (viogi;^ — logl 1 — С( | + log I .-I’ I).

(1.38)
|ահ.|€0Տ-Հ= ) (|log,"\l log}]-г ?(|uj/T*)  4-log'Д’, — 1).

Следовательно.

o. . . Հ + Հ . 'Հ-Հ- 1 1 1 -Helis։*’*) օJsin-Ц—*-sin—Լ- = T log ------------ ..֊ -
ւ+փ(հ^*)

Учитывая тот факт, что

linr^ = Iim փ’ = Հ- • 
Հ-~ •• •*

получим

lim I рЛ J sin ֊ - —’“ = -֊- •

(1.39)

(1.40)

(1.41)

С учетом формулы (1.35). при /. = | и*  | е‘^ և имеем

<«о ('•) = — -4*

Из формулы

| _ 1 ~ г (II ^՚ ՜1 .՛ Հ ." ■՛.- '՜, • I

(1.42)

ic*  ; Ф,
<՝• = — 2 sin——— Sin --.y ֊h

" -L- , 3 —— c
— 2/cos —i: cos ' 0 (1.43)

с учетом 1.41) будем иметь
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внутри

(1 49)

(1.34)

(1.50)

(1.51)

11.52'1

(1.53)

11m |;д. I Re (Ժ՜ — е *)  ■— • (1.44)

Отсюда имеем, что при >• Z*.  А։ А,..

1!Л1К('}|: ԼՀւ|!4֊^| |.Հ, (1.15)
*

то-есть при /. Z*.  k k,.,
I ММ I I .ՀԻ (I.‘15՜)

Ila кривых же 2Հ *

|‘MM| l|ptl :l I т ?( IpJ <*•» 1 г**՜  tl -Pol|e

= |.Հ'Ի՛ '-И- (1 4<i)

Из оценок (1.45’) и (1,46) следует, что при а АЛ. A

Л>(>)| С։|д;՛ (С։>0)’. (1.47)
Но

(«♦(Ч-Л» Л1шв а) (Հ ,(J(1.48)

поэтому из оценки (1.47) и ։гз выражения (1.48) по теореме Руше 
следует, что функция •«(/.) — V имеет точно одни нуль հՎ 
контура А*,  при этом

• — Հ 4- з>. где ։« — О (Ժ* )

(էԼ-диаметр области, ограниченной контуром Д։).
Так как Հ. является нулем функции %(/.). то из формул 

я (1.34)' получим
viogr; + logւ ,հ| - log11 4- ? (>Հ) 

cos?t=---------  /Հ-

значит.
•՜՛10^ 10-'1 ;|Հ>11 ո(1է,ԱրԿ

ր* ՜ 2 ՜ /Հ :■ ՝ Հ- ’■ր է > k

Но из (1.34 )
2г/;֊. arg.4;-֊,f;-arg|l ф(Х’)]

Դ zsin?;

С учетом формулы (1.51). из (1.52) следует

2г.к - a<u.-V ../log’'-;՝
ր«° ւ ՜2է i °A г; Г

Отсюда вытекает, что при А <

" В дальнейшем постоянные |>е.1нчмнм. нс мпнсещис от rup.iMeipoii. бу чем 
обозначать через f и 1. 2. ••)
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ПЛИ

Это означает. что

2г*
՜ I

2п*  
/

2 г*
~Г

Вычислим теперь порядок 
падает с порядком периметра 
дует, что

откуда будем иметь

а- ։

2-*

Итак.

logr*  - log*

log2*

(1.55)

log* (1.56)

диаметра Հ., При больших 
контура ձէ. Из формулы

k он сов-
(1.41) ело-

,'ն

2г (*
/

<֊ с (1.57)

log(*  1)>

֊ք*)  =Q(bgft).

Հ. О ilog*). (1.58)

поэтом՛. окончательно получим

Or b
Հ-’ = Հ + Հ-֊7* (1.25')

а это означает утверждение (I 
второй случай՛. Д|։— 0. 
Этот случай отличается

*) леммы.

օւ՚ предыдущего тем. что в качестве
вспомогательной функции следует рассмотреть функцию

<1

•ч
Aflog/X

(1.29')

и

k

"4

/ 1

Однако, в «том случае, г. е. когда До — 0. на параметры
aՐ b (i — 1.2) нам придется наложить ограничение

a b IД
</ 

Ժ I ■։ .

Заметим. что при Д„ - 0 и .4J «=0 возникает исключительный случаи, 
характерный гем. что к системе функций 11.15) становится возмож­
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ным добавить еше одну пару функций, биортогональных с функциями 
системы. Этот случаи мы рассматривать нс будем.

Из формулы (1.29' следует, чт.р 

ш(>.) .%-•»(/) ,и <о*(Х)

и. рассматривая кривую 7Հ
|/ ;1օ"//րԻի 4֊ ?(> )| | ֊ ( ՜') •

(1.31')

Ո.3'2')

мы аналогичным образом приходим к формуле (1.25).
Лемма полностью доказана.
Докажем теперь. что утверждение леммы I о расположении ну­

лей функции «•(/.) .40 можно усилить.
С этой целью, наряду с кривыми (1.32) и 1.32' . введенными 

выше, рассмотрим также следующие семейства кривых:
при .40 #0

/.(.« I'. -И 1.59»
при Дл = 0

|,Հ ՛՛ Io-Л. г՛ j [ 1 7(/.ւ|| I- (1.59')

Пзриме1р л изменяется в следующих пределах 
|.v| 1о«3 = х.

Очевидно, что
Л(О)-Л„ и /.*(0)  /Հ.

(1.60)

(1.61)

Если положить ' -^ге1'՛. то уравнение кривой (1.591 можно за­
писать в виде

-՝ 7l0.gr ZrcosO log) I <?('•)! log Д' —а՛ 0. (1.62)

Введем обозначение

Ф(г, 0) = ylogr-г ZrcosO log! 1 !-?('. | — log | .4J| — Д'. (1.63)

Из формулы (1.2&) нетрудно вывести, что для функции Ф(г, 9) 
налицо все. условия известной теоремы о неявных функциях. Вследст­
вие этого, из уравнения Ф(г. 0} —и при г ?•,, ю вышеупомянутой 
теореме. О определится как однозначная шчвная функция, причем ее 

значения принадлежат отрезку для всех | log# х.

Кроме того, эта функции

О = h(r. л) 11.61)

является убывающей как функция oi -v и

Птб (г, д) (1.65)
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Теперь уже семейства кривых 13- . с ? .32'), (1.59) и (1.59Դ 
можно записать явными функциями так

L- Л<А'): '' '< ('■՛-՝■> (Հ r։,|x|<x) (1.66)
ԼԼ-, fj = fr(r): /. х): 0 = 0*(г,х)

и ясно, что 0 (г) 0(г. 0), G*(r)  0*  (г. О).

Из гою. что функция Гцг, х) убывает, следует

при г,.: г, и /. = —log3<Xj О < .г.. < 1о"3 = ■/.

~-<*Дг.  /XrHr- x2l <fj (ր) <Сք) (ր- — ZX՜^՜ ՜1՜7<՛ (1.67)*

Введем в рассмотрение следующие области:
при До ~ О

Д: 'Ji {г. г) 0(г, х); (г г.}, (1.68V

при Ло О
Д: !6*(Г.  ■*)  Հ о < 0*(г.  ֊ 7.) (Г . G). (1.687

Области, симметричные относительно вещественной оси соответ­

ственно областям Д и Р]. обозначим через 7Ն и D:..

Докажем, что нули J/.Д функция <»('•) - - Հ. » случае % - 0 ле­

жат а областях L)y а /а, а при До —О—в областях D\ и /Հ.
Семейство кривых /. (х) при .% 9 и |х | - 1о£3 — х покрывает

область Р,. Поэтомх из определения функции ^(Х) и кривой L (х) 
следует, что

Функция cos& монотонно убываем на отрезке

4 1 Հտ 1 1 % (>•) Ло 1 з 1 л; | при /. /Л. (1 69)

причем
Իսօ(') = 3 Հ1 при л ./■ (—*1 (1.70)

и

%Р‘) = Я*|  При • А(Д. (1.70'1

Из формулы (1.29) при л==г<.՝՛'1 имеем

(”о(А) г Лр| -- г 1 1 -г Аге՝"} (1.71)

а с (л) = Հ ' (а >0 .
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Поэтому из формул (1.70). (1.71) и из асимптотической формулы

(Л) -г ' 11 — 0 (/. ‘)| (1.29')

следует, что ври л = /т‘ . г rz, 

1“\>(>)-4- Հյ>-|Հւ1 при v г» 4r-՝z) (1.72)

н

!«•<><'•> -‘Հւ < -շ-MJI при 0(г,—х)<0 (1.727

Отсюда получаем, что

1 "’о ('•)1 > ! -Հ, 1 при 'քՀ֊ < С 0 (г. z) (1.73)

li

<%(>.); > |Հ;| при о (г,—-/.)=< G " -г-*. (1.73')

Наконец, если заметим, что асимптотическая формула (1.31) вер­

на в областях /?։(Հ) — ՍՀ и — D... то последние две опенки оз­
начают, что 

при a^Dj(o) —Օյ или при I Ч-/Л('•) — А.

I <•»('•! — Հ -у՜1*՜ 11’1, ր>Դ (և74)

А это и означает, что все нули функции к» .40. начиная с неко­

торого. могут лежать лишь в Областях /Հ (;4 и -Оо,м. В случае же 
.40 —0 (когда согласно предположена ՛ Г - ։»: аналогичным образом 
приходим к оценке
I <»().)֊ Д, - „ ).) 31^’Л . г- г, (1.74-)

при л£ D, (о) — 1)Հ или л 7Հ. (3 —/Г,

Полученный результат окончательно сформулируем гак.
Лемма 4Հ Все нули функции «•>(/.՛—/10. начиная с некоторо- . 

го. довольно большого по номеру, лежат в областях и /)., при 

.-Լ ?«0 и в Областях ГУ и /Հ при .1, = О.

§ 2. Теорема разложения

Г. Для доказательства теоремы о разложении по биортогбп’аль- 
ным системам, построенным выше из функций Вольтерра, нам необхо­
димо найти оценку снизу для функции *>(/.)  — на специально по­
добранной последовательноег и окружностей.
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С этой целью определим последовательность чисел /?а), для 
которой

О</?,<&,<••■</?,<• , Um Rn------п
следующим образом:

при Ло 7= О
R.-} к(2п. ■ |> I ■; arg.4;| ■ (2.1)

при .А() 0 (и следовательно .Լ' == 0)

/?, = ф ի (2Ц + 11 -г ՜ (՜'շ+ *' + arg Л; • (2.2)

обозначим также
q = р№, *) при ЛЛ О (2 3)

I (>*(Rn, *)  при Ло = О?

Очевидно, что “ •

Докажем следующее предложение.
Лемма 5. При I>•!=/?« (« ՝ справедливы оценки:

л.. .\,| Л; + 'лпо£/л| )’

(2.41 
когда arg л I Ья. 
it

, w(?.) Ло Հհ Ks ( Ло , 3- I Д j՜) ’ (2-5)

когда 0Л arg/•'<< — 
где К. յ — 1. 2)—положительные постоянные.

Д о к я .з а т е л ь с т в о. Предположи м сначала, что А,_, ■ 0. Фор­
мула (2.4) вытекает непосредственно из вышеприведенных выкладок. 
Чействителъно, имеем

I դ № \ > 11 ‘% 0) ч- л; । -1 л; 11 =

' : "?о(О + Հ7 ”’|)0) 4- Հ’ I - ՚ Հ? • <:-՝յՀ

Пусть arg/-!<“. Тогда при |л| — г ... г3 по формуле (1.29') —*

֊ ■"»(>. Л? = 4՜1Կ՜:| 1+0(л” (2.7)

Поэтому из формулы (2.6) следует, что при arg >. I Հ — , U| = 

- г . Դ.
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:՛ . —--------- --- — —— — — _ __ - ■ — ■ - - ■ ՛ -*

խ0Ռ)|>Ա;|. (2.8)

Пусть теперь -“֊< pirg / | 0(г, х). Тогда формула (1.73) не- 

посредственно дает
%('-)i ՝ MJi-

Отсюда, учитывая асимптотическую формулу (1.31), при 
|8rg). I*•  Հ fi(Rn, հ) = 0„ получаем утверждение (2.4) леммы.

Докажем теперь справедливость оценки (2.5).
Из асимптотики функции ш(Х) Ло с учетом неравенства (1.74) 

нетрудно усмотреть, что эта оценка верна при :л|- г > г„. но лишь 
для значений

Й(г,—х) «с |argX| < л_ ос.

Остается показать, что это неравенство имеет место также при 
|л| = ₽я (л>-//։) для значений

О (Rn, f-) < . arg л I < h (/?я, z).

Обозначим точку пересечения окружности |л|=/?, с кривом 

/. (х) (|х j^log3 = х) через հ, (х) = Rke л' л>. Покажем, что при £—>«:• 

справедлива формула
/ log2/?. \/Rk sinO*  (x) = /А\ + О ( - ֊^֊֊) (2-9)

равномерно относительно х | -■.- х.
Точка pft(x) - Z. (х), поэтому

Z/?4cosO..(x) Tlog/^4- log 1 - <р (X) — log I Հ թ-*  = 0. (2.10)

Отсюда вытекает, что

cosO.(-։)=o(l0^֊‘) (2.11)

И
, / log2/?., \

slnOHx) 1-ԼՀՀ R., Հ| (2.12)

равномерно относительно ixp _z. Следовательно, формула (2.9) до­
казана.

Относительно аргумента ^.(х) точки j^(x) можем кроме того 
утверждать, что при |х| հ х разномерно

^(Rk, >•)« ճ (Ա/Հ, — х) 
и

Ип10л(х)= —. (2.13)

причем по (2.11)
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М-Й = — + М - ) При k ос. (2.14)

Поэтому

мо-«/'}՛ )!• <շ-ւ«
Но при л = :л;.(л), ;л- Հ /; /г-►ос. из (1.29), (2.9) и (2.14)

arg |о)0(:•■) I Հ| = — Л ( v) ֊Ւ №•.sinО*(л-)  -{- arg |1 Н © (/.)] =

-«*-*?■ և ° (|0«ք-)- <2Л6>

Отсюда, согласно выбору чисел Я*,  при X- ;-4(-v). x|s.:z, Af->oc> 
имеем

cos aig խ0(...) J ,4*|  =0(1) COS arg л;. (2.17)

/ log’/?, \sin |arg [<»0 i/.i -.4;j| = 0( , ) sin arg .4*.  (2.18)

Значит, для функции

. - i 1 - • ■ < ■’>.

С учетом (2.15) и (2.16). имеем

% (% GO) + А- = - д;<мՀ! + о (-֊^-)) ■ (2.20)

так что
Hin.»(>(uj.v))--.Հ(1 4֊^) (2.21)
6 -«

равномерно относительно х --. Iog3 —
Отсюда следует, что при 1հ /е0

। ^՝« и**  (-՝')) ւ с3| zi;, . л- < •/.. (2.22)

а эго < учетом формулы (1.31) означает утверждение леммы (2.5) для 
Р-. = /?.՛! и случае.

/)>Հ-1яги /.;^0(/?fl. — •/.) (/Г /ղ).

Т;.ким образом, лемма 5 для случая Ао / 0 доказана.
Локлзателтство леммы для случая Ао = 0 в основном ничем не 

отличается от вышеприведенного доказательства. Нужно лишь в со- 
ответстзуюши.х местах использован формулы (1.29՜). (1.3Г), (1.32() 
и (1.59').

2 . Сформулируем, наконец, основной результат настоящей ста­
тьи—теорему о разложении.
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Теорема. Если функция f(x) является функцией ограничен­
ной вариации ни отрезке |0, /|, то равномерно относительно 

х [г, /—i| ( справедливы следующие разложения

f(x + 0£j f(x — 0)

f(t Zjx). (2.23)

где функции Yl:{x) и 7h(x) определены выше.
Доказательство. Пусть 0<Հ = I оо и •> > -. Обозначим 

через Г (г. R, ?) пробегаемый в положительном направлении замкну­
тый контур, лежащий на римановой поверхности =o<argA< 4- х, 
0 < ;’л| < 4-«з, и состоящий из дуг |/.'«/?, |arg/.| < и !а|— г, 
i2rg/.|Of, в из отрезков ՜ а|-</? лучей arg).= Հ ?. Имеет место
формула

1 i'yb.o.֊i/.
2*1  J л |ш7л» — 41
Г(։’7?я/Р)

Чп
- V rjA-)ZJ0.

д-1

п
где q;l = V p.t д — крапп.сть нуля /,< функции

(2.24)

Ло.
/,*։

Эта формула доказывается несложными вычислениями логариф- 
. v (х. /.) z (է, X) , ..

мического вычета функции-----—с учетом формул (1.12),

(1.13), (1.14) и определения функций (х) и 7к(х}.

Из формул (1.17) и (1.18) при |?.rgA|<fS, “ < ^ < ~. и (1.21).

(1.22) при р<!аг"). |<֊г со нетрудно заметить, что в формуле (2.21) 
можно перейти к пределу при х->0.

Таким образом, обозначив ։՚.։(հ)—Г(0.получим

■,^д)^4 'хмх?-У|> = (2-25)

’’J*)

причем в левой части имеем абсолютно сходящийся интеграл.
Итак, чтобы доказать теорему, займемся исследованием инте­

грала J (<р, «) (?>*).
Разобьем интеграл J (<?. и ւ на следующие интегралы

3 H-iKccmn ЛИ. серна фнл. мач, чмук. У> о
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I P v/r. ՛ .-U. у
■:.'i ’ X խ Օ ' ,|

■ ' •'՝՝:
r arg/ T

elf- 4-

I .irg>,

d>. (2,26).

Հ
1 arg'

Интеграл в скот очередь разобьем на сумму двух интегралов- 

. 1 Г у(х, X)z(f.X) .7֊ 2.?-| ;1, d‘~

1Կ Яа

_լ_ ! ւ -.ՀՀՃ*.  ?'Լ*  (!՝ Ղ. (1', I ! J (2 27V

_ I >- ■ =/?„
” ՀI arg i < ?

Для рассмотрения интеграла ./։ выясним асимптотику функции-

/<(х. /./.) = у (л՛, X). (Л X) 
/•!•՛> (Х)-л.|

largZ <-~-При

Из формул (1-17) и (1.18) леммы 3 следует, что при (argX -~

Или, согласно обозначениям (1.26) и (1.28),

(2.21

У(Л-. /.);(>, л) = ,е,,„X | ] ч է)>յ +
C։e(' ” |l , f;(Z)] С/' |1+?)('•)!

Ti -г ։,. х*
X log/. /. " log/-
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= г"՜"1 (М-։ 11 + «,(Х)| е" - Л.) + V” + С|/'. Պ 1 +
>:՛•r log >.

, C/lH-bWI , о( .1 \. ,.2 ,Պ■ + z>1i|og. |քյԱ.ւօ^յ

где функции հ (л) ս = և 2. 3) стремятся к нулю при /. >.

?.(л)«=О(Х-) (а>0). (2.30)

Заметим теперь, что при |>.| п г/.,,

/, ?| ЛНгл ,
+ о(՛ '|Og)t ) = 1'И>- ’!« 4-*(Мр “ - А| ' +

/ ) .* т е \+ о |\1 X— ).
\ >Og А /

Из формул (2.29) и (2.30) имеем

при | >.| = /ձյ(« > пл), 'argX|<~»

J>U,X)z(lf,A) _(.t У|1 , , С։е-‘
Т|МЛ)-Л0Г : Г’Ш + к'-^^.к>ЙЛф(Х)

շ><է՜,|է___

' " 1ой>.Ф(>.) к1 ’log-k '

(
\’ф. (X. /, Հ) О 
k I \ k'-’log^X /

где

Ф(к) = Л4-Д0А'е-а11 +?1(л)Г՛. 

откуда ясно, что при |Х|— А’л. п n.Jt 

(Ф(Х) -Сш>0.

Из формулы (2.32) следует, что 

* 1 * сJ4= ^Л (хЛ./.)^.= ,-^-v ^Փէ(Ն Л/.)ժճ |
IM-Հ, “ Д£,|>.! = /?„

I «К' ! . argX | < ~

(2.32)

(2.33'1

(2.34)
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e֊lRaco^

(l<Jg Я; -b /?)' (2.35)

Вычислим интеграл 
E

2^7 j '• '•> “՝V = շԼ \ ‘;IX ‘' R,i' - 

‘ ;■

I аф1 < շ-

cltR^^x /)) =

ir-tiRJ — —
1 e — t*  I sin (հ — t) Rn

2^7 T- t ՜ ՜ T x-t
(2.36)

Предположим теперь, что x խ / - *|  (^ < 2 < շ • > |0, Z|. Тогда, 

ввиду того. ’ւրօ-է<ՀՕ.
1 Г 1 Г /Խ’1-1'--'-'j’aՀ xՓ$(ՀԱ)^ = ձ Հձ---------- (2-37,

2-/J 2-Հ) л '<1>(л)
’•гк-' ь ֊5 ւ^տԿ^-շ
,л <

•յ՜
- z, „П 1 l‘ —t^_COS2 v

j с n • (h--O(Rn) = o{\). (2.:

Аналогично, с учетом асимптотики функций ФА(л'։/, a) ;fc = 3, 4) 
л оказывается, что

г/у I Ф,. (л\ t. л) dh — о (I) при г?-* оо (2 39

’>•՛ ~Rn (k =3. 41
iargX Հ 5ւ



Разложение по биортогональным системам 37

и

largZj < *

= о (1) При Л—>ОС. (2.40)

В итоге из формул (2 36), (2.38), (2.39) и (2.401 заключаем, что 
при п —> оо

I argA I < շ

Введем теперь в рассмотрение ■՝. едующую функцию

(2.42)
У-/?/ ՝ 1

FargXI < 7

где f(t) — произвольная функция ограниченной вариации на отрезке 
[0. Z|, а число ՛- определи гея ր:՚ւ.;;ւ՛ о у .1։ лик»

I Чт.+11<0. (2.43)

Заметим, что условие (2.13 можно подробнее записать так

г> , 1. > ՜ 1 -7> 1. (2.43')
1 ‘ 1 7.

Этим видом khihi.ti мы буд м пользоваться в дальнейшем.

Докажем, что равном՛ ряо относительно х ($, s| (0< г<

имеет место предельное соотношение

liiu ti„ (х, о) = 0. (2.4 I)

Пусть А =х ■՛■' (f! ... /}0). I те ՚ն Հ з-0 : - ). тогда из оп­

ределения (1.7) функции հ (.\?.) следует, чю при 0 г < /. |>.| 0,

(/ - /> Л>„ со.4 с՝> ։.. Ч А .
1 I log(/-f)R,e'vl
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Из этой оценки .можем написать, что при л=/?лс'1' (// л0),

4- C >) + T
՜*՜ Ն1Ո\՝/ 'V4 e

( 2՜ <’»<*)•  

է
с [ U Оъ՝л

՜’,ն> • • +1 log /?„ + log (/ - Z)+ «փ I

f՝r max и, e '• 1 -h|log/?„ ՛-/•? i
x ''' dx

'C„R„ i։ max{l.X 'cos' j + CUR„ "('ւ- + 'Հ

В процессе вывода этого неравенства мы использовали оценку

(2.46)

max I e 1 . 11 /?., *cos!/[ < max [ 1. e n

при 1Փ1^«<յ. t \l-KnJ\՝

Заметим геперь, чго по асимптотической формуле (1.17) имеем 

при Հ = Rn(^ {п ոՂ), и х- ի, /|.
■у(х.м. C^R:^e'^ (t J

причем постоянные С](1 Ռ) и С,7(г) не зависят от у-а.
Введя обозначение

/?<Л-Х)=»4 5^гт;р(')г^'’л՛ <2Л7>
7֊ р/

из оценок՜ (2.1', (2.46) и (1.17՜) будем иметь, что при

>■ = Rne1' (rt ՝ fix), |Ф|<0л к х ի./ — х|

IK՛*,  .-է “ т.ах|1.Л Wf! | С„Л՜՜*'՜"'  ''|Х 

v.V,։eos՛!/ 
еС,.(!)«,,X ^■ձ-^ _ I 

11օ՚Հ Rtl փ- ւ ե I j

'iv-t4t + l {x-h I /Հ cosm
10 e max 11, e " • (
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— 5
+ C^)Rn

՜ ■'՚,'Հ.՚՜,֊ւ:^ max 11, e^n C(i*' ! 

log Ra 4- i

— v ('4- CS1 (s) R„ '•
/ZLcovi

7 e _ 
Ilog Rn 4- /? I (2-48)

Докажем теперь, что равномерно относительно .v ի,/—ջ| име- 
«т место формула

lim -J—( а)</> — 0.
л ... I

։ ™ճ՚ I ~

(2.19)

Для этой целя воспользуемся очеви и։им неравенством

^kRr.co^ c...
kR. (А՝ 0) (2.50)

л оценкой (2.48). Тогда при л ի. / - :| будем, иметь

Հյ /ил-.огл

I «Գ։> I < ֊

С։(:) RK 7.

.֊’• ЧТ!
Rn

log R,.

— & 4

log R
(2.51)

Из условий (1.27.J и (2.43'). учитывая, что по (1.26)

(1.26')
получим

—• <>

4- 1 ֊ձ-ք-ծ»(|-ձ)(; )<0,
(2.52)

-f՝-7 'f

Отсюда следует, что утверждение (2.49) справедливо.
Далее, пусп аргумент •> числа > изменяется в пределах от

-֊-до 0,.,, л*  ՜ի, / — տ|. Заметим, что по формул՛.՝ (2.14)
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Ն- log R.
/■

(2.53

откуда получим

»«
— A7?.։co>’b 

e
kR,c.o>\

■:C. log (Л>0). (2.54
— fy-R^cob 1>я

к
Кроме того, из оценки (2.4) следует, что

IR.xo&L „ ,7 . , . -1
е Д)1 log lR„e ).

Поэтому неравенство (2.54) даст

* 7 1 - -
| ^ս։տ\/փ Cje/^zj ‘ logA’„(|/lo -Ь Ի'1յ|1 log/A\^l ')

1 < I argX 1<о,,

т

(2.55
Наконец, из оценки (2.48) и из (2.55) вытекает, что пр։ 

л՛ р, Z —е| справедлива следующая оценка

շ_. ] ..v..

iog/г»

Ճ^+Ո
log Rn

Вновь, учитывая условие (2.43') и формулу (1.26/), получим 

- q - — рЛ = - о 4֊ 1 — հ <О,

(2,52Հ

5 ն.<0’

Из (2.52') вытекает, что
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Итп ? . f R(x, Х)</Х - О. (2.49Հ)
а—« 2"X j

IM
— հ ։ arg'A I < u„

Пусть теперь |л|«/?я, (և<|argM <a0, где հ < % < z.

Для этого случая, если учесть формулу (2.5). оценку (2.48) сможем 
переписать так

!R(.v,X)|<Cft Р'- z‘-exR"C0S'-

.v/^cos^ , 
с d՝'j ■֊'

log Rn log Rf, 

Далее, из неравенства

(e) 
Rn

будем иметь

p <*>  ն|:) • * 

%
поэтому
I շՏ7 \ ё«<о1R"

Pl-A
|arg/.| < ■։„

n log/?„ log/?rt

Как и выше, с учетом условия (2.43'1 получим, что

lini J-.(/?(a-, /.)մ/. = 0. (2.49")
Ч..> Հ"ւ )

?1 = Պ
< largM <* e

Наконец, осталось разобрать случай, когда X j ֊ R„, а0 < | argX | Հ <?.
Здесь из асимптотических формул (1.21), (1.22) и оценки (2.5) 

нетрудно заметить, что 
{

>)dt = O Ur4՛'՛4՜0). (2.56)

/-«,г
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Д. =o\Rn ՜ 1 Հ (շ.56ր;

1М-* Я 
Я,

откуда инов։, в силу условия (2.43) следует, что
Ит—’ Г/?(х./)(/, о (-2.494

п • э> - r՝1 J
Hl-*„

»< < I ՝rg>. ( < 7
Наконец, из формул (2 49). (2 19'). (2.49’) н (2 19' ) следует справе д 
дикость утверждения (2.44).

Приступим к исследованию интеграла Причем для полученш 
ХЗолее топких оценок займемся расемигреинем интеграла

/-Я,*

/(О АЛ

J
‘-*Հ

I У(х.л) ,.)մ'
1 I _______ լ_______

՜ 2’ր J f |ш ('•) — До|
Pl’ "л

4 < I «я*  I ?

1 - н*
У (Л. / ) ^/(П-“ (Г. >) dt

__ 0______________
— л„|

г.
Ճ ;.Hg)J<aa

ib- J. Jb.

где Од произвольное фиксированное число, 
отношению

удовлетворяющее
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Прежде всего, используя то обстоятельство, что ք(է) функция 
ограниченной вариации, оценим интеграл

Հ- ('/(/) г «.

ci

Из асимптотической формулы (1.18) и формулы

՛'(<-. н) = Լ 1)

будет следовать

\ ՝Н*Л = С0.>~\1՚ (՜/(ք.ժ<«/֊ ՕՀ-հ, -I D-

= Գ>- T/r [l+®,Wl /(/ R„ ,.;նյ. l)_/(0),(A:v: »-

/-«;֊
df(t) (2.57)

где функция ?4(к) удовлетворяет условию (2.30). 
Jlpu > = RZ4

Հ| ճ Ca,R„ Ղ 1 Cue'^'ce''r + C№e,{"f‘,!"

ք* (/-f)A>/iCos4
I C (2.58)

Используя эту оценку, а также формулы (1.17) и (2.5). для инте­
грала Հ получим

IАI < Գ ^'| /?я՜ /7<’cos • ч- о (J Հ ՜՜ X

14 - Rn
\ argr.l

R՝rt “сus I 
х с^е

'"^տն /(՛ /Հ e՝‘-'՝R^-\df^\ -

и



44 А. А. Китбаляк

r of ’ dXI. 
\ log/?» ,/

(2.59)

Покажем, что интеграл J■ стремится к нулю при п — ос. 
Действительно, если обозначим

2 [ 

О

• (л*  -г 1 — 1) ALcosO 
е Rnttydt,

то из оценки (2.53) при х-խ/ —будем иметь, что

•ևօ ж Rn О3- (:). • (2.60

Поэтому из (1.27 ) следует, что /Г1—-О при и - ■, Аналогично можно, 
показать, что н другие слагаемые интеграла Л стремятся к нулю.
Таким образом, ./7- -0 при л->оо. (2.61)

Займемся теперь асимптотикой интеграла А- При aft < I arg)•1 Հ?. 
/. I - асимптотика функций у (л՛./.), г (г. /.) и о (>.) задается фор­
мулами (1.21), (1.22) и (1.23).

Из этих формул следует, что при х [г, /| и Г ’0,/ Ջ՜*)

J S р-՛’ Оу (х, է.) 2 (/,/.) - log f.
С., (Л-, է) 

log’).
(2.62)

Но по формуле (2.3)

!•••('.> — А 0 i Շ’։օ. 
поэтому

и Մ. I О
"■i/Д .40 log'-Z| Tog3). (2.63

где все Са(а։./) П:--равномерно по х и է в отрезках л {=./]'•«

Значит для интеграла JA при R.<e։", հ, можем на­
писать

G.jx. ո df-

(2.64
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Переходя к пределу в формуле (2.64) при п > се, получим, что

Հ = 0(1). (2.65)

Из формул <2.61) и (2.65) следует, что и для интеграла имеет 
место формула

J6—>0 при /г-*оо,  (2.66)

Нам осталось рассмотреть интегралы Л и /3.
Оценим интеграл

У. = 17Ц-С у!*'•• г(t' Re~“)d(Re'№) (2.67)
■ Re >(/?<’ ‘=)-Д>|

О
Согласно формуле (2.62)

J.= C4i(xt /)j

1.1

JR ___
R log-(₽<?"i?)

О i -------- ձ՛
\ J Ring3 (Re '*) 

’■ и

= Գ (*.
Հ с/10-А5 

(log/?-/О)2
dlog/? \ 

J (lOgR —։?Н)

1 ՞"
= C--՝՝Xl}\^R~rr 

<1

12.68)

Из (2.68) очевидно, что при //. -зл
Л->0. (2.69)

В случае интеграла Հ, дело обстоит аналогично.
Заметим теперь, что из формулы (2.25) следует

I Ր У (А. X) J/(/)?(/, >.)«’*
I > У

W a|,.u)-.4..| а,'~

Լ (ri

= 2 i։/(/)Z. (t)dt Yk (.է). (2.70)
Л“։ \ J /

я
где q։i V a — кратность пулей X,) функции •■■(X) — /10. Так 

/-1
как нули этой функции, начиная с некоторого, простые, то qn = п -J-
Т Ni, п- > .V, А\ — фиксированное число.

Учитывая, далее, выбор чисел ;/?«}, нетрудно /доказать, что
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I * sin Rn (x —t) — sin (x t)
Jim 1/(0 ֊ f dt = {) (2.71

X — г 
0՛

равномерно но л՛ խ, / — տ|.
Наконец, переходя в формуле (2.70) к пределу при /։֊>«, с 

учетом оценок всех интегралов и формул (2.44) и (2.71), получим 
требуемое равенство (2.23) теоремы.

В заключение отметим, что вышесформулироваиную теорему 
можно распространить тч.-.же на некоторые другие к.псеы функции. 
Например, для функций, удовлетворяющих условию

можно доказать теорему о равное хода мости биортогоиальных разло­
жений по системам (1.15) с обычными рядами Фурье.

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 18 IX 1861

lb. IJ.. ԿիտրւսԼսււհ

Վ_եՐԱԾՈհՄՆեՐ <ՈԼՏեՐԱՅհ ՖՈհՆԿՑՒԱՆեՐԽՑ ԿԱԶՍ՜Վ֊ԱԾ 
PbOP^nmUl ՍհՍՏեՄՆԷՐՈՎ.

И II' Փ П Փ П I» Ս՜

Մ. Մ. S', րբււ) ւէէւնքւ , /| ч։ - (n in tn in {1! րււ՚/ւ մեջ կաոոէ ցված ! դասում
Ֆա րլհ է ji լ' հ 'Լէէ քՈէհ բւո լ/է

0

կ՚՚է՚ւ՚՚/^՚երոՀ !< ր ականս, բ՚ք" դ "՛է]}1’] և հակա դա ր Л ինաեդբա լ ձե ա փո[пш (J լան- 
ների աԼուո խք յէէւ՚հր:

l/եբկտ սւ'խւոսէւււ թ բււ'11 մետ՝ пшш ւյւքաձ ա բդ րս.ն Հւնհ բ ր հա՚էւդխւանու if են 
|/| Hi*[uititnttl.[d  l<n՝lt ա բդ ր> էնվէնե ր/ւ դ խւկրեսէ անալոգն!, րր ւյե բշւսվոր հւսւո- 
վսւծ ա ւ/ .'

'Լպաեբայի ֆանւլէւիանե բիւք '(), /I ւ/երջափւ բ հա սւ if ած ni.d կա 
tint էքված են ր(ալ,թոգոնալ пխ,աեմնեբ!

<յ 2֊ամ աւգա էքա գւքած !; հև nth լալ թեէէրեմր
Vpb /(X)֊p uiu’iifiuGui(|)uil; վւսրիսսփւսյի ֆա Gl|g|nu I; [0, !\ Huiuh|»h 

ծում՛, ապա !iiut|unimp։inuit}։ д-- խ, / — ej ի ն1|ւս։ոմ'ււււք|> սՓղի ունեն НЬшЬ 
։lju։l ЦЬршծումները՝
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пршЦ А')-Е և "Е 4ji|uib|HUj|։ ֆո։ С1|<|’пиГ1Ьр|։д կսպ՚ւ՚փած ֆուՕկ- 
ցիս]քւ[ւ[ւ LG:
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АН СССР, серия матем.п ячеек.™ 24 I960. 3S7 420.

L Джрбашян М. М н Нерсесян .1. Б О и я гроенян некоторые /кепка тьных бпор 
тогональпых систем. Изпесгня АН Армянской ССР. серия фнз.-чаг. i։iy 12 
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