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МАТЕМАТИКА

Г. В. Бадалян

О производной квази-полинома 
С. Н. Берн штейна

Рассмотрим последовательность чисел

11 7. 7, »• У ‘ -« <>>

И функций 
л 
П ՛■ I* ■ .

А...»(Х)= ' *'' 1 / Ժ' ■ *•=!>. I.-’ (2)
2~i IJ ПГ- + -. •

<: • ><■ 
р

где Р| t> - 1. а простой контур С. здесь, и впредь в аналогичных 
v-p- I

случаях, охватывает окрестности нулей гнименатёля подинтегральной 
функции.

А. О. Гельфондом |1| доказано, что если функция f (х) непре
рывна на |0. I]. а

(/. л) ֊ V/(Vt)/.M(,v|, (3)
Է-Հ1 

где
,, ֊ — - . ’ т»
11 ( ՝ ;—) ՛ ‘՜’՛1՛2՛ .р. . I. (41

то
1։шд| =/(л-) 
Ր --

равномерно на всем сегменте |0, 1|*, притом указана также быстрота 
приближения.

В работе [2| доказано, что в качестве последовательности Հ.]է, *J 
можно брат։ любую тругую последовательность если только 

,*)-о

равномерно относительно всех А> о 1.2 ... г.

Преле 1.1 илепиг 1՝ функций ■'t, А.(Л| нперныг ЧЗНо н !,2|.
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В частности можно полагать

и.;и же 

если только в последнем случае Կ • 1.

В настоящей статье исследуется вопрос приближения ^,ЛТ. -՝•) к 
/ДлВ при предположении непрерывности последней на 0. 1|.

естественно считать, пт» £յ==Ն так как в противном с.ту■..■.те. 
з<н>6:пе говоря.

|0. когда ՝:. SI.
I im (/. л )

I v . когда ; I <Հ I.

Это значит, что следует брать ;-т — 1 и

А 7. ֊ 1■р. *■= 11 ---- /.--О, 1.2...... ր- 1. Հ/է/։ J. (5)
—* է '՝

Сперва докажем нужны ■ дот изложения основного вопроса пред
ложения.

.Чем мл I. Спривео.тва равенство

(л ՜/i, ) '՝ր £ (А*) ' - (6)

Лока за тел вето. Деист тимелию, заметим, что

V Կ- И-V) 1 (7)

(см. 1|. |2|). Значит
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В силу (71 и (8) лемма доказана.
Л е м м а 2. Справедливы равенства.

х^р է(х) = ik/.p. ։ (.V) — кէ ։ (д), (9)

когда
к ~ I. 2,..., р I, 

а
А/.‘|(л ) «• — 7էԴ. । (л’)‘

А'лр- Ր (*՝ ') ~ 7/• . О 0
Доказательство. Действительно, пусть сперва 1 к р, 

тогда

П Ն (*
, ։ » fe- 1 | * «Ллчр.нх) = д- — I --------rf.=

՝ riG + rj 
• ,

(-

ГИ-+".)
» г.-

Х^,. Их) 7*Դ. fc(A')
ил и

•л< ։ ՛՛>՛■fe’֊։ (■՝’)*

Пусть теперь к ֊ 0. Тогда

7յԴ. i(a).
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Наковен

1 Г — ՝d\ ՝р . ,л-Դ. Ր (А) = — —. -— = V = ■( Аг. р (v).
2“f J ’ ՛ ։,•>

С

Лемма 2 доказана.
Рассмотрим теперь последовательности чисел

=° յ
О = а, <՜ х, <" • • • > ос. V — ос.յ — п

-р. *(») = II -—^-г՜' *=1.2.. . ր- 1. <Ру1, (а)=1 (12)

II фуНКЦИЙ 
Р 
п ։> Г ,--d-

■: АХ. I / ■ * = “•’.2 Л (131
J П(-+’.> 

С v"p
Введем еще обозначения

Ле ммэ 3. Спраеедливо равен синю 

Ит к = lim Հ t = О

(14i

(14Կ

(14")

равномерно Оля всех 1.2 р.
Замечание. При А < л0, где z/u >0 некоторое число, ут

верждение леммы очевидно. 
Пусть k ոԾ. Тогда

%.֊ П ի- П (i- i)
V *֊| *՝ л » . fcxj . >/

Нетрудно замети i ь. что в силу lima. — ос
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где при достаточно большом /?, :--:(р)>и число сколь угодно 
«злое.

Это значит, что

(15)

Оценим теперь յՀ , где опять достаточно рассматривать слу
чай, когда k ոԾ 0, так как при малых А равномерное стремление 
:Հ, л к нулю, когда р֊֊> ос, очевидно.

Имеем

так как при достаточно больших и *0 и А>//0, аЛ >4.
Это значит, что при достаточно большом «0>0 и А՛ . п() (•

(16)

Следовательно, согласно замечанию к лемме, , и Հ, стремятся к 
нулю, когда р—> ос равномерно для всех k

Лемма -I. Справедливо неравенство

р
0<\[тАЛ(а) х|-аг, *(л, а) Си,, (1/1

& >

ide С՝>0 — абсолютная постоянная,

Д о к а з а т е л ь г т в о Действительно, прежде всего нетрудно 
заметить, что

Հ'
НЛ-. а) 1.

I,- 1
так как
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F i /’ fl 3" Л է • Р * ֊С Jr
Ճ <•՝■ >> .,՛. 1 ֊6 П-. ’- )".

2*‘ 1 • ՛ п՛-- -> ~ ; ■’: ՝

Но ւ։ = (Է значш
Д 1 I Г л' ' 1
4 'у. л (л\ И = =1.—• 2-/1
4 5 >:•

Далее. 
/» /՛

t-.M’I't 4Д- а) ՜ճ Հ-». ft'՜'' *(л’։ 
ft է Jfc-J

Ր

;> П U I -
V • * 1 I ,с «-
П I Д,.J Пс- • м 

или

լ -г Из)';. (.V. Я) լ Հ.Ил՛՛ 7> ' ./ -i ( 1 П?-----)?—7

V ... ( . . ?1 Л
к I

1_ / А а,- 1 л՛՜ (Г.
:>./,՝ :-а, : 1'

Д Д I ГД^-1 X ՝& ,,լ V ИЗ) '■/>. ил*. -) = л- > Дл- а) — —. И I:------ .-— • (19)
4 1 /.■ 1 -՜^յ^-ր՜ր*» >-Է1

Составим, наконец.

V И Да) л.-. Ил*, у) 
k 1

ft 1
2rJ

4 з.

' 7. 2

получаем
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/՛
\ *(•*• *)

Л 1
ճ Հ ՛: •<■՝■•11 .. -U11 J ? '.'/-՛•՛ ՛
41 “ ’: »— । * ՛ ՝ —

соотнетстпенноПомножив (19), (20) 
жив. будем иметь

и (21) II СЛО-

а
- 1

(211

(I другой стороны нетрудно заметить. что

где С :|бСОЛЮ! 11.1Я С1ОС|()ЯПШ1Я. ехр( '4' ) при больших р число

сколь угодно малое.
В силу (15). (In) и (22) из (21) получаем

° լ -Հ;դ.*(•՝. ’><
ч ։

Лемма доказана.
Лемма 5. Для всякого Հ 0<ՀՀ<Հ 1. .v խ. i ' и հ.. fc(’l — ՝ 

< • րօ в('(), ! и во н epl I ее яство

в լ v *(л՛. ?■) (23)
Л

?<7с’ х расп роет ранено ни те к. а ։ я которых л(?) л Հ </ 
й

lx* onpeoe.teno а (18).
До к а за । е л ьс т во. Деисгг.ительно.
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V' ЛЛ Հ. (.г, а) -- J V л (7) _ л-]-',... * (л-, а)

X ° А՛
1 "Ղ.;v ՚ Դ. к (л) х I: Դ к (А'. Я).

°՝ А—О

В силу леммы I имеем

С
О _ Դ. * а> ... Հ,՛ Г24)

*
Лемма доказана.

Теперь сформулируем основной результат настоящей работы.
Теорема. Д./я всякой функции f{x). имеющей на |П. I' не

прерывную производную. справедливо равенство

Um Bp(f, х) = f (х) 
/?->=.

равномерно на всем сегменте [О, 1|. где Bp(f, а՜) - квази-полиномы
С. П Бернштейна, определенные иля последовательности

а

Դ.<֊ П ֊֊֊* * °’1-2.......... Р ’• V.p= I-

/1,о к аза те. ьегво. Имеем

/(V а.) -֊ /(л՜) Մ (х) 4- 0 х)| (v. * — О, (25)

где 0(հ/։ л-)֊.•(), когда -р. -х.
Подставив значение /(*•,,. J из (25) в 

!> 
Бр ( J, Л՜ I լ ք ( ՜ր. > ր-ր հ ( а՜ ) 

է 0 
в силу (6) и (7՜) получаем 

г 
lif, (/. A ) = Հ (X) v հ (-ր v Д-) (у,,. к Л ) է.ր. * (XL (26)

А— ։*
Для краткости обозначим

Tx0(v*. О (v. *-А)=а,. (27)

•/>.*» -'И՜/1 * (2&)

тогда з силу леммы 2 равенство (26) запишется в виде 
լ/.-1

Л;. ( /, X) = ք' (X) + ‘ У, </..лг, ,Հ (X) — Ьл-Р. к : (х)| —
*Г1
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— ֊° >■{,. । (х) т ֊ - Դ. р (А’). (20')
А' А'

Заметим теперь, чго

/՛ ։
4 խь'-р. >■ < > hk * • է (х)I ֊ Ո՛/.р, ։ (Л-1 
к ։

-г У (и* I — bk) Ьр. л+1 (х) Ьр у.р, р(х). (29)
А-1

В силу (29) райенегво (26') запишется в виде

I I р՜՛
Вг{]. X) - /'(А) «։лл ! IX) - V (Ժ»; | — &*)/р.ли(А) —

А ' k I

— Ь,ч [f-p, р (х) — I (A'J - р (а • / ==

/<,(/. л! /՛ и ) ՝ V гл г՝,} ։ (л)

ИЛИ

1 ՛՛
^>՝Կ. о = /(л)- V(ajf />* |)ZP. *(.v). (26')

А Г,

Согласно обозначениям (27) и (27’1 имеем

ք' к ՜ ՜ - 1 = ւ հ/1 (՜/?. к՛ А ) ('.V, t: X) । է ( ՜р. к 1. А ) ( ՜-р. f: 3 Л՜)

= 7* 1քյ (Դ. fc. X) ("Л fc X) 6 (-p, *_!. Д-) (7p ծ — A')| — (k, X). (30)

Выразим теперь <?(A։, x) через /(x) и / (x). Имеем

.0 /(A-)֊ |/'(x) - ^(֊„. ъ x)| - X).

f(-p.k l) ֊/(X) -г |/'(x) 0(7/O ь X)| (-.р.л - A).

Это значит, что

? (Ь, Д’) = / (՜-р к) — J (՜{>։էւ I ) -Г / (X) у,. Д. — X - к_։ — х)|. (31)

Если обозначить

ծ I к ՜-р. k
ik> fr-rl

И
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Д/ 1 “;>• *-О—f {“p- /("p.t ։)•
тогда

I r 'i — 1
И*. t_։) / : = 1/л(^ >)-/'(л')г— П •

(31') 
г де

՜/’ i i<>, K .\<Լ՜/>.ե-

Подставив значение ; (А՛. a| из (ЗГ) в (26"), получим

;'|.и —V ;• (* , ւ /"•՛■' | | . ' ... (X) Հ՛.;- )
X I A Լ I • V

Заметим теперь чтЬ

ւ {' •: --1 
П -- - Դ. А (л)

■ '

/ 4
I Л- : '(Г. 
J I Ն՝ I ■: > 

г' ' *

г||‘ ՜” Г •• -Г П’ Г V ГА_1____________ 1 •'<- Л •/.
( ֊ I

J ГЬ: Հ и . ’ ГК’ 

<: • * с ՝ к

] р — 1
I ] ՜ 1(A ) Лр. է ( А՜, Л ).

•Чи ՛>
(32)

где

Из (26'") в сила (32) получаем

СИ-г У 1/'К,.л_.)֊/'(••<■)] V.H-v. ») = 
к-1

”=/՝Ա) ճ ,) ֊/'(՜;,.տ)1դ.Ա-՝-. V
Л֊1

՜1' Ճ 3).

it ւ
(26'"')

2.

*. + !

г՛ - _  I
41֊ ֊= п

ы

Для оценки сверху

/ Ир к _|) / (>, к) i
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заметим, что

15,.*-. V*> v»' =

Нетрудно заметить еще, что и силу условия теоремы для вся
кого ->п существуют число % = г-0(М>0 и достаточно большое ր. 
такие, что

!/։«, .:> /’<>.,՛ ■■ (33)

если только Հր>>«յ < Լ. k t zr .. а

1 _
„ >. а .. '•
• *

для всех *•- °- 1 • . /՛.
С другой стороны. согласно лемме I. разбивая гумм>

ՃԼք(> J /'։՝•>!'/ (Г. 3>
*-։

на два слагаемые X' н X' . распространенные на те А\ для которых 
А Ж

соответственно

V J= Դ* <г « *->.*! €. 
будем иметь

| >

Согласно лемме 5 имеем

1-' 

где 
Л! сир /(л) .

4t|f . н
а С и р* определены в (18).

В силу последних перапснсгв из (26՜" ) получаем 
|Հր/Հ</. յր)1<Դ(« Հ> = ՚Հ.’« 

где, как нетрудно заметить.
Ьш и” — О.

Этим геи|»см.1 доказана.

Epcil.lllCKUH rocyn.ipcriiciniufi 
yHiiucpcioer llocrviiiuj 2 11 |£Ю1
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Д. Վ. P*tiii)iu|jiiiG

и. Ն. ԲեՐՆՇՏեՅՆԽ ՔՀՍՋհ ՊՈԼԻՆՈՄԻ 
ԱԾԱՆՅՅԱԼհ ՄԱՍԻՆ

IJ. 1Г Փ II Փ II I' ւր

Աշխաաա. [JրէՀհ մեջ զխոարկվա մ են թէէքքրի հ ֆունկցիաների հեաելսւք 
հաջորզ ականա [dրոննե րր

О = т Հհ -,,<■■■ 7„ •■•֊»=». Ջհ"=3°
. 1 '•

ե
Р
П '• Г V

U) - ՚ - I „ • *=օ. յ,շ...... Л.
-тл IK- т.)

с » * 
г

որւււերյ () — II, I, .... J J ՜( ~ 1, իսկ պարւլ կոնաա ր Հ,՝ն րնրլցրկում Լ 
‘ p + J

(>ն>քինաե ifք՚ա/ • ’>ունկցիա քի րևեոներր ։
ծ՛ված ք (.Հ) ֆանկցիալի .ամսւր կաոա ցված

<k֊0
ֆ ունկցիան ■ որւոևէք ք {ճ) որոշված Է |0, I ; >աավածոէմ,

v / 7 — ~ 1 ։«П Ռ֊-) • » = 0. 1.2........F-I. I•P. ,'ք

անվանենք J ( Հ՜) ֆանկցիաքի 11. 1>. իերնշտեվեի քվազի պոլինում։
U.tguiցա րված է
Թեորեմ llpll Йл) ֆո։ (էկցիսւ1ւ |(), 1| հատվաձոււք ու1։|։ ւսնընյյ-

Տաս։ սւծահցյտ], ւսսլս» այդ ֆւ։« կցիսւյի II. ՜Ե. lUipGpuibjG|ւ |ո|ազ|ւ u|>i||t* 
6ո։1’|։ шЛ աligյա| p ձ<|ւոոււ1 I. / (ձ՜) ֆունկցիայհ ածանցյալին ամբողջ |0, I 
սԼղ մևնաւււ մ liun| սւ։։աբաչաւ|ւ, lipG միայն

11 7. ’ 7յ = ։ <=• U • • ■ Тд • ՚ ՚ ---Օ՜Կ
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