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НОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

Кручение анизотропных призматических стержней 
удлиненного профиля, изготовленных из ортотропного 

материала
В настоящей статье рассматривается задача о кручении анизотроп

ного (ортотропного стержня удлиненного профиля эллипс, гранения, 
треугольник и авиационный профиль общего типа , когда главные на
правления упругости не совпадают с главными осями поперечного 
сечения стержня. По .методе малого параметр;’, получены выражения 
функции напряжений, жесткости и максимального кис<иелы1ого на
пряжения.

Исследовано влияние различного расположения главных направ
лений упругости орто:ройного материала на наибольшие напряжения 
и на жесткость. Показано, при какой их ориентации жесто
кость будет наибольшей, а напряжения наименьшими. Иначе говоря, 
в настоящей работе показано, как нужно изготовить анизотропный 
стержень и?, ортотропного материала, чтобы он имел наивыгодней- 
шие механические свойства (наибольшую жесткость и наименьшее 
максимальное напряжение), и наоборот, как не следует ориентиро*  
вать главные направления упругости при изготовлении стержня.

Автор пользуется случаем выразить : -убокую благодарность 
проф. С. Г. .Чех нн ином у за постановку задачи и пенные указания и 
академику АН Армянской ССР II. X. Арутюняну за руководство.

§ 1. Постановка и решение задачи

Рассмотрим анизотропный призматический стержень из орто
тропного .материала, находящийся в равновесии под действием уси
лий, распределенных по концам и нринодящвхся к скручивающим 
моментам 4Լ.

Направим ось ֊ декартовых координат лу՝ параллельно оси 
стержня, а плоскость з -О совместим •:закрепленным концом стержня. 
Предположим, что Оги 0; и О», являются главными нзп.разлениямп уп
ругости (физически, оси), а <»: и оф - направлениями i соме; рич-<кие 
Оси , не совпадающими с физическими осями Здесь система с,-: по
лучена из системы xyz путем поворота вокруг общей оси z на не
который угол ?.
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Гогда уравнения обобщенного закона Гука, отнесенные к си
стеме будут иметь вид | II

1 
՛• - ՜ Հ*- ։

(1.1) 
i

О:/

. - Ժ >օ

01է
где 

a (i . и Н мо'у.ц. сдля։з для пл-шност՛ ։'։. параллельных коорцн- 
натпым ПЛ1-. ко.՝dim ;<< л \о: Для определенности положим (Հ, —б/,.,.,, 
и </. - G, п. । г ii.b.'i копи г<>.՝ и :.О2 соответственно назовем ..плос- 
koci i.iu наибольшего модуля с..ви:.1*  н .плоское։ ню наименьшего 
модуля сд|'.м:а’, .1 .iлп.ывлсиин \ и i—.направлением (осью) наиболь
шего модуля сдвига*  л .направлением (осью) наименьшем.) модуля 
сдвига*.

Здесь нкция напряжений удовлетворяет уравнению

—1 . ------- — . = 2ft (1.2)
Om.i </Г Gv - ՕրՀ

и условию на кон гуре поперечного сечения

;о-֊О. (1.3)

Задача усложняется, когда оси о- ио;, не совпадают с осями 
ох и оу.

1' ^том случае уравнения обобщенного закона Гука (отнесенные 
к системе хуг) будут

. =֊ Ճ:»":■•• - մ.-*.:.

(1.4)
՜. ... — մւ>՜» ~ մ»՜ւ-֊

Злесь
ff'. o'j— • ■ _.^= — —— • 
оу * <fx

(1.5)

а истце упругие посюнипке «: и. /

а

4.5) определяются так |lj

г՛-
6.;

: .,чг-
G.,

(I.6..



Кручснпг анизотропных При ։М.1 ;ւէ֊ւևՂ.-..:\ C.epiS iVl'l y.l.'lll! f-:noro нрофнл I I>1

В этом случае функция напряжений ’Г удовлетворяет 
уравнению

<М . 0'4а.. • - ...---- 2а.. • -- ----- ---  аՀ' их- Ctxoy (1.7)
J-'j

(1.8)
с граничным условием

‘Г -= О.

Решим уравнение (1.7) или (1.7') при граничном условии (1.8) 
для удлиненных областей. Для этого воспользуемся результатами, ио
лу ценными в работах |2.3]

Предположим, что область ограничена шумя дугами кривых

У —4} (л‘).

У = >-гг(л՛).
Здесь ?յ (л) и ?2։,л-) имеют необходимое количество непрерыв

ных производных для рассматриваемых знамени)։ .՝.
Полагая*

у = ЛУ<։ ‘Г (Д-, у) ф (А-. րէ; Л) 10 < հ < 1 

решение уравнения ՛ 1 7 представим в виде ряда но степеням малого 
параметра /.

Հ»
Ф(л՜. т։; /.) = У /\ • а'. гр. /*.

Л Ո

Подставив значение Ф в дифференциальное уравнение (1.7). 
приравняв коэффициенты при одинаковых степенях X. получим си- 
|Стему рекуррентных дифференциальных уравнений с частными произ
водными, которая при помощи (1.3) после.юватсльно hhi ч рируется и 
определяются неизвестные функции (х, т,) Ա- 0. 1.

Следовательно, можно записать в’грзжинне для функции папря- 
жения

у)=_ ՝" д-, ‘ J֊- ՜ '-1 _ ճՃՃ2հ_Լ։ + 7г +, i
I |

*3десь и п дальнейшем приняты пбо.ш г;ения |2.3|
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Таким образом, имея функцию напряжении. касательные напря
жения можно определить по формуле (1.5). а жесткость стержня на
ходим при помощи формулы [I]

7 --2 Н'П/лч/у. (1.10>

Итак, из (1-5) (1.10) видно, что касательные напряжения и 
жесткость кручения ортотропного стержня будут зависеть от геомет
рических параметров профиля (высоты и длины) и от модулей сдви
гов (</, и Жесткостьи касательные напряжения при кручении 
ортотропного стержня будут также зависеть от направлений главных 
осей анизотропии, т. е. от угла ф.

Рассмотрим кручение анизотропного призматического стержня 
из ортотропно.о материала для ряда профилей.

§ 2 Конкретные задачи

а) Стержень эллиптического сечения. Пусть контур попереч
ного сечения (фи։. В задан уравнением

(2.1)
где

/'-(л֊) - <г-л3. О< к - 1> <1.

П одета пи в значение /<д՛) из (2.1) 
в (1.9) и (1.5), выполнив ряд неслож
ных действий, как это сделано в ра
ботах |2.3j. для функции напряжений и 
,ля максимально։ о касательного на

пряжения окончательна получим сле
дующие з ы р а же ин я

>-2 (а2 V- ՛ — у2
<•'֊. + '"‘Կ։

2ДИ '

; О I , Г™֊

Из формулы (2 2՛) видно, что наибольшее напряжение не зави
сит от упругих постоянных и имеет такой же вид. как и в соответ- 
ствущем из։ тронном стержне [1,4—5|.

При помощи (2.2) и (1.10) получим

и1/.*О

.'■-1(1 (;Կ ֊ (1 -/-Ն(1 Ci’ cos2
где

0 mi» (7:.
G* ~ Ci ~ ~Հ՜՝--- ՜ 1 •<3|ПЛУ (/,-

(2.3)

(2.3՜)
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В частном случае, когда физические оси совпадают с геометри
ческими осями ($ = 0), будем иметь

7(0) =
r4iVY/vG.:.

г <Հ (2.4)

Обозначим

Գ(?ւ-=
7 ?)
7 i O’)

Тогда при помощи (2.3) и (2.4) можно написать

Հ՜> i,, \   ____ \ 1 ■՝ М >
и-- ՜ 11 >.5)(1 • 6Հ) (1 /2) (1՜ G-‘:)cos2-i

или

с (ъ) - _____1(-) 1+Z?cos2f

Здесь 2(1 -|-ЭД
(1+ '=)(! • Օ՚Կ՜

(1֊/?^1֊G-
। 1 /'•) 1 - О*) (2.6)

Как видно из (2.5) и (2.6). С, (с)—периодическая функция с 
периодом а для величин А и Ջ имеют место следующие условия

0<Л<2, /У<1. (2.7)

Так как имеют место условия (2.71, то могут быть два случая 

существования экстремальных значений: с = 0 и с . Рассмот

рим их несколько подробнее.
Для этого составим

^-(7+W

В первом случае, когда - — 0. при помощи (2.6) —(2.8) и (2.3') 
легко убедимся, что выражение С\(^) принимает минимальное значе
ние. Тогда для рассматриваемого стержня минимальная жесткость 
кручения будет иметь вид

у = у-(0) = . (2.9)mm է ' J _ (յ* 7֊ ' ք

Во втором случае, когда = ֊, используя опять (2.5) (2.8 и 

(2.3'1, нетрудно убедиться, что выражение С.(-;) принимает максималь 
ное значение.

Тогда

= т)~\ = . (2.10шах ՛ О 1 '՜'*  1 ' -
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Таким образом, полученные результаты позволяют сделать сле
дующие практически важные выводы:

I) Если хотим изготовить анизотропный стержень эллиптическо
го сечения из ортотропного материала так, чтобы он имел наиболь
шую жесткость I выгодный случай), то необходимо, чтобы плоскость 
наибольшего модули сдвига совпала с главной плоскостью стержня, 
проходящей через наибольший диаметр сечения.

Иначе говоря, ось наибольшего модуля сдвига должна совпасть 
г наибольшим шаметром сечения (наибольшей осью).

2) Если хотим изготовить анизотропный стержень эллиптического 
сечения из ортотропного материала так, чтобы он имел наименьшую 
жесткость (невыгодный случай), то необходимо, чтобы плоскость 
наибольшего модуля сдвига была нормальна к главной плоскости 
стержня, проходящей через наибольший диаметр сечения.

Иначе говоря, ось наибольшего модуля сдвига должна быть нор
мальна к наибольшему диаметру сечения (наибольшей осн).

11иже приведен график (фиг. 2), построенный согласно выра
жению (2.5).

б) стержень трапе феодально г о поперечного сечения (фиг. 3).

Г (Я 
Г(П)

Фиг. 3

ձմ.

удлиненного грапецнодального

/=(А-) = (дд- — с)5

°<' = Հ -՜1

Фиг 2,

В этом случае

Для жес:коети кручения стержня 
сечения найдено такое выражение [2)

չ. ,л
12 մ.

"i _

Յյ....
«55

6՛

5десь

I: -
d., — Հ 

а' ~
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Аналогичным образом, кан и в предыдущей задаче, находим

c.h = ^L- 2և1 ՜ ™'> . ,֊’

В частном случае, когда ^=0, из (2.11։—(2.12) получим вы
ражение жесткости кручения для стержня удлиненного треугольного 
поперечного сечения.

ш Авиационный профиль (фиг. 4). Следуя академику Л. С. 
Лейбензону, авиационным профилем назовем область ограниченную 
двумя кривыми

ПО (I - б’)(1 ֊-**•) -(1-G’Hl -Ar)co<^ ’*■

где

Գ<?> ___ Ն.
1 #jCOJ>2?

2(1 k'(i-)
G'j

('• - A՛*)  (1 — G * 1
(1 *։)|1-G’T

(2.1Ո

Ar’G*  >0.

Нетрудно заметить, что имеют место следующие условия’

что II С|(?1

Щ GnuH

</. J, 1 - k-(iВ 9 

ի մ.] d} Gmiu

С.|? | г)= Cs ?). 0<А։<2. /;։<1.

При этих условиях исследования показывают, что функция 6՝3 (?) 
имеет точно такой же характер.

Причем будем имен.

Г 7 "• ^/Ю)= 12

Z<u.։։ 7 (у ) 12 մ. —Հ G’-Zr '-'՜'

Отсюда видно как нужно ориентировать физические оси. чтобы 
иметь стержень с наибольшей жесткостью.

В этом случае, как и к предыдущей задаче, максимальное ка
ртельное напряжение не зависит от упругих постоянных [2-—3|

12Ժ. Հ֊Հ 
ծ d\ - d* ՜• I

Фиг. 4.

* Последним лпуч хслопн«м можно удовлетвори:ь для удлинении*  профилен 
М счет k н G*.  т. с. iiputBiii. Ь‘‘ — k 0.
5 Пиши» ЛИ. серии фк:1. •>»։. пд>ь .ч : 
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где a. at -постоянные коэффициенты. т, р. q положительные числа. 
b—ширина профиля

Решин дифференциальное уравнение (1.7) прн граничном условии 
(1.8), для рассматриваемой области, как это сделано в работе |3|. 
будем иметь ‘Г (л. у). Затем, выполнив ряд несложных, но трудоем
ких действий для максимального ка •. тлы л напряжения получим 
следующее компактное выражение*

• Н шбоЛ1.։и -с И.пфМЖСПИГ един ц ojiitm । .pick / ИЛИ

lupux I.JCJ IC-II.H.IU i;j jj.v i>hj осп n; ; и

.u, t - дзл;ла
*’ ։ г ( 1 ծ (Л, - й.) I —

г. л.
ИЛИ

■и- • г>1|.
‘ bih. . Հ.ր с- **’

Здесь
2).։ձ. 2А‘ I 5Л;А. 4Zr,A: - հ'

Դ 3՜ ' Гл։ г“Л.»Л

•Խ.-ձ. i> ֊4/1''՛. — Իղձ- //յ 
=------- ■ -•------- * —

5 3 (Л, \ ‘

е = _ _1ձ> • է 4А»М>_

. __4;=ь • Л?)=<[
-и*. ;?։

>■ = 1 малый изра.ме.-р, а ?-личины Еу, ՒԼ, Լ\. k2. ձ2, օ1է Լ,

имеют такие же значения, что и в pst'ore <3|.
Подставив значения <j из i 1 и (2.14). введя обозначения 

где

ծ(/ղ 4֊ft,)s

и произвел։։ и- -;ор:֊ որ՞օ ' ■՛ ւ ;՛ ՜. огончательич для апианиои-
ного профиля общего типа получим

/?(;)., 1 1 ". : ՝;
։ 1 «3 <’։ ' -- 4 .11 է՚4 /՛,) cojr'L1?

(2.15)
Очокитпо. Ն1Օ R I՜. r I— А' ( ;).



Кручение анизотропных призматических стержней удлиненного профиля 67

Полученный результат значительно упрощается для симметрич

ного авиационного профиля ( Л5 — А - -)

:ր՚Տ- *շ-ւ,;ւ

где

. _ 1 б" .-.-ՀՀ I ֊ձ., 1 .''Л, 1 /.-<Ж
° I - G'P Հ, ; . 1 1 ■ j •• -Հ !

Выражение (2.15) или (2.16) показывает, как изменяется макси
мальное касательное напряжение авиационного профиля при круче
нии, в зависимости ст ориентации главных направлении упругости ор
тотропного материала, т. с. формула (215) или 12.16 показывает 
влияние расположения осей анизотропии ::а максимальное касатель
ное напряжение.

Для иллюстрации полученною результата рассмотрим авиацион
ный профиль проф. В. П. Ветчинкина [ т — \ , р q = 1 ). Тогда

//= IP
1 1.6ծ75-֊Գ 1 ֊ 1,428 • -G‘0՛ Ե՜

1 - 1,6875 - ~ CP 1 - 1.428- ՀՇ
Ե~ 0՜

(2.17)

Հ- G*  - 1
GP + 1

1 ֊ 1,6875- ~֊

1 - 1,6875 ֊֊ь-

СР — 1
/р1 + 1,428.^-

G*..  1 H21 - 1,428- -Д-ь-
Рассмотрим численный пример для данного профиля. 

/7 1Пусть • (1 = 2- . Тогда, используя выражение (2.17), 

формула 2.16,1 примет вид

о (.) _0990оК(т)-и,УУО- I _ 0 9.7iSeos9. (2.18)

Видно, что R (г) симметрично относительно прямой « — -2-. Поэ-

ТОму достаточно выполнить вычисления для значения ®. от О до 90 .
Ниже приведены таблица и график (фиг. 5), подсчитанные по 

(2.18), для максимального напряжения авиационного профиля проф. 
В. П. Ветчинкина.
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'Габ.ищ<: I

ձ | о | г- за 45 0‘» 75' 90

0.99002 I 0.97233 0.909л։ 0.75К52■ • | .. г-

Не ре fi дем к определению
жесткости кручения авиационного 
профили общего типа, в зависи
мо I, от угла •?. Для жесткости 
крут пня очень тонки- профилей 
нами било получено пыражепие |3|

s-W ,, I
3jwM I р

Полегании значение <Л՝ из н.б) и введя обозначения
G (?)

՛ 1иход1,м
9

СИ'|֊ Г-6’ - (1 -G-)cos2?'

Գ(ք) =

(2 19)

.leiKO видеть, что С. (?) принимает экстремальные значения при 

с —0 и ? = Далее, обычным способом устанавливаем:

П Сл(?) в . - U принимает наименьшее значение. В этом случае 
будем иметь

сГ=С; (0> = տ'դ;^. Տ(’^. з9+1).
2) С3(=) принимает нанбодь :ее значение в ? = Հ'-, Тогда будем

иметь

д( 3я,-±1. з? <-!)•
' Лр \ Р )

График функции С,(?) такой же к лк и в предыдущих задачах. ’!.ля 
удлиненных профилей была получена более точная формула [3|

2^ai\ r>
L,~ Հ

где
W1=8^*.«/3mJd.i3 +l\ 

3? \ p )

■Կ \ ।)
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Я _32AV1‘(4, ֊*,)».  |(Л, Л.)2..՝,.֊ЗЛ,Лл,| л/5т- 1 .
•V’<A,'V' ճ(-

Внеся значения а , из (1.6) в <2.20) и обозначив

получим

сд?> 
сдб)Գ(<?) =

1 — c։cos‘2?)։ -֊ А\ (I ( ՝հօտ-2հ.) . Visin'*: ’-

Здесь
I — (A՝os2' (2.21)

В частном случае, для симметричного авиационного профи.щ 
будем иметь

СД?) д 1 ; ■ ՛-֊-

Для наглядности полученного результата опять рассмотрим 
численный пример для того же авиационного профиля ( /п = -^-.

,0 = ^ = 1, __ = __, o’7՜ = к Тогда (2.22) будет иметь вид

С\ {z) = 1,72418 • 1 ֊' $-9— ՝У . (շ 93 >
' (1+0,81818cos2<pjs Լ

Ниже приведены таблица и график (фиг. 6) жесткости кручения 
рассматриваемого частного профиля, подсчитан’՛ые to (2.23).

Таблица 2
? 0' 15 зо •15 60 75' 90

ԳԱ) 
ад՝ 1 1.05986 1.266ft) 1.72418 2.66407 4.1732 •1.31273

Таким образом можно сделать 
следующий вывод:

Чтобы из ортотропного ма
териала изготовить стержень с по
перечным сечением в виде авиа
ционного профиля, обладающий 
нанвыгоднейшими механическими 
свойствами (наибольшая жесткост։
и наименьшее максимальное каса

тельное напряжение) нужно совпадение плоскости наибольшего мо
дуля сдвига с главной плоскостью стержня, проходящей через 
наибольший диаметр сечения. Иначе говоря, ось наибольшего м՛ 
сдвига должна совпасть с наибольшим диаметром сечения (длиной 
профиля).
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Ժ С Саркисян

Վ. հ5. Utiii*<p<liu(i

ՕՐԹՈՏՐՈՊ ՆՅՈՒԹԻՑ FUTMliJUtT եՐԿԱՐԱՅՀԱՄ ՊՐՈՖհԼՆԷքՈՎ.
ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՊՐՒաՏԱՋեՎ ՋՈՂ_ևՐհ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

Ա Մ •!• (I ՛Ի II 1« Մ

lf.-իւատա իք Jtti’h tilt.՝ զ {n:nu րկված /. "('{d իքից րա էլքրււցած եր՝

կտրացված 'ЧГ"'!՝ 14ո'1 քՀ//’*7"' I"1 ե րն։լ'-անա ր ա1արի ավիա-
ցիոն պ/'"•/' {•( / ւէւնիպրւււէրէէսլ սլր խլմ տչւսձ11 Л/rt/fi էէլէէրման իէ՚հ էլ ի րր. սաւսձ՝
/լականա fd ր:ւն էլլիւսէվպւ ա 7 էյ m (d րրւ՚սն ե ր ր I ֆ ից իկտկան mu անց րնե րր) չեն 
\տմրնքլԱա մ ձրւրլ/է լա լնական ‘.աւո վ >«/ժ քի էլքխ ավ ո ր ititiinltlj ,րնե րի [ //^ր/^աշս։- 

էիէսկան տոանցյւների ) հետտ Пլ чrt1ւքնսա/'/''/( ։>ր fdաորոսք ն/րր/ [Jft աոաձղսւ- 
Iftt/htri ^d րււն ,,էո "'“i'Ц .['սե ր/t սաէրրեր ՛է ի լ> քե րft ս։ էլէլհ gtn թ լան ր ւււմենս։՝
մևծ րպէէէէ մնե ր/t ե կէէշտոէ (մ յան վրա։ {քա լց է տրված, jd ե նրանց {'ն Jit/I'1'/1 
ր,րի1էն>ոանց1>4էլի դեւււքաէք ձւրցի ււլււրւք ան 1րւ ։՝ui ա fj րււ* 1ւ ր ամենամեծլհ
(էսկ լար1էէ է1ներր՝ ա մԼնա էիո րրր։ 1)վ ->u/liши ակր է

'1'1էտար1լված են մի րանի կոնկրեա իՀհղ ի րն ե ր է Ч Ш էէ 4է էքվսէծ են ղրաֆիկ. 
ներ և կազմված են աղրւէ-էէ ակներ:
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