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ТЕОРИЯ УПРУГОСги

Ж. Е. Багдасарян

Об устойчивости трехслойной ортотропной 
пластинки в сверхзвуковом потоке газа

Задачи нелинейного флаттера однородных пластин и оболочек 
рассмотрены в работах |4, 5, 6. 1<5|, для слоистых пластин и оболо­
чек, насколько нам известно, такие задачи не рассматривались.

В настоящей работе делается попытка дать решение задачи не­
линейного флаттера трех сдобных

Фиг. 1 фиг. 2

прямоугольных пластинок, обтекае 
мых сверхзвуковыми потоками газа 
при нулевом угле атаки 'фиг. 1՛

Избыточное давление газа учитывается приближенной формулой, 
справедливой при ЛГ > 1 |8. 9|

Здесь? давление газа на поверхности пластинки, /^—давление 
невозмущенного потока газа, г՛ нормальная составляющая скорости 
поверхности пластинки, а.л скорость звука для невозмущенного газа, 

показатель политропы.
1. Рассмотрим прямоугольную трехслойную ортотропную плас ин­

ку со сторонами а и Ь, которая обтекается с обеих сторон сверхзвуко­
вым потоком газа с невозмущенными скоростями, направленными вдоль 
оси Ол и равными соответственно Ս и Ս . Предположим, что слои 
пластинки симметрично расположены относительно срединной пло­
скости пластинки, которая является одновременно и координатной 
плоскостью (аЗ) (фиг. 2).
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Пусть материал каждого слоя пластинки подчиняется обобщен - 
ному закону Гука и в каждой точке имеет три плоскости упругой 
симметрии, главные направления которых совпадаю! с направлениями 
ортогональных координатных липни а, £, 7. Третья координатная ли­
ния 7 тоже прямолинейна и представляет расстояние по нормали от 
точки (а, 3)срединной плоскости до точки (а, [1, 7) пластинки.

Вопросами построения теории ;рехслойных пластин занимались 
многие авторы, например, {11, 12, 13, 14, 15]. В некотором отличии 
от них здесь в основу кладутся следующие предположения:

А. Для наружных слоев: справедливость гипотезы иедеформн- 
руемых нормален.

В. Для внутреннего слоя принимаются гипотезы С. А. Амбар­
цумяна, а именно:

а) касательные напряжения н имеют вид ft, 2|

Խ- =/(7)'Н«’ ?). (Ы)

где у (а, и у(я. р)—искомые функции координат а и 3; /(7) — 
функция, характеризующая закон изменения касательных напряжений 

по толщине слоя причем ք | д ֊- j — 0:

и) нормальные напряжения а-, на площадках, параллельных 
срединной плоскости, могут быть пренебрежимы по сравнению с 
прочим։! напряжения мн;

в) по толщине пластинки нормальные перемещения остаются 
неизменными.

Предполагается также, что нормальные перемещения сравнимы 
с толщиной пластинки [7].

2. На основе примятых предположений основная разрешающая 
система дифференциальных уравнений движения имеет вид

д'Г дЧ: д' F 1а"^ -^ + 2а»)^г + а«^+Тд>-а’)=0- <21>
»..“!֊ 2 Г 2D„) --/X- + De^' - L (®, F) 

да' da (fr ОЗ4

ծ-7:
da

. дФл 
և. —- — 
՜ др

, / Ժ’Փ,

11 да' *•՛ Ժ33 W ?՜

,дад'$-

11 да* 4- (D12 +֊ 2D*)

д'Ф. 

да* др 

d*w 
длдф

7. 0=0. (2.2)

ih h \ Ժ՜Փ2 n 
— (Պ2 — Oee) —- = 0, 

daai
(2.3)
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-г (D։։ + 2ОИ) Հ^- + ծ;Փ։ - Ե.
Ժ£3 сягс^

' Э2Ф.ч- ьм) ֊֊ւ ֊ о, 
didi

Ժ2Փ.> .—л - Ь д'՝Ф.

<Л=

(2.4)

где w(a, j, /)— прогиб пластинки. F = F(։, Р, /) —функция напря­
женно через которую внутренние усилия представляются следующим 
образом

T-r)~F т -d-f-
1 ԺՅ* ՜ dnz

S - -
Ճ!Լ. 
длд2

(2.5)

Для коэффициентов aik имеем

сп с.2
аи — —“• а.г=— •

Զ Զ
Ср 1

— у, ’ (2.6)

Զ ֊֊ СпС:я - <&.

Жесткости растяжения Citt и изгиба 1Ն и i)!k имеют вид

С\ = 2В?>~ flkk. (2.7)

. ло(А + о) о Л3
/Ն1- —-------- Г Bib

где Զ?* — упругие постоянные внутреннего слоя, а

(2.8)

Bit — внешних
слоев

в„ = - £‘— • ----- В,„ = v,SM = *аВ„.
I — VjVjJ 1 - Vj/շ

= С;а, /?5S = ^1з» B6(i «= б?։2.

В (2.1) - (2.4) приняты следующие обозначения

Ф։=4т(». ₽). ф։ = 4-Н*.?). (2-։о)
055 041

(շ1ւ) 

^-=в;Л0%(А/2),

Հ = 2B^J0(h!{2), bt = 24»Հ> (A/2L (2.12)

, է гч dn-wcfi/: o Л՛ dzF t dzwdzF 

ժ«2 ծ'Հ ԺօէժյՅ Ժյ2
где 

Л/2
4(l)= 1/(7) ^7. Հ=\7Հ(7)^7. (շյ3)
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Поперечная нагрузка Z(a, 6, £) складывается из сил инерции, 
сил демпфирования и аэродинамического давления

Z(а. 3, է) = — т' ֊ * - 2/п*е. 4֊ ձ/Հ (2.14)

Здесь е—коэффициент затухания, т' приведенная масса пластинки, 
которая имеет вид

к* ֊ -֊ ■ (27^4-7'70. 
g

где 7; - удельные веса материала слоев. .Հ-ускорение силы тяжести.
Аэродинамическое давление А/7 в случае одностороннего об­

текания имеет вид (4|

• (2.15)

тде .И = ձ-և-п* число Маха для невозмущенного потока.
В случае двухстороннего обтекания, когда U+ U , формула 

аэродинамического давления упрощается и принимает вид

Принимается, что пластика 
свободно оперта по всему контур;, 
и в своей срединной плоскости под­
вергается действию сжимающих 
усилий, средние значения которых 
суть—Л» (фиг. 3).

Для рассматриваемой задачи 
граничные условия запишутся сле­
дующим образом

при а = (), я = а

а,=0, ֊ Լ>Հ'\
Հ/1՜ 0’,"

(2.18;

փ-0: (2 19)

при 3 — 0, 3 — 1>

м м г» °'W ՜րհ Л” , г <М>- . / ^$1 Л /п п,
W-=0, .И2 ֊ ----- к Հհ. — - -J- Afn —-=0, (2.20)

ծրՀ ժւ2 ԺՅ da
Տ-0. Л=֊Р3։ (2.21)

<? = о, (2.շշ>
где 7՜,, 7', и Տ средние усилия на кромках
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Таким образом, задача сводится к исследованию системы нели­
нейных уравнений (2.1) —(2.4) при граничных условиях (2.17)—(2.22). 
когда функция / определяется выражениями (2.14). (2.15) и (2.16).

3. Будем искать приближенное решение системы (2.1)—(2.4 • в 
виде

W с/,։ (Г) sin A։։sin Ա) sin /^xsinu,?. i3.1)

Ф։ = Л'п if) cos л,а sin fi,3 - /<. (fkosa.t sin !\;1. (3.2)՛

ф. = Pi։ ft) Sin /,։ cos ՜; (0 sin cos սէՀ ’3.31

/к A'n
где X, — . յւ = —; /<*(/). А‘,։ ।/) —некоторые функции.

а b
п одл е жа щие оп р е де л е н и ю.

Рассматривая (3.1)—(3.3; легко заметить, что граничные условия 
(2.17). (2.19), (2.20) и (2.22) удовлетворены полностью.

Подставив (3.1) в (2.1), найдем функцию удовлетворяющую 
граничным условиям (2.18) и (2.21) Затем, значения :г, Ф։ и Ф. со­
ответственно из (3.1). (3.2) и (3.3) подставив в уравнения (2.3) и 
(2.4) получим алгебраическую систему относительно искомых /Հ*(/ւ 
и Решив эту си тему найдем функции Фх и Ф2, выраженные 
через /ц(/). Наконец, подставив найденные выражения для /•՝, Ф, и 
Ф5, зависящие от неизвестных функций Հ*ւ7ւ, в уранненне (2.2) и 
решив его методом Бубнона-Гплеркнна, в случае одностороннего 
обтекания получим следующую нелинейную систему двух уравнений 
относительно двух искомых безразмерных функций

(3.4)

cFxj , tfx-j 
1 х

dx‘ մ-
2
~ ■*: Ч (2 3 *пА'( ~ 3n-x’;) — 4՜Յմ ( JjjXj Ч

2 . . 56
Зп .<«' >»■ ■‘i: р-Н

9 4о

4֊ V?) ֊֊ Qx. (7пл- - Նրրք) = О, (3.5)

A'u 'l3;lXj.Vs . JA’-X՛! (рдХ| л՜ l' •շՀշ)

ьЦх.(;ях|т^)=0.
где

>. = —. ■;=“։. Ч и֊1-. 1,-ВД
W| 1Այ <2

к 4х/« О Ai
л -■ , .V—’ Q &niw‘h} 1бш**»|

(3.6)

(3.7)

’л = р-(* -ь п.
45
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a 9z-(x-bD я Ит.։(*4-1) Иоч 
------- Э'-՝=- 70՜' -------- ГО֊' <3W

Հ . !՛• , . 31Հ-Հ
7пи:֊-л֊4 hi . \ ’

|722 ճ|»

ъ՜— '• - • /e—• 
а„ <2n и Ь

Հ֊ илл! i շ(/>,.• t- 2о*.м; । հկ.լ։i-
ու

4" ^?р։Ли ^յ։/.</1յ։ (и։Лл Ч^и) *։|»։

(3/j)

“>» — —- |ZJUA2 J- 2 (Z)։=-t- 2P„) 4- /Лг1»* 4- ծ/ց/|ո
/П

4- - *>/?*-> “ (Հ: 4- 2*«) (Mi։ 4֊ М») Ml ֊

(3.10)

Д^р. = au>? ֊Ւ (a« 4֊ 2au) 4- (311)

А з> ֊ Պ?14- (аы + 2a„) /•>! 4- fl-X (3.12)

(^ 4֊ ԵսՀ 4- ԵհՀ) (ծ^֊՜ծ^Հ -f- M;) “ (ծ1= H^,)5

У = РПХ? - (DK ֊ 2De,)^| Vf)֊

֊ (ծ„ 4- Ы [D^l ֊ (D։: 4֊ 2DW) 1 Hj 
(3.13)

л У'Ц յէ ггх ֊ - ֊--- ա
(Ь,- ծոՀ .< -b.-Հ +Ե^-) '*՝

Y՛ = |ՕՈՀ + (Du - 2D.) 4| (*1 Г »U*< + b^\} -

- (*■։ + bj |D,։x?+ (Du + 2D„)p;i x;

В случае двухстороннего обтекания с равными скоростями во­
лока, система (3.5) принимает более простой вид

4- X - 1 4֊ х։ 4- А’и [ — .v3 • }1'Л'5 <,ЛП-Х| 4՜ ?ir*j)] т՜

а. ат [ 3 1

4-Qx։(Inx’ + T։rc=)-0. 
(3.14)

4X^4- 7=х; 4- Ы [ 2 х, 4֊ р?х։ (?ЗГЧ։ 4 М?) 4-
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где К— т- в Ава раза большее, чем в случае односторон­

него обтекания.
Соответствующая (3.5) и (3.14) линейная система допускает ре­

шения в виде

х= = у{е^. (3.15)

В случае малых значений р, все характеристические показатели 
•»лежат в левой полуплоскости комплексного переменного, я три­
виальное решение гс՛ 0 асимптотически устойчиво по отношению к 
малым возмущениям. Значение параметра у. = и*, при котором два 
из характеристических показателей становятся чисто мнимыми, а 
остальные по-прежнему лежат в левой полуплоскости, является кри­
тическим и соответствует критической скорости панельного флаттера 
в линейной постановке этой задачи

_1 = 3,- 1
4 К I (г-1|։ (3.16)

4. Периодическое решение системы (3-5) в окрестности крити­
ческого значения будем искать методом последовательных приближе­
ний. С этой целью, проинтегрировав два раза, перепишем систему 
3.5) r виде

г Р% (3ՈՀ 3, ,х*) 4- Qx, (7пх,‘ + 7ւշ.Հ) d֊d~ 4 Clr

+ Qxs (7շ։-Հ ֊ 7շ->Հ) j Ւ Գ.

где Cx и C2 —постоянные интегрирования, которые определяются из 
начальных условий.

В качестве первого приближения принимаем, что

x(jh=.4(։,cosOT,

^^ = _4ա1<:օտ6ն (4-2)
где /V՜' и 5 амплитуда и частота установившихся колебаний флат­
тера. найденные методом Бубнова-Галеркина

Д<։> = 4 / (р - К
3 |/ Qt0 - (4.3)
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9 °
«•= 1 + — К|» + — «հ, - К^.) (А-0)’. (4,4)

3 4
Здесь

’io ~ Ն։ *22՜ Tn Հլ” ~ ??։ I' Հր.՛ ~ ю-~՜/г.-՛ (4-5) В

Ն “ Тц + Նշ. ?ւ = ?ւ> ИА» |

Подставив (4.2) в правую часть системы (4.1) и удовлетворив , 
начальным условиям, для амплитуды второ։о приближения получим

Ai։’ = Ai։։y 1+< (4.7) I

Из формулы (4.7) видно, что характер движения вблизи крити­
ческого значения зависит от поведения амплитуды первого прибли­
жения /Г”.

Здесь возможны следующие два случая.
я) Если при Q7y—/<;<2е.,>0. то это означает, что амплитуда 

установившихся ко. ебаний флаттера, равная нулю на границе области 
флаттера, постепенно увеличивается при дальнейшем увеличении па­
раметра ՛*.

в) Если Qy0 — /<;*3?0<С° при р Հ :**, то в этом случае амплитуда 
постепенно уменьшается при увеличении параметр я у. По когда р 
становится больше, чем |*#, действительные значения " отсутствуют 
и получается резкий переход от устойчивости невозмущенноп формы 
к неустойчивости.

5. Для примера приводим решение поставленной задачи для 
трехслойной квадратной пластинки, характерные размеры срединной 
плоскости которой суть а = b ^-3.14 м. Для вычисления берем: /. 1 I.
X = 0,05 и Р, Р?=0.

Упругие постоянные материала каждого слоя приводятся ниже. I

Слон £, кг/м* (i.9 кг,.и- (7։։ кг .и- 6Հյ xv лг у.

1 к 111 1253,7.10' 37.3-10* 63.2 •10" 50.6-10* 2,4-10* Օ..34Տ7 0.0104
И 37,3-10* 1263.7-10* 63, МО* 2.«<и 50.6- 10՛ о.онн 0.1147

Далее, для удельных весов материала каждого слоя имеем •;՝- 
-Հ ֊ 818 кг1м\

При этих исходных данных из (3.16) с учетом (3.6) —(3.10) для U 
критического значения параметра и получим

•** = 0,945. (5.1) I

Для сравнения приводим значение ;*> без учета поперечных 
сдвигов в среднем слое пластинки

14 = 2,11. (5.2). I
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Сравнив (5.1) и ։'5.2). легко заметить существенное уменьшение 
значений |ч в случае учета поперечных՜ сдвигов.

Это означает, что значение 
денное по предложенной тео­
рии, значительно меньше со­
ответствующей величины, вы­
численной по классической 
теории.

Па фиг. I прелст.ипен 
।рафик зависимости амплиту­
ды установившихся колебаний 
флаттера or параметра « но 
классической и предложенной 
теориям. Поскольку наиболь­
ший прогиб пластинки имеет 
порядок Ли,Л։. то из фиг. 4 
индно, ЧТО возмущения, вызы­
вающие интенсивные колеба­
ния пластинки, значительно 
уменьшаются вследствие учета 
поперечных сдвигов в среднем 

критической скорости флаттера, иай-

слое пластинки.
Вычисления показывают также, что расхождение результатов, 

полученных по классической и предложенной теориям, увеличиваются 
с увеличением отношения й, ՛մ.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступила U IV 1961

։Ь. I». (‘.uirjqtuuiurjtufi

եաեՐՏ ՕՐ^ՈՏՐՈՊ ՍԱԼհ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ 
ՋԱՅՆԽՑ ԱեԾ ԱՐԱԳՈՒԹՅՈՒՆ ՈՒՆԽՑՈՂ. ՃՈՍԱՆՔՒ ՄեՋ

Ա Մ ՛Ի Ո ՛Ի Ո I' 1Г

Հրւ՚յ էի и մ զ իէՈարկէիւէ մ Լ op '.I n tnpn պ սւս;ի ո * • ip) ալին Ipnpit'limթր.նէ,
ձայնից մեծ ւււքււսււ՚ււ խոՀհ ւսնեւքոզ հոսսէնքաք չ p t\n и if 1ц ի ч ։

Սա [ի մ ի չին -l,ptt,nttf րն՚քՈէնէիւէմ են Ч, 4,. լ:ա րձա մր»էնի աոաչա- 
զրած հիպոթեզները, իսկ արտարին շերտերու մ՝ Կ իրի,հո,[ի հիպէթեդներրէ

Ստացված են րտնաձեեր, կրիտիկական տրազու fjրւ՚ն 1> կսւրոնսւցված 
uiJiiplnniii զ աների ար:

ՅքԱ [If Լ էորվէսձ, пр կրիտիկական արազա թ րոն ր, մ իքին -երտէէէմ ,’ո,'ա' 
։/՚՞7 [tttpnt էքեերր '••»»;»//’ էոոնե/Ոէ հեսէևոէնրով, խիւէէՈ փո_րրւսնու մ՛ Լ, իսկ ամ- 
պլ1ւսէ111էրււներն զզ 411 իո րեն մեծանում ևնէ
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