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ЧАТЕМА!ИКА

Р М. Мартиросян

О спектре некоторых несамосопряженных операторов

В основе настоящей заметки лежит следующая простая идея 
Предположим, что резольвента /? самосопряженного .4, определен­

ного на многообразии D.a, плотном в гильбертовом пространстве 
где £—неограниченная область «-мерного евклидова пространства 
Еп, является интегральным оператором

Я./(ЛИ = р/(.И. Q; >.>/(Q)dQ. (I)

'։■
Пусть, далее, >. и w(Q) являются соответственно собственным 

значением и собственной функцией возмущенного оператора

Ти — Аи -г си.

где комплексная функция с (Q) ограничена.
Тогда «(Q) должна удовлетворять уравнению

«(.И) = - \Н(М, Q: i.)c(Q)u(Q)dQ. 
с

Легко видеть, что в этом случае /. оказывается одновременно 
собственным значением следующего уравнения

? МО = - flV(7w)//(.И. Q-. ՛■) I ЯоГ? «2) dQ.

Исследовать это уравнение, вообще говоря, проще, чем исход­
ное потому, что, если t?(Q), например, финитна, то достаточно знать 
поведение функции HIM՝ Q; >.) лишь в ограниченной области для 
получения нужных оценок. Оказывается, такая замена исходного 
уравнения новым уравнением позволяет вообще высказать общие со­
ображения о спектре возмущенного оператора. Но. быть может, го­
раздо интереснее то. что иногда можно таким путем выяснить- мо­
жет ли возмущенный оператор иметь собственные значения, принад­
лежащие непрерывному спектру невозмущенного оператора? Мы это 
проиллюстрируем ниже на примере несамосопряжеивого оператора 
Шредингера. Для бигармонического оператора это будет сделано в 
другой заметке.
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Ти — f-aii = .4 и 4֊ S^u — fvu = /, (3)

•равносильное следующему
и փ R. &и =- R J. (4)

Введем далее в рассмотрение уравнение
<? : SR S?=S’R /, 

решение которого представляется в виде
? = (R S'R S) SR. i SR /—SR. ՏԱ:-|-SR SO lSR /.

Положим
Il ֊ R f - R S(E ~ SR S) ՝SR f.

Легко видеть, что и— R f — R S’u. г. e. и удовлетворяет урав­

нению (4), а следовательно и уравнению (3), откуда и следует фор­
мула (2)

Для доказательства первой части теоремы допустим, что точка 
л0, принадлежащая непрерывному спектру оператора .4. является ре 
гулярной точкой для оператора 7. Очевидно, уравнение

А и — ).0/z = Ти — S2u — f֊nu— f (5)
эквивалентно ураонению

и — В / - В S2u. (6)

С другой стороны, уравнение и --- /Հ ՏԿէ имеет лишь тривиаль­

ное решение, а потому, как легко видеть, и уравнение « — SR>,S? 
имеет только тривиальное решение. В силу альтернативы Фредгольма 
уравнение

-r = SB S-y г SB J (7)

разрешимо при всех / //. Положив и В Sc /> /, где -у — реше­

ние уравнения (7), легко убедиться, что и является решением уравне­
ния (6). а следовательно и уравнения (5), а это противоречит тому, 
что принадлежит непрерывному спектру оператора .4.

Переходя к доказательству второй части теоремы установим 
сперва, что если л не принадлежит спектру оператора .4 и не является 
собственным значением оператора Т, то '■ регулярная точка для 
оператора /'. В самом деле, по условию уравнение и ■ RS’*//—О 
имеет лишь тривиальное решение. Поэтому, как легко видеть, и 
уравнение - SR S; —О имеет только тривиальное решение. Отсюда.

как и выше, пользуясь альтернативой Фредгольма, находим, *ito урав­
нение и -j- R S'u — RJ, следовательно и равносильное ему уравнение 

Ти — /.и = Аи S-u — f.it f, разрешимы при всех / Н. Вейлу замк­
нутости Т оператор ( Т — ՜ ‘ ограничен.

Покажем, наконец, что собственные значения оператора /. ле­
жащие вне спектра оператора .4. не имеют предельных точек вне
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спектра оператора Л. В самом деле, если л—собственное значение 
оператора Т. то очевидно и R 52// ■= 0. и >0. Но тогда <?=5а 

удовлетворяет уравнению ? 4֊ ՏՋ. S? = 0, причем, как легко видегп, 

? >0. Итак, достаточно доказать, что собственные значения урав­
нения ? не имеют предельных точек вне спектра опера­
тора Л. Но это вытекает из леммы I, так как 11m =0.

в»
Отметим одно следствие доказанной теоремы. Для этого пред­

положим, что область определения Da самосопряженного оператор; 
•4 плотна в пространстве Լ2(Լւ), где £ —неограниченная область 
/.'-мерного евклидова пространства Еп и что резольвента А’ этого опе­

ратора допускает представление (1), причем для любых ограниченных 
областей б,, G*C:E выполняется неравенство

Н(М. (?; >.)|srfQ )d.4l<«=. (8>

о, «,

Теорема 2. Пусть ограниченная измеримая комплскснознач- 
ная функция c'Q} стремится к нулю на бесконечности, а самосо­
пряженный оператор Д удовлетворяет условиям (1) и (<8) и пусть 
Та — Ли -си (Dr = Da)- Тогда все точки непрерывного спектра опе­
ратора .4 принадлежат спектру оператора 7 . причем точками 
спектра оператора Т. лежащими вне спектра оператора Л. могут 
быть лишь собственные значения, не имеющие предельных точек вне 
спектра оператора Д.

Доказательство. В силу теоремы I достаточно доказать, 
что семейство функций 1հՀ с /< Vcf (|1/ 1) компактно в /... < Е). Обо­

значив через ՜/Հ<> характеристическую функцию шара Ад. радиуса А’ с 
центром в начале координат, установим сперва компактность в £<*(/:> 
семейства функций вида | cR/||<1) при любом конечном 
R > 0. Предполагая, что c(Qj|^.V а / Հ1 при заданном €><'։ 
найдем такое ₽։>6, чтобы

А'Ж -snp | 'Т(;Й)Г т, Л I. О). 
гм>^

С другой стороны, в силу (8). семейство функций вида 
Z/?J 'с c/J ( /I! < Ո

компактно в пространстве А3(/?П /</?,). Если ia-=i ..... г) конечная

г -сеть для этого семейства в (Е Ո А/.*,). то функции ղ. совпадаю­
щие с в £пА’л՛, и равные нулю в Е АпА’а-,. образуют, в силу 

(9), 2г -сеть для семейства J с RJ с/Д ( /|| :֊ Г), и поэтому это 
семейство компактно в L.,{E). Аналогично доказывается компактн ть 
семейства I cRycj (յ << 1).
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Отметим один частный случай доказанной теоремы R трехмер­
ном евклидовом пространстве Е3 рассмотрим симметрический оператор 
эллиптического :нпа В, определенный на совокупности Do всех фи­
нитных, дважды дифференцируемых функций равенством 

3
у —Ви = - И.к(Хх. Հշ, он X,) и. (anf=akA, (10)

где а,к четырежды дифференцируемые функции, а հ (х։, х>, л։3) — 
общественная непрерывная функция в Е3. Как показал М. II1.. Флек- 
сер [2:, резольвента /?Д>. ~ любого самосопряженного расширения 
оператора В является интегральным оператором с ядром типа Кар- 
лемана. Поэтому из теоремы 2 непосредственно вытекает следующее 
утверждение.

Теорема 3 Пусть измеримая, ограниченная, комплексно­
значная функция р (Q) стремится к нулю на бесконечности, А — 
любое самосопряженное расширение оператора В, определенного 
равенством (10). Тогда все точки непрерывного спектра оператора 
.1 принадлежат спектру возмущенного оператора Та = Ли ф ри, 
причем точками спектра оператора Т, лежащими вне спектра 
оператора А, могут быть лишь собственные значения, не имеющие 
предельных точек вне спектра оператора А.

Покажем теперь на примере оператора Шредингера» каким путем 
можно получить более полные сведения о точках спектра возмущен­
ного оператора, лежащих на непрерывном спектре невозмущенпого 
оператора. Для этого обозначим через область определения само­
сопряженного оператора — Ап, рассматриваемого в гильбертовом про­
странстве /-с(/:л) функций, суммируемых с квадратом во всем евкли­
довом пространстве Т.п. Как известно [3], каждая функция и •-2Я 
обладает всеми обобщенными производными в смысле С. Л. Соболева 
до второго порядка включительно, причем все эти производные сум­
мируемы с квадратом в Еп. Поэтому функция и, равно как и ее 

№ .первые производные - эквивалентны таким функциям, для которых 
ОХ{

существую;՛ интегралы по любой сфере S,? (/И). лежащей в Ег„ при­
чем эти интегралы непрерывно зависят от радиуса R сферы, если 
центр ее Л1 зафиксирован. Более того, справедлива формула интегри­
рования по частям. Эти замечания позволяют без труда доказать сле­
дующую лемму.

J1 е м м а 2. Пусть и Զ... Через (г) обозначим площадь поверх-
Հ Հէ

нос ши сферы 8, (М} радиуса г, а через ~-п{г}= — объем ша-
1>

ра КГ(М) радиуса г < центром в точке .4. Тогда и (Q) эквивалентна 
функции, для которой справедливо следующее утверждение: для 
почти всех .И ՛ Еп существует такая, последовательность г֊.— >0 
положительных чисел /зависящая от выбора точки /И), что
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11m—-— | ~ dc = 0. Jim ( udc = и (М).
'••0<u„(r) J дп *՝>-«» (г*) J

Доказательство. I lepuoe равенство немедленно следует и - 
теоремы Лебега, если заметить, что

j SH MdQ- 

S,(4f| ХДЛ1
Для доказательства второго равенства достаточно заметить, чь 

| «rfQ =
ՀհԱ)

причем внутренний интеграл непрерывно зависит от 
Остается вновь воспользоваться теоремой Лебега и 
формулой Коши

Р при р>0 
классической

1(b) - Ца) _ Г (։), 
Я (ծ) - g(f?) հԿ-)

Введем теперь в рассмотрение функцию

(И)

где через /Հ'՚(շ) обозначена функция Ханксля первого рода. Ряд՛ 
свойств этой функции отмечен в работе автора (4|. Для дальнейшего 
изложения нам понадобятся лишь следующие, легко устанавливаемые 
оценки. Существуют такие константы /?я н Сп, что яри и I и 
| лг | > 1

п I л 3
’|Ф;.х(И1==-Дли I2 ֊-հ֊-- Ф„..(г)| С,.|л| 1 —е„'\ ■ (12>

Г ՜ г ’

Лемма 3. Если / (Q) Lz{Ea} суммируема в Еп и при некото­
ром положительном >■ уравнение - Ճա — հա } имеет решение 
«С:2л. то

"СЮ= [<b,ir(r44?)/(Q)tfQ. с13)

Доказательство. Пользуясь асимптотикой Фя г> (г), напри­
мер, оценкой (12). легко установить, что интеграл (13) сходится 
почти для всех М է /5„. Пусть для точки 7W этот интеграл су­
ществует и выполнены оба утверждения леммы 2. Зафиксировав эту 
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точку, рассмотрим Фл (. - (r.UQ) как функцию течки Q в области
/\к(Л1)\/\. (.И), ограниченной сферами и Sj.'i), предположи»
R настолько большим, чтобы /./?> 1. Замечая, что ДФЧ>։ հ*ՓՈւ • -О 
в рассматриваемой области и и Զ„, будем иметь

J %. , ■ (Գօ) i (Q) rfQ - [ (« ֊“֊ - Ou \— (h +
ՕՈ /

С другой стороны, из (12) слелуе

Но так как функция I и :,2 4- \։ ди 2
Ох,

суммируема в Ек, то существует

такая последовательность положительных чисел /?>֊• ос, что первый
интеграл в правой части формулы (14), взятый по сферам S^(.W).

стремится к нулю. Итак

Г (<■ 'HQWQ 1' Ն/3.
J ։'f<? J \ ип он /

Для доказательства леммы достаточно в этом равенстве совер­
шить предельный переход при : «О и воспользоваться леммой 2, за­
метив при этом, что, как показано в [4|. имеют место равенства

Иго и>л (г) Ф,7, ( . (г)=~ 1, hmw/Лг) Фл,»т(П = 0- <-♦0 г -(J
Замена и и е. Можно доказать более общее предложение. Именно, 

пусть самосопряженный оператор /1 определен на Da с /.,(/:) с: £«,(£„). 
Допустим, что >.о принадлежит непрерывному спектру оператора А и 

разложение единицы, а Я,—резольвента этого оператора. Если 
при некотором f֊ L2\E'\ уравнение Ан \и -= { имеет решение и ԼՀ\ 
и, кроме того, существует предел lim/</ в смысле сходимости почти 

всюду, то и — ПшА</. В самом деле, при любом невещественном /. 

функция и удовлетворяет уравнению
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и = (А л) ' i—L dliji I —— dE?u ֊ (——
I J jt — a J it — a J u л I

где л,<Հ<Հ/... Поскольку первый и третий интегралы после умноже­
ния на л0 — X по норме сходятся к нулю, то можно выбрать такую 
подпоследовательность л0, чтобы они сходились к нулю почти 
всюду. Итак, в смысле сходимости почтя всюду будем иметь

и lim Я-J-f- Ilin (>0— >•')

где ձ « (/.։. /..J. откуда и следует наше угвержтение. Это замечание 
показывает, что нижеследующие рассуждения, опирающиеся на лем­
му 3. имеют несколько более общий характер.

Т е о р е м а 4. Пусть ограниченная комилекснозначная функция 
с՝( Q । -- £2 i Е։։; и

sup [|Фп.1 Հ(ր jr(Q)i^Q< I.
л։с-£Л J w

гае функция Фо,дг) определена формулой ( П Հ Тогда л0 не является 
собственным значением оператора — Su 4 си. Если, кроме того, 
л1(>0, то л0 принадлежит непрерывному спектру (о смысле Дон- 
форда /5/) этого оператора.

Доказательство. Из доказательства леммы 3 легко усмо­
треть, что функция Фя. является ядром резольвен­

ты оператора —Su. Допустим, что — Su -Հ-си — f^u, и /. 0. u(^Q„.
Воспользовавшись еще леммой 3. если получим, что в любом 
случае

?(Л1) = р T(Q)®(Q)dQ,

Կ,

где положено с(.И)//(.И) и, следовательно, ? >0. Поъ
тому

sup I 1Ф«.» zjr )c(Q)|dQj !|? ,
• и»лл,? и; I

откуда и вытекает первое утверждение георемы. Заметим далее, что. 
как показано в |4| (теорема 2.3). если c(Q) Lt(En) ограничена, то 
все точки положительной полуоси принадлежат спектру оператора

\и • си. Если бы при /том оказалось, что многообразие функций 
вида Su — а: /,(,и неплотно в L2{En), го л0^>0 было бы собствен­
ным значением оператора ձս - си, что противоречит доказанному 
выше.

Теорема 5. Пусть а = 3 и с (Q) ограничена и суммируема е.
Тогда собственные значения (включая и положительные.) one-
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ритора ~ ևս ~ си лежат й ограниченной области t.-плоскост и. 
вне которой спектр чисто непрерывен и совпадает с соответст­
вующей частью положительной, полуоси.

Доказательство. Допустив, что Հ, — собственное значение 
б’։,Л>

оператора — ևս + си и заметив, что <1Ն. >. (г) =----------- , найдем.
4-г

что уравнение

и (ЛП = - Iе—---------- < (Q) U (Q) dQ.
. 4-г

»*<?

а. следовательно, и итерированное уравнение

«(.W»= |А- (Л1. <?։)<4Q, 

Լ
где положено

а; (Л4, =*•
— I’ 
16гЛ J

е 11 Л" rMQ չ, I Л. rQQ,

Г Г 
ЛК? 00.

*(Q) dQ.

имеют нетривиальное решение u(Q). Переходи, как п при доказа­
тельстве теоремы 4, к уравнению для ? (;И) = Vc(M) и (JJ). придем 
к опенке

<РГ ֊:> sup 'А (.И, Չյ ( |f(QHdQ )h 
.и. о»(Л *• \ J /

л.
? И.

Остается воспользоваться л՛֊ mmdi'i ■ из работы автора [6]. Дока­
зательство второго утверждения теоремы проводится гак же. как и 
в предыдущей теореме

Теоремы 4 и Г» интересно сравнить с замечательным результатом 
Т. Като 17] о росте дважды дифференцируемых решений уравнения 
- ձ// 4- си — Հս О (>•><)) при непрерывной с (Q). стремящейся к 
нулю на бесконечности, доказательство которого довольно сложно и 
основано на специфических свойствах оператора . 'апласа. Сущест­
венное отличие теоремы 1 от аналогичной теоремы И. М. Гельфанда 
(8| (или более общей теоремы И. Ц. Гохберга и М. Г. Крейна, см. 
подстрочное примечание на стр. 10) отмечено в самом начале этой 
заметки.

Ннстигут математики и механики 
АН Армянском ССР

i lbuc-стня ЛИ, серн» физ.-чаь наук. № '•

Поступила 21 VI 1%|



Р. М- Мартиросян18

Լ. IP. lFiut->i{։rпчич G

ՈՐՈՇ ՕՋԴՆՈւաաԼՈՒԾ ՕՊեՐԱՏՈՐՆեՐհ ՍՊեԿՏՐհ ՄԱՍհՆ

Ա Ս՜ Փ II Փ П Ի Մ

Հողվածի հիմեական բով ան/լակա թ լո/նր տրված Լ հեսէևլալ երկա թեո­
րեմներով.

Թ ե ո բ հ մ 1, Դի՛րս ր .4 ինրնսւհամարսծ օպեբատոբը որոշված Լ fl '>/'/֊ 
րհրտլան տ/սբած/l/ թլան մեջ fuftut Լ)д րաղմ՛ակնրպի վբտ ե Л*/* որեէ սահ- 
մւսնւսփակ ղծալին օպերատոր Լ ( ոչ-ինբնա ւամարոծվ, LJ — ՚1 • /*'
ալնահևաև, SR,S սպերատւէրը, որտեղ /Հ —Д օպերատորի ոեղոյվենան Լ, 
էՒո,1Ւ՝<է անընդհատ Լ 1'ոէ"(' ո չ՝ ի ր ս/կսՀէէ հ-ների դեպրամտ Ե,լդ դեպ,բում ‘1 
օպերատորի անընդհատ սպեկտրի բոլոր կետերը պաականամ են . -1 4 ՚
(Լ), — 7) ՛,) ղբդսված օպերատորի սպեկտրին, րնղ. որում 7 օպերատորի 
սպեկտրի կետերը, որոնք ընկած են Д օպերատորի սպեկտրից դուրս, կարող 
են լինել միտլն սեփական տրմերներ, որոնք չանեն սահւ1 անալին կետեր Д 
օպ ե րաաո ր ի и պ ե կ՛որ ի՛ք դուրս :

1Г /г/ցնեն ր հետե լալ նշանակտ./քեերբ։ / , (/ . >-/»</ կնշանակեն ր ա լն !իունկ- 
դիաների հիլրերտլան տարածութլունր, որոնք հանրաղւո մարելի են մոդուլի 
րաոակա սիով ամբողջ Ц-շտփտնի է;i էվկլիղլան տարածnt fJլան մեջ։ Ալեա - 
հե տև »/' տէքնե ն ր

л Լ'

Փ՞- 4 *’■ Г>°-

ֆունկցիան, սրտեղ 1՜/՝Հ (z)’(i Հանկելի աոաջին օեոի ֆունկցիան Լւ 
Թեորեմ 2. Դիցուք կսմպլերսարմեր C'(Q) ֆունկցիան պատկանում

է Լ.(Բ.ո)-ին ե

sup I |Փ,Կ։ ՀԱ'.ն’չ) ր՝ (Q) < I.

‘■ո
Ս.լղ դե и/ րա մ /.հՀս չի հանդի սանում — Ճ(1 ֊|՜ (՛է! оч/ե րտաորի սեփական ար­
մեր: Եթե, րացի դրանից, ք, ^>0, ապա 1 է~ն պատկանում կ ալդ օպերատորի 
անրնդհա,ո սպեկտրին/
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