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Г. .’I Луни.
Применение рядов Тейлора-Дирихле к оценке роста 

целых функций

§ 1. Теорема Крамера для рядов Тейлора-Дирихле

Пусть տ(շ) — V с„2г՝- делая функция первою порядка и типа 5.
Л-и

Тогда, как известно, функция

Ф(?) У
■I U

аналитична вне круга :|֊-з и

? (շ) = ։յէ-1 (1.1)

V'

где Г—окружность Г/| = «.-{֊ «, ь. 0.
Пусть, далее.

/(2) = \; afl^e~'n=. (1.2)
п-1

где /ия — натуральные числа или нули, r.n । > лЛ, ՛.« ’ ос. (7—область 
абсолютной сходимости ряда (2), состоящая, возможно, из нескольких 
связных компонент (см. |1|). Обозначим через ('կ множество, которое 
мы получим, выбросив из (i область, заметаемую кругом радиуса 
центр которого описывает границу области G. Если г-С3 и ՜ доста­
точно мало, то, когда точка и движется по окружное! и Г: 1«- -з е, 
точка z — U описывает окружность радиуса з |- г с центром в точке 
?, причем эта окружность лежит внутри б? и ։о֊том\ при фиксиро­
ванном г ряд

/ (г ֊ «) = 2 <».(«- ('՜ ՜ "'
л—1

сходится на Г равномерно и функция



•1 Г Л Луин
1 Г 1 к* « ,пп —XJs—«>/••(z) = I ք (: ս)հ>(ս) du — lTr. у ап(2 и) e Փ(«)ժ«

К Г «и
(1.3) 

аналитична п точке а в правой части (1.3) можно произвести по­
членное интегрирование.

Но

,-!֊т1 (г — и} ле л ՜ ‘ Ф(« du —

*« ••֊ + ( 1ЛА /’“«!>Wdu.

а так как из (1.1) следует, что

^\и*е<* ԼՉ՛'" <

то

л(г)=շ а„ ,л? м 1 ֊/ -■■-<֊ nVAuk՜'՞՜: rt-t
(1.4)

если г G,, причем функция /'(’) регулярна н С՝ (в каждой ее связ- 
Н О Й ком по нснте).

Если /р) допуска*..՛: аналитическое продолжение в некоторую 
область D {GclD или одна из компонент G принадлежит D), то с по­
мощью (1.3) функцию /•■(?) .можно продолжить из соответствующей 
компоненты .множества G, в область 1)։, которую можно получить, 
если выбросить из D область, заметаемую кругом радиуса -. ког.и 
центр круга описывает границу области I), и из полученного мно­
жества выделить область, содержащую соответствующую компоненту 
G,. Это утверждение является обобщением известной теоремы Кра­
мера для рядов Дирихле (см. 2|). Легко видеть, что теорема оста­
ется справедливой яри замене окружности радиуса = сопряженной 
диаграммой функции ?(.՝).

§. 2 Оценка роста целой функции на последовательности ну­
лей ее производной.

Если функция ? (г) такова, что
9*Р«)=/(ая) = ••• «^1лг«'(кя)=0 'л-1 2... , 

то (1.4) принимает вид
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Л(г) = V о..,։ 

л-1
(2.1)

Ряд (2.1) сходится во всяком случае, если г :G,. Предположим те­
перь, что 1пл = о (/.„) и существует предел Нт '՜ =р. Взяв произвол ь-

П • ОО 1
ное действительное число k. подберем такую последовательность ая , 
чтобы lim —!= k. Тогда (см. [Ill ряд (1.2) будет сходиться аб- 

п - се f՝n
солютно в области (Հ определяемой неравенством г1 с՛' в 
расходиться вне эгоп области. Ряд (2.1) будет сходиться абсолютно ՛< 
области Ci'Հ определяемой неравенством z ՛ е‘я ՛, где 

и расходиться вне Շ՜՚Ղ Так как нас будет интересовать оценка ве­
личины г сверху, то предположим, что х ? О и, следовательно, Cr^cz (i. 
В силу доказанного (i,cz(j ՝, поэтому всякая точка г0, принадлежа­
щая границе области а ՝, должна находиться на расстоянии, нс 
большем чем з от границы области 0՝ (иначе точка ֊՜Լ1 была бы вну­
тренней точкой для G. и в некоторой окрестности точки ряд (2.1» 
сходился бы абсолютно). Возьмем на границе области (С" действи­
тельную точку Х(,>0 (это всегда возможно, если է по. обрано так. 
что Gle) распадается на две связные компоненты), тогда ֊ с՝' ’ ‘

Расстояние точки х0 от границы области (i равно

С помощью 

достигается

Решив 

ентельно а.

min I (X _ х0)2 Հе^х к) ֊ х2 • 

простых выкладок легко убедиться, что этот минимум 
1 vпри х - /г -֊ — In ՜Հ՝ и равен

[. а’°!т I1 ՜ ln(xoP)l ֊-Կ + 2'Հ •

неравенство | х{, j~|l * In (-vo?)l zo I 2aj ° одно­

пол учим

у !֊ Г ֊ ^[1+ln(xof,)l I Q(x0). (2.21
- I -'о г I

Элементарные вычисления показывают, что наименьшее значение 
функции Q(X(i) достигается при

-Գ = -Հ ~ (1 4֊ 1 • (2-3)
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Так как и — k т0 равенство (2.3) показывает,*4

что оценка (2.2) является нзилучшей. если выбрать

_ Ա Л 4VrL.
Нетрудно также проверить (см. [1|). что при <?— с/* граница 

z'(«<?(|r множества (i “ всегда имеет вид. указанный на фиг. 1. 
а х’—всегда больший положительный корень уравнения х„ = е"х' 1 

Подставив (2.3) в правую часть (2.2). после упрощений получим

1 + Ք.=:=՜ - -МЛ I 1 ՜1?;-1 - 1п2 ֊ 1|. (2. Ո

Легко показать, что правая часть
J (2.4) при увеличении о от Одо со воз-
/ растает монотонно от 0 до з и при
Հ любом, отличном от нуля, конечном

X;V х о правая часть (2.4) строго меньше
чем з и, следовательно, оценка (2.4) 

\ не является тривиальной.
При выводе оценки (2.4) пред- 

Ф1։|- 1- полагалось существование предела

?— Пш . Если этот предел не существует, ио л • - Wn

■о определим следующим образом последовательность т<։ :
^•л f-n • Ал . 1 ■если — <>, го есть /?!„>—- . то положим т = - г < •
п’г- '• 9 1

если же — - ՝> р . то выберем nin = mn

При таком определении последовательности \т, всегда րո։ւ րոՂ 
и. кроме того,

11m — - — liin —п-=р.Ո •- ղ rt—ш /7?Л

Так как в точках л„ производная функции ?(г) имеет нули по­
рядков не ниже тп. то оценка (2.4) остается справедливой в рассма­
триваемом случае при замене р на р.

Неравенство (2.4) дает оценку сверху для роста г (г) на после­
довательности ч . Однако, для некоторых классов функций опенка 

и՜ in।о(х)| (2.41 справедлива и при замене з на Н։п ----- =------  •л-4֊.. х
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Это имеет, например, метто. если

?(г) 1гв* 4Ն’էմ?.է
где а > О, 4' ici-целая функция акспоиснпиального типа, ’Пх) О 
•при х>0 и ‘Г (>.,) ‘Г р.а) = • • . = «Г։"(/,1-0.Московский циститу։химического мцшнхопросикм 11աուա.ս JO V VJ6։

‘b I., i.iufiy

РЬ31ПГ-ШЬМ.ЬЬ ԼՍՐՔԵՐհ ЦЬГШМ/С ԱՄԲՈՂՋ ՖՈՏՆԿՑՒԱՆեՐհ 
մճՈԽՄԸ HUZUSbLbUII Ս՜ Փ П Փ II հ 1Г

Мбрн/.-'А/.р/./и/Л/,

/й) (I)
а 1

Հ»*ր,րի Հաէէար ապացուցփււ մ Լ թրամերի թեորեմի տիպի մի թեորեմ. որր 
f(Z] -ի եդակիութսունների д ա и ա վո րու թ լուն ը և 1 շարքի ղադամիտաՒԴսն 
.սւիրու լթր կապում Լ

5(3) V в„| Л;р;)-г’( ’’Л’ ՜1 ••• -т

(2)

ֆունկցիա լի ե դակիէս fJ լուննե րի if иг и աւք ո ր ր«» fj լան հ 2, շարքի դու ց տ մ ի in ո ւ - 
(Jլան տիրուլթի հետ, որտեղ : (,՝)-p աոաչին կարդի սւմրողջ էիունկցիա Լ:

Ա.րւ թեորեմը թույյ Լ տաքիս ապացու ցև/ու հետև լայ պնդումր:
Եթե Չ (?) Լ րււպ1էնևնցիս>ք in1^Ւ ամրոդշ ֆու 4;յՒւ"[ի ս/Տանց լս> ք ft 

P«fl (Ай^»0. <) հա СП րդտկանու թ լան կետերում ունի ГЦ , կարցերի դերո-
ներ, րնդ որում հա — — ? • . Вт . ՜1 = ее,

ft тк , In//
ապա , Ini? Йе)iim — •։(*>. м. n . -

<րտեդ 3՝ն !3(.՜1 ֆու նկւքիալի սւիպն է և
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Ч’(р. ') = г,1 -I» 1 • •»!*' -In'l+ Г1+4Л։) + 1п2 I].

Ալս գնահատականր տրի</իա/ , քանի որ () Շ հԼ Հ< —ի ղևսքքում ’I յ) ֊ն 
միշտ խսաորևն փոքր քան Հ-ն:
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