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ФИЗИКА

Р. ()1анесян

О магн.чтокапиллярной неустойчивости струи
11 р о во дя ще й ж и д кост и

Рассматривается iionpoc неусугойчийЬстй струи идёэль.Нй прово­
зящей жидкости по отношению .< симметричным возмущениям под 
действием капиллярных сил при наличии магии того поля. Исследо­
вание вронодится но энергетическому принципу в рамках линейной 
теории.

Уставов лечо, что струя не разбивается на капли, если напряжен­
ность магнитного ноля превышает некоторое критическое значевне- 
В противном случае, в определенной области «заглот возмущения, 
струя распадается. 1> пределах иеугюй чяной области время релакса­
ции, необходимо! 1ля разбиения струи, в размеры капель сильно за­
висят от напряженности м;и нптнОго поля.

Представим . рун жидкости « пиле цилиндра бесконечной длил..i 
и радиуса А’։>, ось которою совпал;;? с направлением г. а попереч­
ное сечение с плоскостью ՀօV, Угол между направлением магнит­
ного поля и осью цилиндра обозначим через > (см. фиг. 1) В вы­
бранной системе координат компонентами чдиородшно мзгнитнь; *• 
поля напряженности /А, бу iyi

//ucosx,
(I ) 

/7,. г Z/ySina.

Переходя к цилиндрической системе коорднат (г. г), получим

//.: /7„COSS.

//(,.=/7п$։пя соя^г (2)

П //osinasin-i.

Предположим, что свободная поверхность струн подвергается 
симметрии HOMA' НОЗМ\ЩеНИЮ типа

г — А’ -г tfcosfcz, (3)

1'|ж амплитуда, которая считается достаточно милой. А* =■ 2r/Z— 
волновое число, и /? некоторый спедний радиус цилиндрической кон-
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>j ։՛.! > рапии, который связан с /?„ cooiношением /ՀՀ А'2 -т-^-а՜. вии- 

лу неизменноеhj массы единицы длины (1|. |2j.
Возмущение՛ приводит к изменению цоверхлн<| нон -энергии ка­

пиллярных сил. Это изменение, как докидал Релей |1|, онределяегся 
формулой

>,*•..!>.<. <4»

где - капп.՜. (Яркая носоиннщ .
Если А’А* — 2r A* t > I и.чи ?. <Հ2ր/?. то при всех возмущениях г.т- 

кого рода равновесное состояние струн явля тся устойчивым. посколь­
ку Հ/հ„ լ 0.

При /.>2՜/? равновесное состояние является неустойчивым 
(Հ/Д Հ.0) и струя разбивается на капли. Вопросы. посвященные ис­
следованию разбиения струн на каяли при разных скоростях, их раз­
меры. время образования, .•липы плошной части и г. д. составляют 
одну из важных областей капиллярной ։ :i ipo ишамикн, Рассмотрим 
вопрос неустойчивости идеально проводящей жидкости и ирису гст :ши 
магнитного ноля Этот вопрос представляет определенный интерес в 
области mhj нитокаииллярной гидродинамики. Для этой цели нам 
необходимо вычислить изменение маинпной энергии и проследить ш 
изменением суммарной (капиллярной и мигни։ нои i энергии, в i.ibh.ii- 
мости от частот возмущения. Изменение магнитного поля внутри 
среды определяемся формулой (2

>•11, — (//„tfrad : — (հ gr;ul)//|i։ (О)

Вектор: характеризуй г перераспределение жидко!՜: массы, 
:) выступае.т в роли ма(нигослдтическмю потенциала
Решение для շ представим в виде

= о
/0(Ат)

ЙТ(А-«)

Имея в вид\ ,Տ).

Wl’- I,(HR)

(6) И (2). из ■ 5 получим

|/. (Ат.) slnacos'3CosArz Ат1 l Os^sinA’.՜ .

H^ak 
l\(kR)Ան. ՚ /յ ( Ат; siincoSySinA՛֊ /, г Ат cosc.cosA’՝ J.

(9)
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В частных случаях будем иметь: 
при а = 0 (поле направлено к до и» оси цилиндра

110) 
> f / / fillip fill է
,,Ւ։: ~ГТ/Гн~ /-><ԽԿրօտ*ր-

при а 4г июле направлено перпендикулярно к осп цилиндра)

•./ А. = /, (/.՛/• » cos?co$al-.
I j A i\ •

<U)
''/Հ; = ՀհՃ֊ A -օտ^յսԽ

Вне рассматриваемой среды

^Hr — grad‘l>. 112)

Հ--Փ-0. (13)

Решение ыя ՛Իա՜-7? представим в гиде

Ф г 7 - Ат ւ&յէՕտՀև՜ 1 /<sinA-. |.

С помощью Ь1 и 12) найдем

</A7\j I.А՛.՛-ւ ’/Հրօտ^. ft.sinAvl.
15

-֊- '/Л’А.дАч՛) |/Հտ4ոԽ — /<cos/^|.

Константы /Հ. />՛.,. определяй»-ея ив условия нонрерывиости нор 
мяльной компоненты магнитного воля на попеirxпости раздела двух 
сред, а именно, из условия

| // .֊ у//,- со< (нг] <// t •'»//,J cos р.

1 5//,.r)c<is(«r) ։7/. л со< /г (16)

При малых *> (см. фш h имеем

Ь r/A'Sili/O. |1՜'ւ
следонательно

* . . , , (ա/։’)ջտյո-4՚- ,£1։
cos(wr) cos dfr$inA*2i 1----------- - ■— •• IS)

sin .72 — sin (uA’SinAc) «/A'sinA’j------- -

Нодстаппв и (16) соответствующие выражения ив ,2). (9). 15) 
а 118), с гочногтыо до перво.о штрядка малотп относительно ампли­
туды. получим
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Ш I A’/? '1 sdn^cos:/,(/?/?) eosasinAv|
I • Դ f\ I

rtA7\, I A՛RI [ Л։со-A՛,’ Ա.Հ.wk: |

4 <>'»Ы у.ЮР.ДСГ’ЮрНТЬ ЮМ) vj'.iobhki, необходимо ЧОЛ0Ж11Г1.

/,(/.• АДА/
“՝- 1-kR-KTi^՝ Ի"”™տ՜ր'

|-’с.'’Н пиле ii.'Hipiui.iCMo вдоль r?p_\i:. то /Հ - Ղ Л_. 0. С.-едспи։- I -л>
гельно, и.чменение нанряженноггп ноля происходит не только "in ipn.
но и . (рун. flpu уединил, ч ю магнитное ВОЛН cocpr ЗДТфцепб .>.11,-

ко вну рн среды, nc’eiiici и И.. Измен-.мяе Mai ннтной энергии при­
ходящейся на е.лшшв длины, внутри струн нычислясья но форму­

ле |4|
Հ*՜ /»'-!1 ։ ••.!>«-

ՏԼ Ա՛ք Z’H.| rdrdzdz. (2>>.

и v »

Подставив винчения и '>// из i'J.l, 
ние цо у и : с reunionьч> մ՜, получим

И ВЫПОЛНИВ I1HTCI рнровн-

1Г>/; /г/?>

Далее имеем

/.(/J?I /0 А'/?

siir'a ! I՛՜у 4’/ » ֊! | >'d'՛

■ cos-а |/;(А'Т| 1- /,;(Аг|[ rd г՝ •

/։д^)
՜ Ат

е
^|/,֊/Avi i{(kr)\rdr յէ /., А7? /рА7?>.
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If if
' |՜Հ, frr </[/u(MI= 2՚Հ, U- № 1|.

И О

I ж
1 г 2 ! <>" ՛' |л । <т ч 1

<

В квадратных скобках правой части стоят дифференциалы рос­
селевских функций чисто мнимого аргумента по значку |5|. По.тетав- 
лйя зти значения в выражеглн мя ':с . получим

16/-(yj

շ՜Հ ■•՛
ОН Փ1|։Դ

где у== А՛/?.
При а — (I, имеем

/^.ф-у/ду) 

16/, (у)

Измсненн- чнергии магнитного поля н е нруи. приходящее.',ч
на единицу длннь;, нычнслиегся по формул^

8И'Й' ^,f:՛ ^֊Дг^Ы:. 

• * • и С /?-м

Имея в виду (1'0 и проводя интегрирование по к pnc/Maiпи­
наемом приближении найдем

Հ.ւս’,- | (/i; ֊ /Л.՛ cos-?<b |Л” kr> ■ A‘J kr rdr
b" io k-

Принимая во внимание

A- I At)] rdr — i< ւծ/\’)/Հյ kR , 
li

окончательно будем иметь
и I / НуI

16/<-1у) I ci

а при э ֊ 0
(J-a-y /Հ, у 

l(i O) '

COS-7. , 23)

(21)
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Складывая выражения (4), (21) и 23. полу«и։м<»бщееиз.\ц*н»ч։яе 
капиллярной и магнитной энергий в виде

1 Л2 Г v
'*Լ — -հ-~'3 /-,<V). (-’•>)՛- /<

где введены обозначения

I У 4 у՛ yA'<|iy) м v/Հ. ։у) / -՛'у)
— V )՜7~ւ  : C'iS'7 —... -1 ,,1 Л (У) А| у Aj(yl/j у

126)

Далее, имея в ви-у следующие со и ношения '<>'

= .4.; ֊/Л, I. -*■- 
ап ■

где

н
и

Ап - и /к(у)

I - 2 I___' [п ।
2' Д;! 12S

= 1.,Տ1Ս72- постоянная Эйлера.

ծ

1
А '

; п —0.

функции՝ /’ (у) МОЖНО ПрИВ<‘СП! К ООЛСЧ- 

ВН 1\
••лобному, тля ВЫЧИСЛЕНИЯ»

.. 2 I у/о VI уА’о у
/֊■'•г- ֊! ձՆյ,

֊(Йът 2/.'о)в'-2/^(Л' ’ ,2;1
Задавая конкретные значения ?п :.֊///! , получим •смепгтво 

кривых Функции /- .у|, харак.гери'.yjoui;»՝ хо и.хм.'ненпя сумм-ii'ii՝ । 
энергии ■՛. зан;1сим1н ;и ... непрерывно о изменение у—2-R /. в об- 
ласти (0. а-I При устои ч и вое । и /• у .? (). а крн иеустойчп-юсти 
/\(у) 0. Нэпряжоппость магнитного поля /¥„. обсепечинаклпаи усто;1-
кннрегь струи, зависит от A’R и а и спредсДЯеття у ՛■՝■՝> ։лем
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где

/)х у - < 1 У2)

/> у или //• Н- /Л (у). (30)

/jtyi

УА)(У՝ 
/Ду^

у/.-(у՝

В противном случае. когда

у Му
.. COS-X
Կ (VI

у
— 'А 

2?7 ՛ V
A.) sjir'z

|3|)

■32)

наступает неустойчивоеi ь.
На фигуре 2 приведены некоторые кривые /Հ у при

։«4Տ' и х 90. Эш кривые разделяю! область устойчивых 
ник (лежащих ньппе кривых) ՛• чеуггойчивых при укачанных

X V. 
гармо- 
зпаче-

ниях угла х. Совокупности гео­
метрических точек, лежащих ня 
кривой/7 // /Лгу). соответству­
ют нулевые изменения суммарной 
энергии.

Рассмотрим следующие част­
ные случаи.

..»> О/.'/туя нахшпипсн в про­
дольном магнитном ноле (а — ш.

При этом условие устойчи­
вости примет вил

•Сиг 2

Когла у 1 уетойчивост։ обесгн п-ча и без магии ihoi о 
умен։.шепнем у (я области глинных волн.։ увели швается 
ность магнитного ноля. обеспечивающая устойчивое гь. 1

поля |1|. С
чип ряжен - 

пре гсльном

случае у >0, £>ф(0) -

^՝>н 12 ւ^՜)' ■ ,3J)
1еусюй’1ивые шрысники появляются в нлтервт'.ле С у--. Լ .■ лн 

только выполняются условия 32. Имея ввиду асимптотические зна­
чения (3'21. можно убедиться, что

п ри Л/ /У, | 2
/'б(у) 0 если у>у() ПЛИ '■

>й

(у) 0 еслв V < у„ ИЛИ ՛ /,.

где у., является единственным положи тельным корн*м у равнения

I У А. (у ).•,֊• у)
I К։(у)/ )

1
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1 .»ким образом, нсугтойчивосгп наступает при милых у, г. е. в о.бг 

ли тп длинных волн, если только выполняется yi ловпс //ւ։<Հ/7 | 2
11 ри //„ - /7 I 2 ноявлсниг неустойчивых гармоник исключается.

Для нахождения у. ։ри различных значениях /7„<Հ/7 I 2, 
\ •.».։• пени 131 । можно реп.и. .. графическим путем.

6; ('.труп находите ՛ л поперечном магнитном no.iv ? — 9П . 
При -лом каргннч устойчивости оказывается сравнительно сложной. 
С. уменьшением у тичпная oi значения у I напряженность маг- 
н.| ною пиля, обеспе' нвиюкмя устойчивость струи. сначала увеличи­
вается, достигая некоторого, максимального значения.потом в области 
• Ч£НЬ ՛..литых л. поетепеиио уменьшается. (зова । ел ьнЙ, .։ 
о• и длинных води, сравнигель.чо малыми МЯГНИ1НЫМ11 СОЛЯМИ 
можно оГ.ес’печн i ь \ сюйчивость струи '՝)ти различия по сравнению с

• > связаны с iiecHMMeipn'-Huci |>։о магнитного поля по отношению 
к <> .1 струи и осо'ц :1нос1 ыо изменения магнитной энергии вне среды.

наполнении услокня 32 . струя рйепядае ся на Отдельны?
вследствие .тоявл 'ия неустойчивых гармоник. Область этих гармо­
ни։ можно iKiiiii: по ме и и случая ci}. При остальных значениях 
имег. место впало։ичнля картина

В н-?уст<՝йчиво|։ области ։у ՛.՛... // Н 1 2 ) существует такая 
глум шика. ::рн юнории неус топчи;։» ить максимальна. Для нахожде- 
и'.'.я uii'H. -jtoh гармоники, выведем уравнение движения с помощью 
фун;;ппи Дагранжа. предполагая «авненмопь амплитуды от времени. 
Кинетическая пер-i-о։ с։р\п. приходящаяся на единицу ьтпнг: при 
симметрн1ных колебаниях, равна |9|

^֊ТА(-.Д17

урпкневне движения есть

от куда
<? -- consi /< у I . (39)

՛•՛֊՛ йД <401
Функция /' (у) обращается а нуль при. у О и у у։„ где v„ 

является корнем уравнентЩ /Ду) 0 дтя неустойчиво]՜։ области 
/7:Վ //՜7> । У) Следовательно, существует некоторый е,„. при котором
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радонепия струи на капли.Длина

функция /Հ v максл-м.ч.гt и:։. [.мак^ид^умп зинш иг от напря­
женности магнитного поля, На |н։г. 3 приведены семейства кривых 

функций /> ( Г/р՜} для конкретных значений парамо ip:i Для 

сравнения ։ри։кденд и кривая с >, =0. которая cooi встсгву՛՛ i резуль­
татам Р-слея |1|. Ъ՝чки максимума нахо ячея путем графмчегко:о ре­

шения уравненнм Р1у) = 0. Величина - - j Р (v,J пре цчлнлиет

Время релаксации, Н'-ооходвмое для 
волны максимально не՝, ।тойчпвой 
гармоники

< „ — 2 -Р ум

Предсчаиляег собой размер капель 
по направлению струп.

Порядок объем.։ и массы, об­
разовав! них ся K.'i :ел1. можно оце- 
НИГЬ. C00I7IC , I-1 (1Н11И), НО ։)Юр.\;у.1.Т.\>

Г м

Сущесч пенно отмсти i. что каклп 
вытянуты ао шн.-равлепик՛ м.ипиг- 
НОТО НОЛЯ, ПрИЧСМ нытя нутре ГЬ вл- 
ьдюдается И Гн՛։ M'lJ ПИГ1НН о поля, 
однако в его ирису ктвин они силь­
но увеличивается.

Изменение магнитной энергии 
тел мт. разбиение струи обусловлено характерной особенноегью iov 
пллляр.чых сил |7|. Аналогичную роль играют гравитационные силы 
н вопросах м.н ни1огравитаииоино|1 неусчовчпвости [9|. |Ш| Чля ил­
люстрации по. /ценных I-.-зу.тьыч■ • ;՛, -юзьм.-м ртутную струю дйй- 
.мет|.ч»м 1 < м.

; -191՛ ;)пн см. 6 = 13.(> гр ем\

при этом

Н-. - I ) = 1л.՛ гнуа.

гоёзаписим1>сть характеризующего параметра օւ или։пости среды 
является следствием неучста объемных сид. Рассматриваемая струя 
бу тет ус гой՛: ива при всех длинах воли, если //,:•?>•11--'* I ley с тлпч и- 
аость наступает при /Հ 111.3 гаус<, если '->Հ0. Для некоторых кон- 

- 1
крстных значений тариме։ ра т, найдены у„. у,„. ''Ду,,,) ( , I и соог- 

аетствуютие им значения - гем. табл.ւ При /՛-. у >Р струя в 
магнитном поле веде! себя как „упругие" волокно Возмущения ли 
гго II. ,;срхп "֊՛!!! б\1\| |Ն1Հ I рО.'ТрЗ 11Я 1 ЬСЯ В ВНДС Xl.'l Г1ШТ0КЯ ППЛЛЯ ОНЫ X
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■ Ք): У„ ՝ /г: '«(-.А*’՜ ,1 /Հ.
(н гауы ।

Դ.
(в «.«) (II с.!/) | В | /'К)

. —— —• . - - — — .֊ ------
0 1 0.70 0.118 0.01) 3.140 4. ЗОН O.i?

0.1 Օ..Տ.52 0.60 О.ОбЬ 35. >0 3,С>35 5.330 I 0.22
о.з 0.333 0.36 0.013 Г41.96 5.869 Տ.772 0.51

волн (поскольку имеется периодическое изменение амил и гулы со
временем) со скоростью

!՛« /n(yi HI;

Днссперснонаое уравнение (411 при * 0 переходит Ճ уравнения,
полученные в работах |11 и |12|. если в последнем не учитывать 
эффекты. связанные с сжимаемостью.

При отсутствии магнитное поля ՛. >, -՛՛. полечим известную 
формулу Редея |1|

I 3 v/յ v ...' I !•/?’*= /.(У)՜’՝'՜ Խ ’

которая при малых ■՛. примет вид

о-- ՛.

‘•-(7) ■
Как изноет в>». iBKoii же формулой определяется скорость рнепрострп- 
iitiiini юпиллярных воли на поверхности плоской жидкости пр;։ ма­
лых пт ива՝ воли.

Геперь посмотрим, какой вид примет формула р!0) при малых /. 
Полагая а О, напишем ее в виде

। ; • - . /<.,<՛֊՛։ ձ I՛.՛՛ , г

Ո -. ку в; при у —- л

при -• = О

е - /Հ(4^1

Иными с.лл'амв, при отсутслшп поверхностного n;n։i;>a •։:։;>?. в сред։ 
распространяются .о.и.ко улн пин-.oi ядрод; и . миасские магы :ппа \льф- 
ден.т [13). [14

I !ол1.зукг.:ь случаем поблагодарить прпф. Власова А. А. за цен- 
ньд указания и Акопян И. I. за Ешшнслнтельную работу, про и-.тан­
цую ею.

эдм к:.г--:ւ.-.:ւ: гисулдрсгпенимн унлнертн^ет ГЬк'тчтал. 12 X i ‘<i0.
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lb. II. Д

ՃԵՂ-ՈհԿ Ա1ՂՈՐԴհ2 ՇՒԹՒ Ս՜ԱԳՆհՍԱԿԱՊԻԼՅԱՐ ԱՆԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 
ՄԱՍՒՆ

Ц II' •!> II II Ի II՝

Հէէւք i/nidiit i! քւ'ւՀհուք>կւյ mA Լ /ч/ե ա < ական հւսէք էէրղ/tշ '•եւքուկ հկա ք“> -
՜նւււ/d է ill'll հարէքր и /> if հա ftfi/ք if (ifl նկաււււ) mil ք'. կաւէք/ւքրււր tnilbfi/l tuij-

դ1է tf III/J flit'll աակ մ աղն իրական fuifiii/i աէէկա ftif f'd fimf ft: П t աո ll'liiuu/цчи /d fin'll ր 
կա unit tn[ աձ Լ կնհfttfh աիկ "կ՚ք քան /’"•/՝ ifdittfjtli d tun ui ifn fnu թ find fi: li.uf m if ui t/- 

i/wd Է, lift ~l>Pf .՝/• Ш(гп'ч/ш if կա /d /1 քնհ ft/f, եթե if in է/ն ji 11 ական tfiu'in/i [tttfti/m- 

Atn /■} fit'llft ifh ftui if ut'h է/ա if Լ "ք՚՚ք կքէ"ո /‘կական ա jnf հ fi/ttfl ^iiilfiun ակ if h llj fun d 

տասւանա il’lili fi/t nn հա/и ական hl/d iiu'h iifin? tit jifim f/dnt մ f/'/^f1 "էքւոհւ/ամ f: 

1Լնկաflit նա /•!քան ա/i ftttt f/J/i иш ill աննհ(iiu մ կա/d/1 քն!ւft/t iiiiiiiUmtfihiili ոէւքաք- 
11 ui if/till (ի ) ՛! uu) անակաւք ftriij[i h նքանէք չաւ/nlli ftf /и/иин կքւ fulfil/ կա/ա/ած ևն 
itաէքն/է и ական ifin-inji յարւ/шЛш (dim նիէք
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irili!!<> Я1 IL'I ?Х11.։К0СН' пин наличии M.l 1 И И Г HOI 0 11> я. . I IJH \П \рмСС1’< Ср :1 
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11 Ль. 1<ш<-/,т'{ .1 /Л |< нории tii>B?pMH)C7iik.\ волн н wariniriioii i ւ ւյ՚-ч ւ п.гшке 
.А'к-иыс шшк'ц Т\ркченск-.к» Miinicocifirr.r. шли II. 19-iO.
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м.л питием поле. .ЖЭТФ՛ 35. ими. 6 ՜'1՜^
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