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НОРИЯ УПРУГОСТИ

А V Бабломн

К задаче осесимметричной деформации круглого 
цилиндра конечной длины из 

трансверсально-изотропно!о материала

Осесимметричной деформацией л изотропных к՝л да ыма 1 и:?. 
С. Г. Дехницкпй |1 3|, Э.1.пюп НЬ^" Хан-чан l-i|- В. I Io։».;i։ikhii lol, 
Чзкраворти |7| и другие исследователи. I’. их работах. к основном., 
рассматривались частные случаи нагружения. Н тех же работах, г и.՛ 
рассматривались случаи более общего нагружения. Шкогорые из гра- 
личных условий удовлетворяются в iniiei ральнои |iop.\n . i-i*. реше
ния даются в приближенном виде.

В настоящей работе дано ючнос решенне за л ими осмеймметрич- 
нон деформации круглого цилиндра радиусом А’ и высотой ‘֊А из
трансверсально-изотропного мате- 
риала, когда внешняя нагрузка рис- 
и ре дс л е к а с и м м е г р и ч и о • > г н ос ։ п е л ь • 
но средней плоскости О фи> 1> 
Задача сводится к решению -5։-. ко
нечных систем линейных уравне
ний. Доказывается, что полученные 
системы регулярны п имени oi рширц 1иые св рх\ снобилныс i.ien.i

При решении задачи мы пользуемся формулами Эллиогга-Чакр.ч- 
вортн. но ո՛ւ мстим следу ющий факт, В рлботах . 1гхнник*«гп |1.‘2| по
лучены формулы для напряжений при осеснммсi ричной и\|юрм:щни 
тел вращения и ւ ւ рчш н'-рсалыш-изти ронио; <։ м.ч юриала. нырлж- пнкс 
через одну .бигармоиичсекучо" Qixiikhiik։

?| V ? = 1.1

где
(f‘ 1 и ' • I ■>--------- т 2 ■ (>1

1 о/- Г (/Г .S ОТ-

a sp s? выражаются через козффин.т-н։ в: иншинропии </и.. </13. 
лп. մո Если вместо нбигарм<>ннчг*»'ко1։՜ функции - «.г. ri ввести новые 
.гармонические" ւի\н.кпии -{{г. г и ֊.ւր. - . удонле։норяюшие условиям
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Ժ1
' 1 ՜ ?а ~ в-

Г-' 7 (Г, Г1 - о > = 1 2'.

ОО

(III.

го. пользуясь р:|ие>1ггв0м у, у..- Հ՜.\՜։?. легко убеди ։ьси. чш урав
нение I» будет удовлетворено.

Подстановкой = 11), я случае осесимметричной деформации, из 
формул lexHniiKoro получаются формулы Эллиотта -I . которые в 
ULihiieiiincM использовал Чакраворти в своей работе |7]. Если до
пустить, ио тело из трансверс:։.||.ло-изо1р01:но1о \j.-iгерилла находится 
в состоянии осесимметричной деформации и одновременно подверга
ется также кручению, го но установкой Jii' из формул . .’.хнидкого 
|1.2| получатся все формулы Эллиотта |4|.

За ось . цилиндрической системы коорднн.и примем ось гране- 
версально-пзотройного цилиндра, имеющего плоскости и «и ронин, 
перпендикулярные, к осп цилиндра. Начало координат помр-тим в 
цен:рс цилиндра, а полярную ось г направим произвольно. Тогда 
\ равнения օ՚՜օ՛.p-. itp.oi о закон;։ Гука приму! ни г

-I, г.\./Рг <՜ւ։<’ւձ < и<г-.« т._ GA..*՛

հ- Ղ?’՜1՜ ՜*՜Հ ьФ'е, G.A-j- ՜հ,
Gt։ — I - V j j < la •

При о.'исиммггри'июй де‘фор.мацин формулы для напряжений и 
перемещений, выраженные через гчг- „lapMOHnnecKne" функции .։ г,-՛ 
и -дг. - . имеют вид |1 7|
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К задаче осесимметричной деформации круглого цилиндра

Здесь >• и >■ корпи уравнения

^'ւմնւ՜'1 k ։;i(;՝ri 1 nl :«;iI 'r ~ Դ.Հօ ~ (’•

65

(3)

4 значения A’։ и k2, coot iu iri вующие значениям > и Հ on редел як» гея 

из условия
^41' ՜՜է՜ k, (б'1Д С|.։) _   ՛՝> <. :,л =-,-՝ (ф

ր։ւ Հւ ՜՜ ք'ս.'

.Функции (г, . > и г, г՝ удовлетворяй»! уравнениям

Vfri Հ“Հ’ = ա- Հ%-ր Հ^հ ֊0. (5>

ЙЛе
(Ւ՜ 1 tf

՝ ’ г <fr

Корни уравнения ։3) >• и >• или (епствительпые, или сопряжен
ные комплексные числа. Оба случая встречаются на практике На- 
арн.мер, для магния они. действительные числа, а для пинка они сопря
женные комплексные числа |4|. Из уравнения 4 видно, что значе
ния А, и k2 также или действительные. пли сопряженные комплекс 
ные числа. Из 5] следует, «по функции ?։ и должны быть или 
обе действительными, или сопряженными комплексными функциями 
При таких условиях выражения (1.2) для перемещений и напряжении 
всегда принимают действительные значения. Из решения уравнения 
(3) следует, что если ՛- и Հ действительные, то они положительные. 
В дальнейшем, для определенности примем, что >։ и положитель
ны. Когда Հ в с комплексные числа, мы должны предположить, пи 
действительные части >։ и z2 положительны, т. е.

Re4 Kez. >0.

Для изотропною геля, когда

<՝П = С։։ = !Ъ
получим

՚ն հ, = /Հյ А՛.» = I. (6ւ

В остальных случаях эти корни, вообще говоря, не равны м< ж.։.\ 
собою.

Решая уравнения 5 методом разделения переменных, ьтя 
функций z (r, 2) получим следующую фтупдаменгальную системх

|Д 10(Հ/.ր) ♦ |Csin>..- />cosXr|.

.4։sb-^- £,ch |С,2О(ЧГ> + /Հ}Հ(սրւ|.

где հ. и и произвольные тействиւельиыг параметры.

(7
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<

Здесь / /С—функции Бесселя /-го порядка ՛•? мнимого аргу
мент. СООТНгТГIBCHHO ;е 'ВО1(: I! вгоро:ч< рола, а Л и К функции 
Бесселя !||'рш»| ч и шорого ?ии •• лейстнтельным аргументом

Отметим. что функции
Г- £:

(7>

4’N HK'.IHII г. ДЛЯ сплошного цилкндра «ппе.м

?, IГ. - I ь ( Հ ֊ ) V .լ< /0
• i

• v ( /Լ bli - * С. ՛.■:•— 
л I

I н- , а ид— корни равнении

Подставляя значения - из isi и

гл».же милмхпся решениями ур.тпнеинн 5՛ 
и и и ле

S > г) с । ֊$/.*.•

' 1 - (8)

().

. . для напряжении и
перемещений получим слег, .не выражения

//(Г, Г ) г (А, />.. V | ., Լ1 , Հ /. (

<y(/^shV С; СП— (.՝.'ch — I u։J, (՛Հր . (!)>
4 ր *l '։ *յ *=

dr. ր|֊;;,Հ «֊Л,-Л- v : v _
- >1

A-'U^..^r}\r - • \ /у Հ1Շ- С/ чЛ*
*» * Դ Ղ

, .4 ; ւ. ч.С ,
+ Հ Ց^-և-հ Հ է / 511 ֊ I ս/է1 ւ:*4ր . 110,1

'.Л i'l I Д’! Ч 'ч -/Г) <11 X

X>jslii^-<n VI-’ ՜ ■ /ԼՂհ4*՜ ' Ь ). ՚ տհ '' '
'» *« ն 'ւ

֊֊' /՝; •*՛ 1 Հ՜ Դ’հ,1Հ։ )'4յւ,:ւ*րԼ Н)

•; и. •) ւ /•: Հ} ֊ v |ay„ Հ<„ Л'2‘/„(
» t
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— Հ£») .4,/>/0(V»r,l *к‘ Оз, * 5 ' t: <\t V 11 А\) Н'У sli *

з, R. .֊»=/.(.’ ֊;., V ;асо5/.։г, 
է- I

14)

Т,. |Г. In 1 г)= V;.b/,(%r).

<0 Г .. Ք)

= jr. //I֊ /.«г ֊ '• V <Հ(../ւ 
» -1

Здесь мы юпуск.1. а. ■։<> функции 1։ кусочно-непрерывны и 

нм։ Խ1 ограниченные тиснения н сош tie тс i nvionmx ни герналих. В 
г։։лу симметричного распределения внешней шн рузки отн<ь нгольио 
рсн д н относительно плоскости •> имеем
5՛ IlrteciHii Alt,серия ո.ղլ v i

ill 1

-НН А։Щ»'сЬ - (I -*3i «;-’տ!ւ

ч <։ v [vhv
ձ г, Г| « — (с։։ с։зН/>։ /-1 /’t 1 ) ••

v U<"

» 4 ՚
- 'J<n

*֊ ЛГ Կ. 1 - " :t

Д. SiLZ2j-‘V (/<;’ Տ|յ "ր . /г shv

X;sW) , ,\j 1 ՜—Պ; հ;՚ 
ГТ '»

j • j.C.a- '4

ԳՂհճ* )x

ն

1 ֊ր о м ։ пи-? I А֊'- ’*> \
- • ... ■ ----------- ' ■ ctJ ; )4-./uVr. ։:;

Рассмотрим напряженное осзоянне круглого цилннлри. когда 
ещйяя нагрузка симметрична относительно плоскости с - О и прел- 
зелена следующим o6p.iv м

v Հяп • .-г. 
>>:

О г Л
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-r,(0, 2>=«(0. z) = 0.

~r-(r, (>l = a» (r. 0 —0.

Легко видеть, что условия (151 удовлетворяются
Удовлетворив условиям (14 и (16). ,ия неизвестных коэффиШ

i тентов получим следующие значения

J5)

(16) 

тождественно.

J__________ |< հձ >«л. ■ a I

'Hi R) <■.,

= ■! '*/?)

Հ'Օ| _ 'J
А ՚\.

(1 ,;)Հտհ *
zi

/ =
u Л

11 ,2) ;ՀՏ1, ‘՚
'2

Ч ֊"A

( 1? W, 

'■л
1 «л

՜

17):

•

1 ՛■՝ '՛է v< I

1 М..( ct4 1

(18)
Y,

«44 J

a..k.: — 0.

(19}

Коэффициенты ծ, и b.. определяются из уравнений

(I — <1
J $ ք ո*

՝•■ ՛:։ -A՝'

~ J4 Л
Л է ՚ *

(20)

а для неизвестных по таячмых А“л. и )А. получим бесконечную систс' 
.му линейных уравнений

А ;, \ ’ (1кР } \ Т.;,.
< 1

X

' : ~ т հ„.
ծ I

я = 1.2. •• .
|2Ո

1 дг
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<Կր
2?." |

('17 Л Л7) {'if 'СЛ-՚յ

(22)

1 । :1՛' ՛՛ "Л

I . '■ .' I ■ /Հ ) /,| ( Հ-Հր;/?)

ւ. ք“ <ն1-(_-±_ ._Ղ_ \ I. 
e^.R 1 /ճ 1 4- ft, 7JI

= _1_ |>’АЛ (Հ-Л* 4ճ 1 <• (՜ լ'*'•*•*_____

p % I է՝44 ֊ ՜ ՜

123,'

<՜ս (՜< 5
(24.

f /0 է 'շք-fiR ।
'I I Դ^ւ । Ղ/֊.'Հ-pR)

___ {/չ ւ Վ՛) *1 и _ ՚ ] г)
<■<։( । 4֊Հ)ւ I ! k2)t.JfR |

;՛
։>Л ’А // 

v2cili ' (25)
1

Свободные члены петемь. 21) ограничены сверху. Покажем.
•ио полученная система 21) регулярна. Пользуясь (формулами |11. 12)

V 1 = _ h
-(.г •

/ !Լ.,^ Հ Հ
?< >.<1հ-Հ- ZjCtll —— Հ , .

“ 1 R
~ ■ 1 . • %. ՜

(26)

(27)

(28)'ձք1,(է) I.{t‘ /.,(/).

для сумм модулей коэффициентов при неизвестных получим
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4 v։a/?) /342л.,К)
•,/, »g7?) '- ‘ [Հ

/„I?о(у-Л> М£м М
Հ./։ •</.,»/?» < „(1 Հ(“- 4)/.,..Ք

/Д у7>А?)  /.. ( չՀէ,ձ ւ
'ճ^ւ ՝ '։^ւ 1 'յ՚Հ।

1 I ~ /‘I "i'lHl *Г.З 4U/fjJ յ Հ 12Ճ՜3;| Նո
i I 6 C՛ ^։։ I’ ՜է՜^՚յ^Ս ՛■՝ ՚ ■ ո4.»

և ! - ՝< Հ՜ '4 ''''J ^'15 1 I'P
7.77ւ\^> ՜ >,. : է< ՜ՀՀ ՜րո(1 ֊-Հ)(1 Հ)

(291

130}

F.c.i;՛. предположить, mo

у ■ ՀՀ, հ. — a Л.

10 из ны:г.Сск:։/>ашьи О ՛.!■-,■՛. 1 ։о - ՜ 11 Без нарушения общнОИИ
можно принять 4 О (л прогипиом Հ.:\՚՚ս-“ мы бы поменяли ме-стя.мг. 
индексы I и 2 при 0 и тогда

; (,֊•֊ ,3!|

Так как левые части формул (26) и (2՜) ноложигильные. io в 
Силу (31) имеем

է 4 yvR) / (Հ»#)

Из (3) и (-Կ легко мижно вывести

4 a- 
ф..Л о. (32)

Для всех материзло:! имеем ր12 Հ е:1. ОТКу ւս что

‘ ՆՀ-Նւ 4.1 
։ Դ։4ւ (i,

,33)

а в <։ил\ (31) и (33) имеем
0. 34:

Из (32) и l'34i следует, что в выгаж виях (29) и |30) числители 
меньше знаменателей, откуда имеем
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I.
if 1

т е. бесконечная система (21) регулярна и можно приближенными 
метолами вычислить неизвестные коэффициенты А\. и У;{.

Аналогичным образом доказывается регулярность системы (21), 
когда ղ и '2 действительны и различны.

В случае изотропного тела, когда из системы 21) цре-
те.тьным переходом получаются бесконечные системы, регулярность 
которых доказана в работе |7|.

Подставляя найденные знамения коэффициентов из (1՜ (20) в 
</՛. для функций 9- r.z получим

I ¥,(г,г) ,М /.,(£ У ) (| х
I 1 Շ I 1 " ՝C|'t /։)(Vtr)

Х------  — ՜/ о՜ ",v ՝՜I -;г,1 - !

H -^՚ У* Հ 135

ն

■ l ?։(r.S) = ։i3S ծՀր' Հ:յ X

Имея <р։ и легко можно получить формулы для напряжений и 
перемещений. Из этих формул предельным переходом, когда >։֊'72՜ 
можно получить формулы для изотропного тела, совпадающие с фор
мулами, полученными ранее Б, .'I. Абрамяном [7j. Этим, же методом 
можно решить задачу, когда внешняя нагрузка распределена не сим
метрично относительно плоское՛! и : 0, и задачу для полого цилиндра.

Эти задачи приводя гея к решению регулярных бесконечных си
стем линейных уравнений, свободные члены которых ограничены 
сверху. Изменяя граничные условия, можно решить такие задачи, 
точные решения которых получаются без применения бесконечных 
систем |8.9|.

Hh.'.iitvi математики и механики
АН Армянской ССР Поегупнла II И 1961
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».. 2. tupputiiG

ՏՐԱՆՍՎ-հքՍԱԼԴՋՈՏՐՈՊ ՆՅՈՒՔհՑ ՊԱՏՐԱՍՏՎ-ԱԾ ԿԼՈՐ ԳԼԱՆհ 
ԱՌԱՆՑՔՏ ՆԿԱՏՍԱՍԲ ԱհՄեՏՐհԿ ԴեՖՈՐՄԱՑԽԱՅԽ ԽՆԴՐՏ ՍԱՍՏՆ

Ա Մ Փ II <1> II Ь 1Г

!). •/1։ ա mtn /J ftii'lt tfit? ւորւ/tllif Լ utfiiiilrni[h rtltili/ -fl If ոարււ պ 'h քա/J ի у Ufiitin- 

ftuiuiHi/աձ կր՚ր Ч1»*>Г,11г '"'։յ '! J’/' util f ir/n! lullր/էկ у Л^> n րէ) in у ի tn )/i fttji'ttlj-

ր/ւ Շ^պր/աւ րոծոււքր: 1էն^մա/ք րւ/nt if Լ. որ ն րո jtl'li in'li/i n /ill Л in ր /ни /ի -tinfi/i!ut-

jj րւՀհներ , որո՚էւր ill IffflltStll fin if /.Ն iffiit'ji/t inniu'h if է>]ւ'1է. (,h!f inրուա ր/i՛ii lltilllfift

11(ս.նի մ|.3|,ն ՝<u> ill >||цЛ p |t ՝}<(]<<< uni uni |i (■ iu > (11 i| up! են ■> |ul It m p |il| Afint|։

Խնււ^|||ւ|1 р}«|1||ниГ Լ r^Aui||hi iii'Uiptp^ »ւսւ| uiuiil |innlhili յւ^1 ււէււււոհմ |ւ յուծ- 
f! ա՛հ ft. If ու {քք Լ ւորփէւ if. Որ 111 ր/ ււխւէււեւքր սհւրո //•"/< Լ> /ակ nrtfUlin ւոն/ք tiilf • 

'էւհրքէ ս ու .ւ) ՚։ւն ափ ակ ես:

I/ ւաորւ/ած են րանւո ձե К ր քա րա tl'llh ft /1 հ ւէւեէքափւէ/пт il'lthր/i 'null ար որոն,ր 
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