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MATEMATИКЛ
II. К. С.уетин

Прямые и обратные георемы о порядке наилучшего 
приближения замкнутых кривых лемнискатами*

В теории приближений хорошо известна теорема I и.шберта о 
том».что всякую замкнутую кривую, являющуюся границей О1чосвяз- 
НОЙ области. МОЖНО ипнрокслмпнива ГЬ СЮ'Л Ь V ГОДНО ТОЧНО f HOMOULI.IO 
лемнискаты достаточно высокой степени. 1-сли считать -л у теорему 
аналогом теоремы Вейер1итрас‘'а о 1рпблнженнн, :о ecicr:вспно :о- 
сгавнть вопрос о скорости приближения данной кривой лемнискатами 
возрастающего порядка. Доказательство: орем՝.՛ Гильберта npripovint 
на сходимости некоторых интегральных смям к своем} предел} чю 
геометрически означает расположение фокусов приближающих лем­
нискат на приближаемой кривой. Это -л ւ՚:.ւա՚ւ ՛ար . кош-чш.՛. должно 
быть опущено кри рассмотрении вопроса и наилу чшем приближении 
крнвоГ» лемнискащми.

Пусть на плоскости г задана зимл.ну чы спрямляемая ;к«> нова 
Кривая Г. Обозначим, ее внеп:нос1ь через ՝ >. Пусть .далее функция 

Փ(շ) отобрижаг՛! область /J На область к՛ I при условиях 
и ФД ч ) >՛•'• а через.՜ Т (•:՛. обозвачим обрзтнуя-функ­

цию. Будем говорить, что контур Г имеез гладкость порядка р. ели 
он имеет непрерывно вращающуюся настольную и функция ՝Г тг 
непрерывно дифференцируема л раз ч замкну юй области I. 
а ее производная \р li-io порядка представима интегралом Коти 
по своим угловым граничным значениям.

Рассмотрим гсиерь произвольный многочлен (z! степени .՛: с 
положительным старшим коэффициентом Обозначим через /Կ/Հ-, 
область, в которой выполняегся неравенство /\{'1 I. Ясно. 1 то 
зга область содержит ючк\ г ч и шряпичена лемнискатой 
|P.(J)|s 1, которую мы обозначим через /. Далее, функция

W'MJ где Взято главное значение корня, отображает конформно 
область D(Р,,) на область և՛՛ 1 яри г- х же условиях нормировки,
что н функция к՛ Ф Հւ. Обозначим обратную функцию через 
-՛ =’Г/<,) и рассмотрим величину

•Доложена на \ ikecoiv пюй конференции но п-юни функций .омн.кксн'н п нерешенного u cein.iC>p< I960 г. н г. Ереване.
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? /Հ- = шах । ՝Г (w) — 4' ау. />( .
ս՛ I

Э|\- величину целесообразно считать расстоянием между конту­
ром Г и лемнискатой /. (/О. Если варьировать многочлен /Հ г . го 
величина р(Г, /\| бу юг изменяться, и естественно поставить вопрос 
о точной пижнсп границе угой величины относительно вс-.х много­
членов степени //. опелем обозначение

( Г» — ini и Г. /Հ.1.
'Կ

?): величин} на.юьем н.н|луч.|;ям приближением кривой 1 лемниска­
тами i'lpawi ft. Псфудно '.оказать существование лемниска՛!и паи- 
луч пгю приближения. е. существование такого многочлена ГДгЬ 
что /Л I *> (Г. ։*а>.

Теорема L Ec.itt контур 1' имеет глрРкость порядка р, то 
имеет место равенство

Нт п։" Ւ.. IГI - 0.

I. о к л < а т е л ьс т в о Для оценок сверху величины нос- 
кОльЗ'счмся мт։! очленвми <1>абера. для которых имеет место представ­
ление Ф...(с1 Փ՛՛Ա) (Ո

где тля второго слагаемого или условиях теоремы 1 для г /) имеет
место соотношение

Um ir rjir.i 0. 
ft • •

<2)

которое легко получи՛. ։с.я с помощью рассуждений, изложенных в 
замет е 11

II. 1 . для главного шан-шия корня получаем
II

1 Ф.н (ri - (Z ։,.(*). Й՝

ice.- у г 0( I? силе ւ՜2յ. Далее имеем
\ гг‘7

п
I max —‘Г к՛, Ф„ -max ’1|| фм/£)| —հ 

С I .՝|-/|Ф„ I

max1’Г ;՚1’լ- — Ն.(ր)| ‘1'|ՓԱ)| Umax x,\z =֊o( ' )
.֊t-о .ՂՓ ՝ fi ՝ ’

и : ирсма I токи՜-слн лемниск.з ra /. l ՝l'f.o расположена вся в об­
ласти i) В противном случае рассматриваем лемнискатх ։1>Հ1(շւ

(I ՜7 ) * где ՜* ПР’։ п ՜՜ х •
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■Йеоррмл 2. F.c.iu и.т г.цн/коп кривой Г при всех и имеет 
место неравенство

п
<4»

Me р есть цс.ни нт io. <i >*><’. т<՛ функция '1 ’■ ;<՚ւ непрерывно at/tv- 
ференцируема | р - 1 i ра г л мгцкнупк й об.окти ;;՝ I

Ди КП зп tv .1 i.r I к и lie нлеепшя общине i и можем считан», ‘гго 
последовательное гi. лемии-к.-л /.(Г-՛. ։.:*» вторых имеет ,месю не- 
рииснсгво (4). расно.юж'-ич и обл.и чн /Հ тик как и противном слу-

члс это Д0С1ИНН1ГЯ ie.it пнем миитчлсни ։՛«<’) па величину

I IciKi.ii.-jvm пр- н гавление многочлена Г..((г) н виде ՅԼ

ил условна теоремы ւ' нм» • ,м

yil. Г„| —in;t\ 'I I 1Հ(?) —= 
•('fl, •

max 'l |Փ .* - 4 (.,| - ’Г |'H’I| 1 -?Լ֊-.

«•ПГЙ fl'

откуда, и силу гоп՛, чю ирон и*-пиан Ч непрерывна и отлична 
•О! нуля в замкну юи области, с.ь.ъет нерянгнстио

Հ(-»1 7.'
n

Iki этого неравенства получаем, что н формуле

Г., г - Ф’ ’)[! ֊Հս-փ z D

Остаточный член нквскяе- опенку >.-» <•( . \ ). откуда, как

STo показано в iuiiiii'H замен ■ |1}.следуег оценка )

и 1|>«?буемые днффсрннцнальные ‘и.иств՛ функции ՝Г гк՛) в i.-imkhv* 
ТОЙ ОПЛОС1|1,

Теорема 3. 7л>/ того, чтоиы кривая Г бы.hi ирцви.ытой 
ана.111тпческ<н'1 крпрон, иеоб\опи ю՛ и достаточно, чтобы при 
0<լ^<Հ1 и «л/к тех п пыпо.1ня.н>сь неравенство

F., (Г) <Հ С.\<;
Док։ЯЗагел1.г|ш» теоремы 3 огдичлется ot нышеп.чложениых раг- 

суждснин .1111111. ICM, чю имссю соотношения 2 бу тем ИМ1Т1. оценку
— О(</"), Koiopai o(h։iii;i.ichth.» аил пничногги к< irivp;։ I
Аиилогнчпыс |u- lx .1ын 11- имени место, если расстояние между 

1'рпинми 'ни՝՛՛ ;<՛ и 11. обычным образом, а также в случае наличия у
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лёмннскаты весовой функции. Вышеприведенные результаты являются 
еомегриисекнм приложен։։՛ м. свойств многочленов шиысчпнто иси.мп- 

•voiичрского приближения, рнссшн репных в нашей заметке 11|.Уральский !։елз1т>1’нчески11 институтим. Л. С. Пушкина Посту пила 16 I 1961
Պ. »•. !!■>■ 1.տի(«

ПМЫ b< ՃԱԿԱԴԱՐՋ ԹեՈՐԷՄՆեՐ ՓԱԿ ԿՈՐեՐհ' 
ԼեՄՆհՍԿԱՏՆԵՐՈՎ. ԼԱՎԱԳՈՒՅՆ ՄՈՏԱՐԿՄԱՆ ԿԱՐԳՒ ՄԱՍՒՆ

и. ւր •։• и փ n ь ir
'I'fiyni ր . — '։ I iC ! էիէէւնկէքիան | աիրու fdր կււմ էխւրւ/ կերպով

ւււրաապաււէկե րու if I. I կէէնաււէ րի արուա րին ւքաոի ւիրա, /'/</' 'I 1 "■ 1 — ’K> A 'I ՚ I ~ч I fluff ' 'I III’. / ' ւիւււնկւ/իււրն . նորմ իրւսքքրրւ քի նա fit պայման­
ների էքեպրամ, J,'1 ] աիրէէէ քիքն ա ր пчч պա ակե ftui i> Լ 1 -iiuifni֊

u արու if ttij n/in ։՝վ"էյ I ■'Ղ ՝ քե՚մհիււկաաի шրաա րին մասի iffiut, որւոեէք 
if րաքքոՀհ ավաղ if ւ։ րձ ակէքո վ կա մ III րս կան ր ա t( t) ան у Hill Լ: I կոն iitru ր ի՝ t’ կ,ս[՝'է1'
{ ե iffiիււկաւււներէւ վ քա վա if >i t fit it էււոարկա t! ui'luf ա'1ւ ենր

!Հէ, I I՝ =1ПИШ!Х T -c '1՜(էՀ'։/<,1
Հ հ <) ո հ իք / ո ւ նր :

!՝!' հ էէ ր !, tl 1: հթհ I կսնսւոէ-յէր աք^էսքիւէի կէւր Լ. որ '| ( <Հ'I
ա^անր Ա"1ր ՝1ւհր1րււ(41էր[ու մ Լ ի՚հ in հ у ր ա է էէ Հ րսւո tn’lll/րւ i'/r in } ին սւոհէ1ա֊
՚!ւաւին ւււր<1 ե րների. i/nyni >»ւձ/^ւ iti'tiji

tttnրսւ ft) /nt ՛հր ;
Թե ո ր /| li 'Հ; հ իք հ I ,ւսրի1 կորի .ւոէ1՚ւոր րէ/րւր (է-^ւերի у հոլ րու if տԼւյի 

անի

!Г

ա՚էէ^՚ո մ ill II III ր tu ի! (П i'll ր. որւոքւ^ J) 1 ֊ն րոմրուր.՛ ի!ի՚1 Հ ■ ի՚մյ У > 1 Հ unyuz 'I I ւէ’) 
էիա նկւքիա՚էւ ււՀ1ւրէ1ւււ чшп ,1ի^երեն!ւե1ի /, 1/7—1 անդամ ս" էիակ ւոի֊
րսւ էիք ում :

Թե սրեմ .1; П րււք!ւ4(/ի 1 էրւրր քյէնի կան ոն tit if и ր ւոն ա / ի hi իկ կ"քհ անհրա- 
մ եչոէ Լ fl [՛ակ <էէ ր՚էէ (' > որ I- 9 ՜ -. ’ ՜ /' 'քեպյւսէմ Л ր-ւ/որ !1-երի հւսմսւր ւււհէքի 
ո ւնենա

in'll հու ւ/ ւսոա րու իք11'է ն[1> .1 И Т Е Р А Г У I» A
( ->Н 11. К. I IchnnipMC ICHMinnTiPUAICI'l1 ւ!!Ա||է.||.յ vnot..'!.lvli:>l! . I \ I I СССР*»129. A i. 1959.
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