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JI. В Преснякова

О радиусах звездности и выпуклости для функций 
с ограниченным средним модулем*

1. Рассмотрим класс Л/։ функции f\z), регулярных в круге 
Д ՚ I и удовлетворяющих при 0</~ : '< 1 условию

L \ / ге"> 1 1)

Класс lit детально изучен Г. W. Голу шпым 11 j.
В настоящей статье даются оценки pa in усов звездности и вы-

пуклосги ДЛЯ ЗИНО 
частичное уточнение 
Г. М. Гол узину.

Если /<?)-

стр. 72)

класса. Для получения этих Оценок приведем 
оде юк / ) н Л ՜ прпнадлежанц։х

<:„z'! //։, то имеют место неравенства |1|.

ст (1 — с„ ՛ • при

при

для и ՝2т.
Применяя неравенства (2) к функция

/ ' — շ . I | * -
ՏՀ =/(7-777.)— • (?<1Լ

принадлежащей вместе с функцией /(z) классу при w- 0, // 1
получаем пера не । ic i ki

I / (z (I — r- Հ 1, 41

Հ(3) I rT 2z/iz)(l-^ . I

«ри J z) l г'-) '51

Доложен,։ ii.i V liceCoiuJiioii конферснинн no геарнп функций Kov.h.1cj»<JIOIO 
ЛИTcMCHKOlu в Сентябре I960 I. II г. Ереване.
4 ИМкпм ЛИ. серия фкэ.-м it. илч,-. № հ



50 Л- В- Пресняков.?
w. 2  - — ——■ - --- .՛■ ■ ~ I _ Д _ ~ - — г է

-I ! rV -2:7..-Hl -И 2 I ։/(? (I ֊ Г': И ֊ 1/(-' <Т^Й7|

при i/’z ;(1 - г2) -у • с6>
•*

Применяя неравенства (2) к функции (3 при w 0. ft —2, по- 
лучаем неравенства

Г 12 (1֊ր՚ք ՕրՀ(շ (I—г')՜ 6ր7՜(-՜)(1 — г2) 2

при ./(«) (1 ֊ г") - •

Г(->|1 -r-V Gz/'i.-l (1 - r)5 ֊ 6?/ г (1 r-> |

4| /(=)i(l—r-j - / z ф 1

При /(<) I I 1 r՝՝ —• (8)

Из (5) и .7 при |/(ri -’j л-) находим

2. Функцию iV’ г ..՜; — (w I. i.регуляркуи> в
/I ti

r l. называю։ «велдообрязни։ в p հ Հ<Հ1) относительно 
точки IV՜ 0, если аг£/(2) изменяется монотонно. когда точка 2 опи
сывает всякую окружность |с f հ. 1. е.. если положить 
: - гг‘\ то

1 <• Ч()1

Радиус зпезлообразностн некоторого класса функции есть макси
мальный радиус кр\ а. к KoiupoM все функции, принадлежащие этому 
классу, звездообразны.

Известно, чго неравенство (10) равносильно неравенству

О. (И)

ж
Г t-о рема 1 Нслн /iz) = \' ։հ,. հ’1 Ւհ \m I, rrn> oh,i

,'l Л7
< ■ , / ni \сообразно n круге : |- f\ inlnj - . yirl j, Հ՛՛Հ :՛сеть, ci՛- 

(h-p.Ht ашиисм че на/у ну.ie.u п а/иннцей. корень ур онена я

и; .(՛„, i (1 րԿ - т | ; е.:: ' • .՛ | 2 ,՛ - 1 (12)
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Доказательство. Положим г ՝ —- • Легко видеть, чю

?(?i Ht. Условие (11) является следствием неравенства

՜£?Հ ՛ °- <12>
I1меем

>.
7(2 1 | Г,„. У;Гт с

к -I

Используя не ра. не нс । г.н Шварца и оценку Г. М. Голузина
v l£* 2

- k I4r (I '

откуда

I, (|IJ. стр 58). иол учим

է'nt
о _

г-

Используя первое из неравенств 9). на

ходим
I 2՜ (է) |

I I Г12’ I ՜

Подставил в < 13), колу ним

т | Ст | ; I — г2 /нг | ; 1 ֊ G, Дг: ր՚՚ւ |

Левая часть этого неравенства убывает при О<г< 1, правая 
возрастает, поэтому уравнение ւ՚12) в р).1| имеет один корень. Обо
значим его через рп_.

Следовательно, неравнетво I) выолняегся для

»Ր” 1’21 'Հո

՛ւ 1усть теперь ; 7 (7)

2(1 -г*)

Тогда, применяя (6) к 9,71,

будем иметь 
гс'(<1 2г 

I -г (14)

Подставив в 031. получим

Следовательно, перавенс во 111 выполняется для

к !
1

Г
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, I , m
?<■’’ 2Ա~7 np" r m 2

Отсюда следует, что радиус звез.тообрлзности не менее, чем 
/ Г{1 \ гminify. /Հ/ _ I 1еорема гокззанн.

■7>
3. функцию / (--» — с.::п >(•.., <). т 11. Регулярную в

<1 - nt
j. i называют выпуклой в .- <Հ>ծ ւԴ.<Հ1,Ւ если касательная обра
зу всякой окружности ֊ г Հ при об.хо де eei в определенном
направл-.нни вращается в Одну сторону, i с. если положить ֊ тс"’, го 

1 ՚>^ք ;՛■՛■•!! а ,5)

Радиус выпуклости некоторого класса Ьуикций есть максималь
ный радиус круга, в котором вс-..* «|«у нчии . принадлежащие, -лому 
классу, выпуклы.

ЦлвесТйо. что иертвепг во Д5» равносильно следующему՜

՛■■ «(/<՝>) °- I

а
Теорема 2 /д'.ш /(Д V ւ-,:11 /7.(<Հ11 О w 1). /но она

4 fit 
нычукла ч круге խ դ = min / '„ >. гое H՛ ei тъ. еооержащийся

между о и 1, корень уравнения

т- ст т | 1 — Կ п։ ’ յ X

X I 2(/zr 1)'՜— (5zn2 ֊ւ֊ 4w — 4j п -Чят1 որ՛ "

г" 2 I 6r — ?>r-. r (i - r) 
— - ,= ֊ "• i T^-'

{i есть, i одержат и in я межоу <• и ։, Корень ураннени я

, 2г -4- 6г 4 Юг՝ -1г։ , г И г1
”■ (I Г-Т ------- ՜’"'՜1 Г-- '

/1 <Д о ка за I е л ьс г во. Полагая р<֊՜ ■ ՜ . находим.

выше, что условие (15) является следствием исоа.".енет^а

<т l)z«i' z с’-з''гг
'П /n»(zj-I Z-p’iZ)

U6)

(17)

как и

(18)

Оценим сверху
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W ■ 1 7-Հ - - Հ-Հ tri 

т?՝<\ շ՚Հ [■ I

Пусть ?(.֊)! ?(1' f i

Имеем :Հ mz = (А т <.., •.. т ет 
ծ о

ՋԼ , Հ. < о< к (А’ — т.)--------
- \[k т) ..... . г ՛,; .... \ । )■ . ; ,-■
шю Լ.֊յ I А *г I

т\ст V ' ։ ^<А՛ m):\k -I г1՛ >
*-i 1 k t

_ (>
XI ՝2(т ■ : г (5/Н- — 4/?? -iir- — 4/иМ,

Отсюда и из неравенств UJI по.г. чаем

Հ՛՛Հ՜ \;П 1 I ր՚;

՝ ? քՈ ր

г- 2 6r -t 3r-‘) I w г I . гц| — r'J) 
A ՜՜’

где A = ri I cm Ц1 - r-1 ’

I 1 Cm 2 r < 1 T-'l| 2 I w ! •“ — (ow։-{“ 4w —4) r-

Подставив в 1-S.i, i-o.ivmji.v.

W" <tll .71 I I < flf -y-.

I 2 !> ;.rv/,՛- 4/M I Г՛՝՜ Апгг'—Апгг6.

r-^2 : Gr 3№) r(l -r) 
- "f , —֊ • (19)

Левая часть неравенства ■՛ iHi постоянна, а правая возрастает or 
Одо ос в промежутке от 0 до I. повтому уравнение (16) в |0.1| имеет 
один корень. Обозначим его чере.ч г;,]'.

Следовательно, кс:чав։ч:՛ тво (1՚Տ| выполняется для
В 2й^ст.

Пусть теперь տռ-l, 2й֊֊г,у.

11.меем



Из (<») и Տ) ни ходим

?О-1 ( I — r'\l

*<’>

Л В К реси яков

Ի՜'

<>՛ куда

\гг ձ I //.՛

Ш

т

• w

\т •
• т

ft!

Ու» тетании ii (lh . пол> чвм

. 2г • (»Г* -4- Юг 
II!' ------

г И

11|'ИГ..1Я ЧЭ |Ь Но.цм ПИ | I I' . НОЧЧ.»М> уравнение 17 II |0,|| 
имеет олин корень Обозначим его через г,-՝

Следовательно. неравенство 1ь выполняется для

при

Отсюда .'леду-..-т, что плану -ып\ -иос и ••• мен֊? ч-м min ■г,,1/. Հ;1)’ 

1еорема доказана.

О|1|.м1нгкин nicv.и|к'!неннь!Ц >нинс|^птет 
нм. М И ЛтЛачсксммо Hucnin«.ia 2 I 19Ճ1

I,. Վ. *irf.llGnill|lll|lll

ԱՍՏւԱՅՆՈՒ^ՅԱԼ ԷՀ ԹՌ(1հ8հԿ[№31Ռ ՇԱՈ-ԱՎ-հՂՆեՐհ ՄԱՍհՆ՝ 
ՍԱԼՍԱՆԱՓԱԿ ՄՒՋԽՆ ՄՈԴՈհԼՈՎ. ՖՈ^-ՆԿՑՒԱՆ ЬРЬ ՃԱՄԱՐ

II 1Г II փ II |. 1Г

՚Ւի4է4էր1ր1ււէ մ Լ ք '<

/«ум/Z^r 'iitui'liwJ ե •) Հ'

ֆոէն1քքքիան1է1է(> //, ffutilp, npn'up nbijiH I fin/t 1.ն
| If է։Աք jtfll 1/ /ЧЧ if UI l< 411» I II ll /.ն

< »7" : I d~, I
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•Դ'/ и։ մ !.ն ։ч tun tj tn լ1։ ու fJ ւ՚"՝Ն և 
>штт մներ ի/i էրոսի համար։

է/ի1րէւ f'J րսն րւէո ս>ւ/ խլ՚նե ր ի էքնւոհւո-

Л II Т Е Р А ТУР А

1 Голузан Г. И Оценки ..vi аналитических функции с ограниченным средним 
модулем. .Труды м.п -ч г. ин-։ нм. В. \. Г.:склока• 18 1946.
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