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MAU МАТ ИКА

С. Е. Карапетян

О теории пар конгруэнций

§ I Ввел еи и е

Теория пар «игруэнцпн была разработана юстзючно глубоко 
а работах С. И. Фнникоиа. Б. А Розенфельда и друтх авторов [1| 
Эта теория получает iioihu՛ содержание в пятимерном проективном 
пространстве где каждой паре конгруэнций соответствует неко­
торое двухпйраметрн’пч'кос ссмейС1во прямых Б. А. Розенфельд до­
казал |2|, что это семейство бу iei фокальным только для нар 7' Фи­
зиком. Продолжая и теп I;. А. Розенфельда. А. М. Березман панн՛, 
ряд новых свойств преобразований Калап'-о |)|

В настоящей рэбон> мы. ;;ц. же как и Г-’о.зснфельд. будем рассма­
тривать плкжерово отображение чары конгруэнции в /<. Но в от­
личие от метода Розенфельда будем изучать эти пары с помощью 
касательных плоскостей их плюкорова отображения в /<. не связы­
вая с каждой парой семейства прямых. Этот подход позволяет нам 
рассматривать не илр\ У конгруэнций Фиинковй. <՝. помощью
такого простого предс акдения. глубоко изучаются пары ’J и До кон­
груэнций |41. |5|. |б|.

Во втором параграфе излагаются новые характеристические свой- 
стна почти всех классов пар 7՜ конгруэнций.

В третьем параграфе дается новое определение пары Ао кон­
груэнций и с этой парой связывается ряд геометрических образок и 
предложении. Устанавливается связь этой пары с классом комплексов, 
расслаивающихся в однопараметрическое семейство Ա՜ конгруэнции 
с линейчатыми поверхностями.

В § 4 дается новое определение пары <> конгруэнций. Доказы­
вается. что каждая пара противоположных вспомогательных конгру­
энций пары '1 является карой 1(1. Доказываемся также ряд новых тео­
рем для пары 0.

Новое определение пары Լ. позиоляе) распространи!ь понятие 
этой нары на гве конгруэнции, •.оответстненные лучи которых пере­
секаются. Последний параграф посвящен этому классу пары

В настоящей работе используется метод подвижного репера и 
внешних 1|юрм Кардана
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§ 2. Нара Т конгруэнций Фииикова

Дифференциальные проек1ивные перемещения тетраэдра оп­
ределяются дифференциальными уравнениями

<Լ\ -֊.Հ-Д,. к 1.2. X) (2.1)

- ։е ■ - линейны։ ՛ ՛
пням иронк। явного npoci paiic ва />«•>* ■՛>’ ՚Հ |8|

Пара 7 конгруэнции характеризуется следующим свопе։ком. I

.!•. ՛ ей ՛>дж)й кошруэнции ЛеЖи <- 
ответственных лучей другой конгруэнции 11

Каждое ребро . c i л-<1?а отобриж.н'К'я н шику /у ։ аперква г՝икв 
пяти мерного проекгиино։ о npo.i ране гни

р, М.ЛЛ (АЛ). ЛЛ». Р, = <Я։^|».

л. " («МЛ =

Пусть ребра .lrA. и описываю։ пару 7 конгруэнции Фини- 
нова. То։.Ui-как известно |1| -ла пара характеризуется ։ифферен- 
цйальными уравнениями

<r; b — Ь' 'у -а г— <).

t։-x‘ (Ь -հ')’Հ <ՀՀ <>.

R |2| .|>։к։в!1но. что ։ва ребра описываю։ пару / н 7Հ тогда и 
только 1огдя. когда их образы /?,. и /кл в !} описывают 2-поверх­
ности. касательные 2-плоскости которых пересекаются по прямой 
линии. Эта прямая, названная нами пщгональной. определяется точ­
ками /?д и р՝ Касательные плоскости отображений вспомоги гельвой 
пары Г ДрА.,. (Л |:п< ։Ке пересекаются ио этой прямой.

Каждая линия / на поверхности рг является отображением не­
которой (ннейчатои поверхности конгруэнции (Д,Д.). Кясигельная 
прямая к ирон’.вольной линии ւ՚Հ л-՛, поверхности 1/^1 пересекаемся с 

прямой p,j)x н точке
Лт֊.^1 (--'М

Касательная прямая к соответствуй-щей линии noHepxtiOi. ։и (/л) пересе­
кается с той же прямой в точке

(Ь' - Ui’)Р;— и /biPi, (2֊5)
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Таким образом, на диагональной прямой пары Т устанавлива­
ется проективное соответствие между двумя рядами точек Каждой 
линейчатой поверхности пары Т сомтветстнуют две точки 2.4 и (2.5). 
Неподвижные точки этого соответствия соответствуют главным 
линейчатым поверхно/тям пары 1' ///. 1՝сли ви точки этого со- 
ответе т пи я неподвижны, то развертывающиеся поверхности пары 
Т сЬотнетствуют накрест Проективное соответствие на <>иаго- 
нальнпй примой я пл нс/т н инпилюиаеи тогоа и только тогда 
когда пара / раалиипается Сопряженность линейчатых поверх­
ностей в смысле Сании (71 охраняет» ч при общем преобразовании 
Г только оля Опух тнейчаты.х поверхностей а bt- <։!>՛ О 1ля 
Сопряженной пары (b b и) сопряженное тп а с числе Санин со 
хринчетен для любых линейчатых поверхностей конгруэнций.

Главные линейчатые поверхности > опряжены >. сны։ ле Сания 
в обеих конгруэнциях пары т> оа л только тогда, когда пара 
образует конфигурацию Спанки /I/.

Новое определение вари ! пос ре ле гном каса г ел иных плоскостей 
п !\ позволяет распространим. -.»» понятие на паре мшгру-нший, со­
ответственные лучи КСПОрЫХ ПерССеКИЮК'Я

Теорема. .'/*•«■ конгруэнции t „ответ» твующие лучи кото­
рых пересекиюпи я. ; <н тивлчют пар ,՝ I тогоа и только тогда, 
когда эти конгруэнции с чеют общую локальную поверхность

Доказательств»» Пусть пи конгруэнции • тисы паю гея лу­
чами/?, и />Л. Тогда наше требование принцип к уравнении» ՛՛,’ о. 

что и доказывает теорему.
Требование. ։тобы такое преобразование Г хранило сопряжен­

ность линейчатых поверхно чей конгруэнции, приводит г равенспо

1с.

Отсюда следует, ио в. ^бще только линейчатые поверхности, 
соответствующие սւ имататичгски ч линиям общей фокальной по­
верхности. сохраняют < оппяженно. ть в смысле Сания, все линей­
чатые поверхности ^'\раняют свою сопряженность тогда и толь­
ко тогда, когда конгруэнции ^р} и (/».։ образуют преобразование 
Лапласа (£ 0) /.о/

Сформулирован икс а лом параграфе теоремы имеют свои ана­
логи для пар 7՜ к» мплексои. с кшорыми мы познакомимся в другой 
p։i6։»ic.

§ i Пара 4„ конгруэнций

I. Нара .Լ, конгручнпнй была подробно исследована питормм 
в работе |6|. Там она подучила следующее опрс слепне.

/(не конгруэнции образую։ пиру Ао. если каждая из них рас- 
елаиппется на о’и10пярямстркческое семейство линейчатых понерхно- 
стейтак. ч«о лнненч.’ные поверхности, проходяшш через сиочнегегзую- 
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։цне лучи конгруэнций. являются фокальными для некоторой Ա' 
конгруэнции.

Здесь пара Д-, конгруэнций получает новое определение, экви­
валентное прежнему Как известно, каждая конгруэнция трехмерно­
го пространства изображается. в перенесении Плюкера. двумерной 
поверхностью, принадлежащей гиперквадрике.

Дие конгруэнции состаа.тют пиру .4(1 пюгоа и только тогОа. 
когда касательные плоскости ահ изображении в соответствующих 
точках пересекаются и одной точке.

Действительно, пусть поверхности (/?,) и (р0) являются длюкеро- 
иымн отображениями конгруэнции нары и конгруэнция (/>։) отнесена 
к тетраэдру первого порядка. ։ е. выполняются первые два уравне­
ния первой строки в нее шесть уравнений второй, третьей и четвер­
той строк системы ւ2.3ւ, Касательные 2-плоскостн поверхностей </М 
и (р.р । снл\ уравнений (2.2 и 2.3 напишутся в виде

(р՝рм- Ia.- ա օւ.Փշ oi = 0l. (3l>

Эти две плоскости имени одн> общую точку тогда и только 
тогда, когда выполняется условие

խւ’Հ| «0. (3.2>

которое одновременно ямляелж условием. юь>. ՚կ< конгруэнции (рр и 
(/>,) образуют пару .-Լ |6 .

Дне плоскости ՚3.1ւ в силу 3.2 пересекаются в точке

A -rll"»5 'Հ1 Рз — Р- 13.3)

Прямая пр. на поверхности i/?p касается линии, определяемой 
уравнением

՛ рое я ■ ся дифференциальным уравнение ։ есйействэ линей ча? 
тых поверхностей, принадлежащих первой конгруэнции ՝pt

Прямая рр.. на поверхности (/?./՛ касается линии, определяемой 
уравнением

••>' = 0. 13.0)

которое является дифференциальным уравнением, семейства линейча­
тых поверхностей, принадлежащих конгруэнции (/л). Как известно 
|6j, линейчатая поверхность (3.5). проходящая через луч pv и ли­
нейчатая поверхность (3.4). проходящая через соответствующий луч 
р.., являются |юкэлы։ы.мп поверхностями конгруэнции U՛'. При этом 
прямолинейные образующие фокальных поверх постен этой U кон­
груэнции соответствуют дру. другу.

2. Так как каждая кошруэнция .10 расслаивается в однопара­
метрическое семейство линейчатых поверхностен (через каждый луч 
конгруэнции проходит только одна такая линейчатая поверхность', го 
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<: каждой парой .40 конгруэнций связывается однопараметрическое се 
мейстпо конгруэнций IV'. Это семейство дзет частный случай ком­
плекса прямых, подробно разработанный II II. Кованцоным [10).

Таким образом, пара . Լ, конгруэнций тесно связана с классом 
комплексов, каждый из которых расслаивается в однопараметриче­
ское семейство конгруэнций U” с линейчатыми фокальными поверх­
ностями.

3. В этом пункте рассмотрим случай, ко; ia семейство расслаи­
вающихся поверхностей конгруэнции /?л совпа iaer с одним семей­
ством ее развертывающихся поверхностей. Известно |7|, что нлюке- 
рово отображение развертывающихся поверхностей грех мерного про 
.транства в пяти мерном гространстве огибает образующие прямые 
гиперквадрики Q-. Согласно нашем) требованию, прямая /?/?. является 
образующей гиперквадрики Q*, следовательно, точка (3.3) ирнняд- 

лежнт гиперквадрике. Но прямая рр. касается гиперквадрики в гонке 
pj, и так как прямая с гиперквадрикой может имет ь только две общие 
точки, то наличие трёх точек (две совпавшие точки в и точка р 
означает, что прямая рр., принадлежит гиперквадрике и. следователь­
но. она в точке р., касается плюкерова отображения развертывающейся 
поверхности, т. е. поверхности, расслаивающие конгруэнцию (/>,.). 
также развертываются. Таким образом, если овна конгруэнция пары 
-% расслаивается ра ыертнкакицпмт я поверхностями, то круга я 
конгруэнция веоет себя так же Семейство конгруэнций IV. для 
которых эти развертывающиеся поверх пости (принадлежащие разным 
конгруэнциям пары .1,,) являются фокальными, пае՛ частный случаи 
комплекса прямых, рассмотренный !1. И Кованцоаым в iTn доктор­
ской диссертации |10|.

§ I Пара и конгруэнций

I. Пара (i конгруэнций определяется следующим образом |1|. 
|4|. Две диагонали косого четырехугольника образуют лару 0. если 
их фокусы совпадают с вершинами четырехугольника и кажда» сто 
рона четырехугольника пересекает последующую сторону в фокусе 
последней.

Если ребра рх и /л, описывают пару '՝. то, согласно <2.I). будем 
имей, основную систему уравнении

։•».’’ = Ն։.յ, սՀ— ՛Հօ։? • а •՛>*•? i • - I * I *

»։>:’ = 'io,? T. и։,',. ս.Հ — ՜. ’օՀ l Т<й՜),

w^=i/v^ (4.1)

ս՚Հ— 1>Հ • Z»'5 cj. - I),

d-Հ ֊ ի՚Հ ի ( • Հ'հ 0.
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В плюкерово.м отображении пире '< конгруэнций соответствуя՛; 
две поверхности (дд и (р..). Каждая из этих поверхностей имеет свою 
касателыiую 2-плоскость

‘•/W? » <Р*.РМ'- Н 2>.

В поляритете гиперквадрики Qj каждая /-плоскость имеет гною 
сопряженную 2 плоскогп Нетрудно заметить, что н этом поляритете 
плоскости «.2 сопряжены С ПЛОСКОСТЯМИ

i/’./’iPo И (ZWAi)- (Ц

Первая плоскость (1.2) пересекается со второй плоскостью 4.3 
по прямой и. наоборот, первая плоскость (4.3) пересекается со 
второй из плоскостей (4.2 по прямой /՛-,/՛ . причем каждое из этих 
у всрж ц-ний является следствием другого. Простые расчеты показы­
ваю!. что что свойство характеризует пару (> конгруэнций. т. е. one 
конгруэнции образуют /тру '՛ тогоа и то /ько тогой, когаа каса­
тельная плоскость няк/керо/т ап/обрп.неении поной из этих кон- 
груэнцйи пересекается по прямой г пли/ кос тью, с опряженной t 
кч< и/т л/.ний плоские/пью пАюкерава отображено н другой конгруэн­
ции.

Теория нар конгруэннип тесно связана с теорией пар ’> 
конгруэнций, в чем нас. убеждаю! нижес.зе (уняциг теоремы.

Г сор՛ Mil. Каждая вспомогательная пар՛.; конгруэнций кон- 
атгурац/т образует пиру А,.

Доказательство, Деи՛ гни 1-֊льн<>. вспомогательная пара вер­
ной конгруэнции I/’,) описывается ребрами р., и />., Касательные пло- 
СКОСТП К 1:.’||и.рХНОСГЯМ (/У,1 W i/’Д ГО! ЛИГНО (2.2։ И С-I.i). иВр-' l-' ЛЯ ."!'•■•։ 
точками

(4>3, ՝:'Р:. »/>.. 7'А ֊ է?Հ
(4.4)

Մև՛ \р. ^р.- \P‘i (Уг + Х)/^.

Рели не является U конгруэнцией, io эти две плоскости 
всегда пересекаются в одной гичке

/ձ Հ3^ e'Ps, 14-5)

что. согласно § 3. и служи՛ доказательством теоремы.
Если р} является конгруэипиен IV՜. то плоскости (4.4) пересе­

каются по прямой, определяемой гон ками

(՝:Рп — ’ 'р.. , Р: (У 7 ') р.). (4.5')

։) ыо.м случае вара конгруэнций рр п д, является парой 7՜ 
(гм. § 2ь Но известно, что если вспомогите i'-ная пара конгруэнции 
конфигурации h является парой /. то она есть рагслояемак пара |1|, 
с.՛.՛ io:-i:: гельно. нроек iнввие cooi встстнпе между, тиумя рядами точек 
h:i прямой (4 5’). установленное линейчатыми поверхностями пары, 
есть инно.иоцпй-
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Как известно, каждая конгруэнция пары расслаивается на 
ол копяриметрическое семейство таких л инея чат ых поверхностей, из 
которых две линейчягые иокерхнос 1 и, пооходящие net ез соотчет- 
ствующие лучи пары. гопавляю! фокальные поверх кости некоторой 
кон грузни и и IV’,

Теорема. Z.?w вспомогательной Ниры первой конгруэнции 
пиры Կ расслаивающие. линейчатые новерхн<и тп . оотнететвуют 
рамертывиющи м< я //Mt'/iA Wi vw՝ з/ первой конгруэнции՝. т с пни 
пересекаются с фокальными поверхностями первой конгруэнции по 
ребрам возврата развертымающи\ся паверлнец шей эщой кон,՛ "\՝ эн ими 
Эта теорема справе և՛։ийп и ։.;я второй конгруэнции и ее вспомоги- 
тельной пары конфигурации Կ.

С каждой изрой .1,, конгруэнций связын.чегся определенный кам- 
иль .. • • 1:>ж՝■ копирам? рич« ско< ■ е.мел стио кон 

груэниип IV՜ I՜ линейчатыми [Вокальными поверх нос гимн (см. § Յւ 
Так как пара '/ конгруэнций. согласно вын! указанным теоремам. ;։>- 
ny.--.ih-i две пары ,1... ր՚> кам, оий парой հ кангрумций связывают/ я 
йва определенных ко мп./■ к/ <,՝ прямых. рисслояемых в <юнопара иг- 
трическое. семей/ men конгруэнций IV линейчатыми фокальными 
поверхностями.

'■՝>. Веном՛и a i aI.H., • пара рЛР} .г у:ой к<нц ру-ицин чипы ’՛. как 
уже известно. (оже обра: п յ пару .Հ, Касательные илоекос.'и их 
плкжеровых отображений пересекаю!ся т ючке

lau' ՛'/. ./ (i/»’м'^р^ (4 6)
Прямая, определяемая (очками i4 I) и । l.6i. пересекаясь е որ՝ 

((‘•ркнядрикой н дв\ х очках. iaei новую пару конгруэнций, мти 
новая пара cannachiem г иер/1чнача.1онпй парой 0 пюгоа и только 
пюгПи. когла каэкоая конгруэнция пары ’> вместе <՛ ае.уми mtunima- 
тельными к</нгруэнци■՛• ни другой Конгруэнции прина->ленепт пос- 
лейовителонистн clan /аса.

4. Рассмотрим иреобра.зогтни՛. ьон։ руэнцин. елхоанянтщее со- 
пжкенность линейчатых гювеехнос.ей Сначала поеднирим. как ч.чдо 
понимать эт\ сЪпряженн к । а ?

Плюкеровб о.'ображенае kohi руэпппи i дехмерщл о пространства 
есть --поверхнос'1 ь на гнперкналрпьч Q-,. В |7| была -оказано^ что 

касательная 2-плоскогiн эюп поверхности для нспа1Ч1болвчеекон кон­
груэнции пересек.; •■! г । ;111։-рква три хон л> шум образу tiiiihm пря­
мым. являющимся каган՛, i.nuvii к плюю ровым. (ггобр.чженннм раз- 
вертыкающихся пой. охпо՛ тей контруэнпин. В касательной 2-плоскости 
две касательные прямые пззыяиюкя сопряженными, если они гармо­
нически разделяю։ я шумя -братуилиими гпиеркг.атрнкн (подобии 
тому как ясныт 1ич ■:-.и<- касательные поверхности трехмерного 
пространств;։ устана;:тивяюг 'оиряжевност • касательных прямых ин ка- 
c.цельной плоскости! Две сопряженные тру с (русом прямые каса­
ются нлюкеровых 01обрчженнй двух сопряженных (а смысле Сани;։)
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.чомич.-ных поверхлосп-й кои։ ;՝\акции. Установленная таким образом 
сопряженность линейна i их поя» рхпос гей в контру тин имеет заме- 
•I пильный геометрически։ мн .։ ւ грехмерном нрострайт гве (см. |7|), 

Теперь вернемся к поставленной нами задаче
С II. Фиников в |3] рассмотрел дне конгруэнции. развертываю- 

пикч'и поверх ног։ и которых соотнргсгвуют трут Преобра ю
ванне. посредством которою нгоран чошрузнцня получается из нер­
пой. |лм оболнач.нчег; букиоН Տ <ս*՚ ւ, пр-- >•••՝•• мили»՛ S ;н>.|\чает 
покос содержание, з именно • чпр՛՛՛■. гнмт mt, тнейчатых штерх- 
Huerth d t f/xpansicnun при прсобри S Действительно, пусть
</)..! нн.пп'цн преобразованном n конгру’чцпи (/>,) ll.nu'Ctno. что со- 
приженпогп. линейчатых понгрхногтеи .оптру^нцни ՛/> получается 
и.» uo.HipH IVI.I uiui ipfliH'inoH формы d." dp (■ м . па пример, [Г| (. С.лс- 
.клпнельио. преобразоканне х oxpuio vr .-опряженнск I II юг HI, И ТОЛЬ­
КО io: та. когда дне кв.чдр.иичные 1"рмы dp՝dpt и dp.dp^\ нро- 
IHipmiolia.II.HIJ ipyi Трхгу. Ио ЭЮ 001.1'1 ICI, чю нхлсиые многообрп- 
sHH этих форм скотнегг: ւ՛;. !՝<j .ipyi :р>.'\. и ак к.о нелепые много­
образия кнллр.пичнон формы каждой мне ру-тнннн говна ла ни с рал- 
а՛ юынкичнимисн понерхнсчляни Чен: кон! ру^ачии. :՛՛ ՛ охран։ нис со­
пряженно։ in приводи։ । со -.p.jHvHH ;՛. ս՛ար ын;и՛ •шихся поверх ногтей. 
Обрат ное у ։ верждгни •. ւ՚>> а ՛.՛ '.-лы ■ во мнириго очевидно гчкже 
сноаве гни!՛., (окэзпнн. н террема мн.1Яе:ся ани.т՛! ՛ ՛ .՛ .МЫ Uciep-
сона ыя 1рехмерного : .' .стран тнл. !։՛• гос прогон- доказательство 
выпь указанной Теоремы можно гать. ..тли честь, что разнертываю- 
:ци.чч .и՛ '.ерхнос и кош ,. г-. . и ойй) Й : IK ТСЯ самосопря­
женными поверхностями

Ниже мы будем пользоваться -тими ւ зульгаhimh.
5. В этом пункте рассмотрим случай, когда у одной 

тельной пары конгруэнций конфигурации сопряженность 
Сании сохраняется. Г • .4 :ЖДЫМ ДВУМ 'опрнжштнны ipyr 
нейчатым поверхностям олнтп конгруэнции соответствует

вспомога- 
н смысле 

другу ли­
сп пряжен-

ине липеачатые повсрхно'ги > ՛ второй контру?нпнп. и наоборот. Как 
известно |4|. это р՛ Гшнаннс равносильно cootmtcj н։։ю разнертыпяю?
пшхгя
впсти 
пням II

поверх но. гей -тих к«»н: ру .-нний Р> » перл иаютнсся
конгруэнций /’ и (р։1 ипре ич.нипся ОПТ ICTBVHHO

новерх- 
\ ранне՛

(/;<, dp •»>} — о, dp ՝dpi

1Lanie (рсбОНПННе водится к одному ИЗ ДТП лопин

о.
(4.7)

Пгрнии условие 1*1 7) в силу iLh 
пениям

ранни !1 ՛ но Հ!Հ. '.! Ю 1111.1 М \ })«»’
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аа՜ ֊ у;՜ ֊= ЗУ, (4.8

являющимся условиями, при которых обе конгруэнции пары հ ста­
новятся 117 конгруэнциями и, следовательно, обе вспомогательные 
пары конфигурации 0 являются сопряженными парами см. [1]).

Второе условие (4.7' в силу (4.1) равносильно уравнениям

-■« - г' - II. 7 -Հ 0. (4.9)

В силу этих уравнений обе конгруэнции другой вспомогатель­
ной пары конфигурации (/ нилинлся параболическими конгруэнциями. 
Действительно. условия (4.9) являются необходимыми и достаточны­
ми ДЛЯ того, чтобы ранг квадратичных форм dp.dp. dpt,dpn\ =
= «>}»»} был единицей. Но в -лом случае каждая из касательных пло­

скостей к поверхностям <p,i и (/’..» пер •сек.'к-гсн с гиперквадрикой по 
двум совпавшим образующим прямым, . i.hm. ))ркусы этих
конгруэнций также совпадаю! (см. |7| ՛.

В результате можно сформулировать следующую теорем)
Если каждой сопряженной парс линейчатых поверхностей 

одной вспомогательной конгруэнции соответствует сопряженная 
пара линейчатых поверхностей в противоположной конгруэнции 
конфигурации 6. то либо вторая вспомогательная пара конгруэн­
ций также обладает этим свойством н. следовательно, пара '։ 
образуется из двух конгруэнций IV'. либо вторая вспомогательная 
пара является параболической парой.

6. В этом пункте рассмотрим елсчап, когда каждой сопряжен­
ной паре линейчатых поверхностей одной конгруэнции соответствует 
такая же пара линейчатых поверхностей в другой конгруэнции пары 

Это требование, как и всегда, приводит к соответствию разверты­
вающихся поверхностей у этих конгруэнций. Но 14] доказано, что 
в этом случае пара Կ конгруэнций расслаивается в одном направ­
лении.

§ 7». Пара Д(, с пересекающимися соответствующими лучами

1 В этом параграфе рассмотрим частный случаи пары /Լ кон­
груэнций. когда соответствующие лучи обеих конгруэнций нары пе­
ресекаются.

Пусть ребра рх и р. являются roonienтву юшими лучами нашей 
пары (р։). (р-). Они пересекаются в точке .4։. Не нарушая общности 
задачи, мы можем подвижной тетраэдр выбрать гак, чтобы выпол­
нялись равенства

к->:‘ 0. <..֊ 0. (5.1)

Согласно требованию задачи, касательные 2-нлоскости к поверхностям 
՝ру и (р5) должны пересекаться в одной точке. Это приводит к един­
ственному уравнению

խ<*վ'— .Ou>j, 0*1=0, (5 2)



4£i C. L

а тонка пересечении -них плоскостей напишется и ви.тс

(сН Ьу.)р, (<ւՀ b'i}pa -= р, 5,3)
где

,,Հ = յսւ* ՛՛•’■•’. • • = --•и’ — ■4v]l V>! — 71՛3 •՝.«՛,*. I. i.-ilI 1 ■ I I • •

I.l '?F:lxC ЛИНИИ форм •••'. CDlTrfCTCl вуют рЗЗВСрTi:RUJOlliНМ>*Я IJUBCpX:
НОСТЯМ конгруэнции 1/Հ.1 И ПчЬТОМХ они ЯВ.'|Я1<>1'Ш цела виси.мы,ми ли 
пенными формами, гак как кпигр.эицин шиш Л> npe.iimjaiаются не-1 
параболическими.

(оказывается. что прямы*. рр: и рр. на поверхностях (/?ր и рл 
касаются лнил>՛. определяемых одним и гем же уравнением

..rf = O, 5.5i

которое, как известно. буле щфф ре швальным уравнением линейча­
тых поверхностей, расслшшиюшнх обе конгруэнции пары Таким пор- 
ли.мл ра »|1спие (5-5) йЦрёд^Лйет одполирлметрическое семевст но кривых | 
па пон.’рхпо<’.՛и t.ljh но которым иер<-сгк:'и<>тся расслаивающие линей? 
ча:ы՛. ibiBepxHuciii конгруэнции парк Клеит ՛, л ник* прямые к 
одпонарайетрическому семейству лини։։ (5,5) образую! кош ру-ннию. 
одна фок.тльнии наверх!паи ь которой совпадает է՛ поверхностью (.1J. 
Доказывается, что ?та kohi ру-пция описывается прямой

Ьр:, ՀՀք' 7« (5.6)

следов;։никни, луч конгруэнции (5.6։ находится на плоскости, опре- 
теляемой соогнете։нующими лут՝.ш/>։ п /?_. нишей пары (/»,). (/kj.

•'(хио.мируя пол\ ՛ e-iniiie резудьтаты. можно сформулировать сле- 
гуещие теоремы.

/учи пари . 10 ц/'pei счиюпи я. то mii- 
I .питающие .тнейчатие поверхности с оот ее тенту ют ору՝ dpyzy.

На поверхности. описанной точкой пересечения соответствую^ 
чих ./учей пары 1||։ роес.ia.unа>ощи.и .гичейчаты.и поверхностям со­
ответствует >.ч)ин< твеннос панопараметрйческое < емейство тний. 
Касательная чтих линий описывает конгруэнцию, луч которой 
всегда лежит н к.ин коети, определяемой соответственны ин лу­
чами пары До

2. Ни лишен интереса a ioi случав, koi ;а одна из конгруэнций 
нары Լ, расслаивается одним семейством развертывающихся поверх­
ностей. Пусть конгруэнция (/’.) расслаивается одним своим семейством 
развергываюп’ихгя поверхностей ՛՛•'. - о | чля выбранного подвижного 

гетраэлрз выбор развертывающейся поверхности <«f=0 приведет к 
кырож.'.'-нпк) поверхности Так как расслаивающие линейчатые 
поверхности определяются уравнением 5.5 . то. согласно иредполо-* 
жеиию |и*‘<•>:]! О (шли а П) и (.5.2) приводит к равенству
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Развертывающиеся новсрхносп: конгруэнции ահ, определяются 
уравнением \cip..dp и, слоливятелъпо. ля />• расслаиваю-
։щ։е линейчатые ночерхногтя 1<։кжс р;։чнг-(>։и шло гея. Таким образом, 
для пары До ^соотве lei венные лучи которой пересскаююя I получается 
георема: если иона кон,՝ ру зная ՝я пары ршелаинаепкм сбоями раз֊ 
вертыбиющимю ՛ нонерхнпспсямн то 7?у/./ч конгру >нцня также 
pu.ee лшиаепо я сбоями ;>азяертыкамт(нмт я иоверхнистрми, К.н из­
вестно (§ 3), vra георема справедлива для общей нары ։,,.

Армянский пслагогическип ннСипм
нм. X. Абокяна : loc n niia.i 20 X ИК<1

II. !•*. l<iiii'iiiii]Lst'։ili

ԿՈՆԳրՈհեՆՑհԱՆԵՐԽ ЯПЬЗНРЬ ՏեՍՈհք>ՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Ս' Փ II Փ II I* 1Г

4 ոնդ րաեն դ ի ան և ր ի աե nncjd լւս՚էւր Հնդաչա էի աարածա իէ/ան մեգ ւսրտա՛ 
ւդասւկերե/իււ քպրս կերևան արinաոք աուկերи, if 1 и,п անtn մ Լ նռր րովանդակա-

1Լլս աշխաաու fd րսն մե\՝ ոոէաքյված են կոնդ րուեն րիւոնե ր ի / դա-լդերի 
րոլոր դասերի նոր իւ ա րակսէ ե ր ի и ա իկ հա ւոկու թ լուննե ր ■' Տրված է । կոնդրու եհ֊ 
ցիաների ղու էդի նոր и ա՜էմանում հ in pi и I. ր ա ո ր 1Հհ 1ր.ո,դված Լ կո մ ւդ քե դա՝հ ե ր ի 
հատոէ-կ դասի ու I կոնղրա հնւյիա^ւերի դա (դի ՚\ե>ո
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