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Вариационные задачи для звездообразных 
однолистных в кру։с функций’

Пуги, Տր класс регулярных однолистных и круге П I
функций

v
= ք к՛ u V<r« :;՝>'* (1.1)

» I

отображающих U на области. обладающие р-краиюй симметрией 
вращения относи։едино точки : ” и тве.здообразные относительно
нее. Предположим что функция /==/i.cu, у0. л\. у,......... Հ. у„) пт-

дана для любых конечных чочплексных значений л0. уи, л։. у։. . . 
л'„. у„ н непрерывна «месте о . коими производными до второго по 
рядка включиle.ibiu*

Рассмотрим ки классе S. функционал

/ = / |/. к I. ; <:?• • ■' .•-■I,,.. Հ Г՞' а- | tl.2)

’.V՜ a j՝ii֊.rH ՝oB:։H4i и поставим задачу о нахождении множены;! 
D его значений.

Множество I.) связно и замкну го |lj и и дальне ищем, как 
это принято при ոՀ<4Ի.ւՕ».«(ւաւ анвло։ ичнкх задач, оно будет имени 
ваться облит.ю /> * Обозначим пронзвольнчю точку границы области 
1.) через и б) тем называй. |> ՛՛ пин вносящие и 1> значение /0, 
граничными. Ясно, что гели бу ут найдены псе раничные функции, 
ТО ПОЯВИТСЯ КО 1МОЖНОС1 1. V С1 ан< ШИ I !> вид области /հ получить уран- 
неинг ее гринипк В пг нчн.ных конкретных злдзчач. инля1о։иих<'я 
частными случаями рас. магрн1'агм՝*й. сдается определить границу 
области значении функпноплла приемами. «норне не требуют знания 
граничных функции. < 'днако зтн приемы иг ра<-пр։>стр:тяюгся ни 
общий случай.

Для них<»ж котя юаничных функций носпользу»՛м«я варниц..... .
ним методом.

• Доложен,! II.» ՝• Щ։'Сик։«Н(Н1 KUHipcpCHH ИН 00 Теории <|>М1к!||!11 комплексного 
перемени!. I’CI и сентябре I960 Г I I’pcilJIIC



1! А Хлсксакдров

Ранее нами было показано j2|, что вмеси՛ с Функцией /url классу 

принадлежиг ՛]>•. ՛кч.ия

/., (тг)=-/иг) -+-/P(.v, - Щ/), / о. . 1,3>
где

.1 комплексная постоянная,
:г, произвольная фиксированная точка круча U".

Н и՝ -= ֊- /Հ = //;Հ. (1.5)
/иг)

<)(/)֊ величина более высокого порядка мйлости. чем г. на любом 
замкнутом, множестве, лежащем в U .

Пусть /, !). Нандец-я в Л такая точка /1Ь что /„ I, , бу
дет ՝■•՛.՛ балыке расстояния от /. :՛.■ 4Юб.йй 1'оикй / է) : , Л, /.՛ h՜;

I /, . Предположим, что } к՛ вносит в /J значение. Функции 
/.иг) cootbcj'твуе в /-) ючка /*. Следовательно,

և-Л՛. 1.6

Для /и по формуле 'Гейлора имеем

/. - /. 'Ф ■/.-/ ֊ V </■ ֊/> + •՛• ֊֊ Г )
Վ/ <// <7

՛ *^0 ?‘|л)__г
()ք"Կ у-

Заменим здесь разнос!и в круглых скобках их значениями, н::н- 
деинымн из (1,3). Остаточный член г2 оказывается величиной порядка 
Р(т). Введем следующие обозначения

__ <
<■ — ծւ

V
շ/ճ 
afk}

t к. ± *֊։.->......« (1.7)

Риг, :г„|/ к- = Л' (гг, .-г.,), k И?(‘‘г. к'0>/(»г)| — тг. ггД- 1$ 
du՝ Հ-= I......л

ч' GA'c(u,> к՛,) —/. тг, . 
ձ-օ

а

к 0

Тогда для Г., получим

Հյ — Հ> ■ Д/-иг, и’(|) — А иг, гг0)5-|-()(/).

1.9)



BapJiiiiniOHHUT «здичн лля и-шлнг- i„\ функции 9

Подставляя -л о выражение итя / в нерзнен -тв՛՛ ' В . б\ icm иметь

2/Re (7 /-1|ձւրշ. zr„) -Асе. к։„) 0|О °.

ОТКЛ’ЛЗ

Re /,. / |Л.;г. և-յ - A(.v. յր0>| Ղ 

или

Re v /. և-, д-0 A t;e. „)| О, | I |Н)

где

t ? .ւր« (/ I 1. 11 1Ի

I.IH записи * 11 1 ■ ■ ~ ши пси. л смея гм. чш

где Հ՛Հ . ։ (և". ևՀ.» н /л, ,ւ.\՛. .\՚,ւ — |iviiKJinn. .ma.iHrii'ir.'Km ու носиiгл вин 
к.՛ в круге U и целые рациональные порядка Հ՛ I о, носи г» лыс'«

11меем

11 14)

i-.сли ввести обознач'-нля

/11,(Iէ - ) < »ւ'. TCqI — Г i I Z<'. — Л . u1. Ik' . > 1 , I • ։)

I p.՛՛, j 7հ i pi . i= U I և՛ j \l 16) 
•i*(» ii' I C";։

и вмесн» отношения .1 IlHH.tt lipol|3?>«MbU«b и поспешной 1. пани

:an. .1, го для Л7 (ւՀ, .v0) шмччим

л Л *.Л'и
4և (

1



|<» II Л. Александрии

Подставив сначала (1.17* в (1.9). а штем полученные формулы 
՛■ iivравенство (I Hi . будем иметь

Заменим месь члены, содержащие .4. на сопряженные а выне
сем ' .1 скобк\ Увидим, что оставшееся в скобках выражение, ввиду 
арин о«1л .jo'-hi ;ւրչք.Լ равно пулю Таким образом получим

■ОТ ку 13

\> . , 11^'. **4)) յ1 I
><A'* A‘S* ■ г. —յր*~

է. Л 1 ՝1 ւև 0

II.,Gt- ւ( <■•••. — ) ր„ , (ս-. ՚ )
.«< >2 (1.18)

(“'" к?)

Э •> равенство доказано ■՛. ։рел։։о.1ожеиии. что :<՛,> произволь
на.i рикемронявпая точка из IV Рассматривая теперь ее как перемен
ную и < связи с -этим записывая -алее вместо к՛,,, получим диф
ференциальное урявиаие ։ля граничной функции. Обозначив для 
удобств.!

V(.VG vsil Հ';, ֊ .4 («■. ...1, 1.19
՛. Tv՛ ՛"’ и

\(лл л-М—‘ _ /Г :е. ... (1.2Ո)
— (-.г

i.ir. как ..егко видеть. .Աս՛.՛. ՛՛) и /Ա՚և՚. •••) являются лробно-рацно- 
i-.альнымн функциями относ.ит<-льно •՛. будем иметь

;.ш....) д/Ն. Կ1-՚րՀ-^Լ =#(«■..») /Цда. ֊')• <1.21)1

՝ <։> ' J Հ 1 "О ' <՛•



иBapsiutiHOiuii.ii‘ задачи для зчездсобразиыа однолистных функции - -- ----— ---- - --- --

Из этого уравнения cneiyci. что Н«) регулярна на j <•» — i. за 
исключением конечного ՛սահն։ ։<>՚ահ. i e Խ-ւ имеет алгебраические 
особенности. Значит, Հ(տ| отображает 1 ня область А. ограни
ченную конечным числом аиилити нчжих луг.

Граница облает Н легко он.-v тсляе см Пролсмним ес в вид- 
;'<։•’ ), “ - 11 ՛. 11.211 io.iy тем

где С(>: - веще •։ «сипая функции. В розу.:։>■ и՛՛ ан։и рнронэния нм—.-м

где 7 ком иле йенам шкчомнизя
'Гаки՝.! образом, граница обляг и /< cuciohi из прямолинейных 

лучен, продолжение Koinpw.x iipoxowi через ючку
Для оценки сверху ко.Ili4.ecIна таких л՛. ч -и. замечим. чю фу'н:՝՜ 

ппя Н<с. •՛•) if к՛. -՝ j па окружное и ■ имен։ не более 
՝ »ч •

2р п 1 нулей. лн:1чи1. ! .’япаншжашис класс՝ 5,, решении /Ն՚>) урин 
нения (12b отображают i.pyi iV՜ на области, пре ։с1лвлянмцун> всю 
плоское։ь. разрезанную ш более ч< м по 2/>(// 1 1) лучам, проходя
щим при продолжении чср« < гбчку : <>. Эти л;՝ чи распа нног. я на
in И группу, каждая nt которых содержи։ р лучен, пере ходя щи х 
яруг в дри-а при понироге облаегп />’ вокруг начала ։»а \ni.t. краг- 

2тт
НЫЙ ՜ . Вид ij>\ ։-л iiai:. |июши.\ I'avcMaipHBa՛ мч«- отображение, а.т- 

Р
вестей |3|

/ "՚ .,Հ <լ23)

.'։« И -.iph. ր 
п <1 <՝

1
.’ pi I

где ղ; О и V о H a:,, памп ..оказана следующая теорема 
; )

Теорема 1 Пусть 3... к.шес ре.'улнрннх <><ih<>.ui.ciuhi>ix и 
круге ^'|<Հ1 а>\՝.чьцпч г---/ (к՛), Հ(0| О, /'(О) 1. >'՝б.1а<>а1<>щсх
р-кратний < и.к.истрпей г.рищемч и итм'ч нте.гь.чо начала. Пусть 

I = /1 ք ՜հ՝ . յ I ծ-յ, ... иг՛։. ; неирерыс-ный. вместе co ес>оими
проц 1 ;<>он ы ча </<> оппрого порярко вк.почнтемьно. Функцпона.!, 
определенный но 8,, ։ д՜՛ — нровонннк точко круги к՛ 1).



12 51 Х.И’кган ;роц

/'().՝(/■։ граничные точки об.ыати точений -иного •уункиионн аа 
оиетнв.тют функции вина

/<“" = — -
По- ֊■ 

< I 
: ՛։ 1> 

гРе и. О, '4' ч. 2. — ՛ .՛ 
I I 

чти функции cuKonpa.uctiuifH единичный круг на р-спаме 
трцчные a'j.iacmu, ире<н тан.гяю:цце всю ц.госкость. разрезанную 
не /<՛<■ vr.։/ ио 2р и -t I /учим. iipoomi >ненне которых сойермснт 
начп.ю.

§ 2-

He '>o.-r.ir.iip изменения R доказ.зi . ьстве теоремы 1 позволяют 
установить весьма общую 1?орем\. относящуюся к интегральным 

средним в класса Л՜,....
Введем интеграл

/ - | у |Հ<ս՚). . ., / ’ ire). / " (ճ՚ւ I </ծՀ (2 > I

*
раснростраиенн1.111 лпГ'|> ih> кусачв՝» .:.i ;к<«Г։ гусей U". либо по области, 
.'сжаин'г 8 IV п имеющей кусмчио с.п*. iKyin границу. 11р<?.тполо;кям, 
но иодинтсгральная функ'щя лкалсгд иепрсрыкно [Пфференимру ՛■՝•!;. 
как ф\нкция своих 2.՛/ 2 ,аргументов.

i'с о рема 2 К >•<՛>.ккть I) оа։че.чий функционо.гп

I — | У I 1 А< . / < К-1.........../"" ( W . / ' (м? • I и'а

fi
на к.1чс<< у.., граничные точки иносчт Функции

!'■ отличие от теоремы . иесь и- удается оценить каличе* во 
рлзреЗОВ т в зависимости oi и

При нсследовзиии частных задач полезными о казн паю гея <։<■• 
м-1։Гг.риыс вариации подкласса функций, представимых форм) ;ои 
(2.2).

Для получения первой из них изменим на •՝. ар умент . гной 
из точек, являющихся прообразами точки - =- х При этом мы по
лучим новую функции*



Внрнациинниг j.i.hiuii для зьез.юобрачлых օ՚ւполистных фунхций ];$

fin ֊ ■ . ■

/>֊-1
отображающую U” на плоско ть с прямолинейными разрезами, на
правления которых говне".ают с направлениями ^-осивсгствующих ւ ра- 
ничиых iy чей для / ;с .

Разложение функции по степеням '■ имеет пн..

,, — il>\lfl
= ЙК‘| е Հ՝ «ЦП. " * / 2.3

/ 1 (• '■ -/

Подчеркнем, чю ՛ - ‘՜՜ может иметь любой зилч. а ՛է՛.— арг\-
Р

мент любой фиксированной точки, иерсни -имой фу акцией / » бес
конечность.

Другую вариацию мы но ՝. шм в пре тпнложенпп, но ибдчел, 
/(IF) ограничена ко Мены։:՛.՛.՛. м<:ч лу.мя группами л\ н-п. кг.жтая 
из которых состоят на лучей. .: рсходяпщх друг в .лиа ".ри враще- 

•)-
нни 7՜ I'iV ւ но кру г и :ւ ւ ал. ւ на \Гол. кратный I loai-p. пн ■ из .p'.ii'i

Р
лучей на малый угол • в яолО/кительном или птриц:иелы10м нинрин 
ленян. в, если нужно, выполнив Hpvoonii юнанлр но.юбпя. .мы при ?. м 
к облас!и. ян. якчцен.я сот ч.юм кругл Ա՜ 1г՝ч отображении фус : ?."й

входящей в класс ծՐ. Здесь 'в и 9.՛. аргументы двух соседних ти
ЧСК на <1Кр\ ЖПО. 1 И ձ' 1, ЯИЛЯКНиИ-ЧСЯ l.pocs'tp.i ։,:М Я бег;<(HC'IBCH֊ | И.

Ограничиваясь в разложении малыми первого i;op։i на 
Հ, мы получим искомую илрилцню

01 НОСИ1Г..ЫЮ

f I (Г) =/(:?: •՝/(;.՛՛։ и; 1

I

11 |Հ :2.4<

i (ахождени ■ области >) зп.-.чени.. того или пно՛. ■։ функциончл։! / 
вида (.1.2) на классе сводится, в силу теоремы •. к отысканию 

минимального значения функции /- /п. /,■ i-Ն щ .՛' полечптынаегся 
для функции ւ2.2). 11рининщ|ллыю задача сведена нахождению мт.- 



нимумя функции с конечным числом г ри мен них и. с лтз iv.ilho, 
!>ни может быть ’i.C'ieiia чДСМеНтарными МсТО ’.ЯМИ. ЧоЁС.Т: ине иы- 
чнслсння до получения уравнении грпнниы o6.iji.<:m I) сия кто с ана
литическими >р\ шосп1 '.ил гихническо!и !'0|)я/1кп обычными . ..я задач 
0՜ -КС| ri'MJ V.- функций MHOiHX переменных. I '.-i-'Cili ним, что ВЫ- 
iio.iHHi . hvoo.xo вычисления rneiy i ли нь ин ы. koi ia ценность 
рез\л։.rain оправдывает необходимые для его получения усилия. Мы 
рас. moi рим иссь :.?и простых ..а ычи нретсгавляпяцих փ.՚:օ .орый 
СИМЛСПЖ ;г,1|.111.15: Illi I СрСС

Оцет =л> лЬ ւ|՚ и ни е hi о п для класс# V. Найдем

iiui.x л . для функции /гк’1 к՛ 4 <.'о. к՛1'* ' класса \. Дос га- 
/.՛ I

|>ЧН1». 1Խ iCOpCMV 1. оцеиии. ։| 1.1Я функций, при iCIbBHVIJX 
формулой

I (кЧ ֊-------------- Ճ
н //Պ "l Z
III - С К* I 
I I

1Խր ։•: м фупкпик.

/•гл ֊
т
И 1
I I

I
Иг 

'■""'-и'’

ro.loMi: p.jIliV Ki h KO) I i

<>чевпдно.

"*.՛• I

I h (o 2) c.iviyer. 'но

I.

k 1. 
/?!

/•’ Л f,).

132)

(3.3l

(3.4)

где

: Ipo тф ի •;|с11ДН1м>на :՚/1'. ւ. ւա՛ 3.4

1 
i;/4z

A’ - 1 раз и mi мети в. 4 11'

ձ I

ио . у чим



Вариационные зн.ы՛ .. :.Ն-! 4i'.v ■ i.-ыл U 1"ս.'1՚.հ' lUrfix фуНКЦИЙ 15

Отсюда

(0) 1 v V 1 ֊ х
№ I: р '7‘ I 'I ՛</ aj — wj 3:5

Предположим, что при 1 п £ 1

2 1.2 /71(2 ք 2/>1-|2 (W 'и/>|
է I —sr--------- —՜ -------  — — I I

fl \pn 4
I 3 b 1

I la основании ItVpSIBi-HC !!.. 3.5 суммируя бинормальные HO'-i<|l-
фии.иенты, имеем.

•) A' I ֊• .}
4ltfl !>--֊. ՜ V I If' Л - 

kP Го M P
(

Таким образом. пре ИЮЛОЖИВ, ЧТ1 ՛ il ри ? <11рлв‘.'1.|ива
оценка (3.6), мы док.т.шли ci и ия » k.

'1.1Я коэффициентов. aK,. a- (VyUKlifli/

k

3

..V/.՛

епраи/еОливч точная оценка

•>

՚ <••</> I 11*
A-.’

_____ 1
-2

՝ P

(3.7) 
k \

9

Равенство реа.ш,;ует< я a.in тункции

Область /> значений функционала и a

классе S.-,. Из «еоремы I следует, чю граничные 'функции .ля 
рассматриваемого функционала со шржатся ՛՛ семейств1

<ւէ 1x^ = 2, р _■ II.

Эти функции ВНОСЯI н /J точки

(3.8;
I J



Н А \лск.сандр4)о

Впс;:ол1.ювани;»1<ь гм. то шг. нация граничной функции может 
быть чццнгзнп ։> hl при произвольном 'наченни параметра ?>
из нераПет гни /,. ֊ / -1,-1. получаем

। r.\ — f , 7 :ug(/; /,) Отсюда. пиложпй О i шуте,, — հ, и
Г. имеем

МПП ֊p-.J-r

и 1И

/>?- — ։֊- arc sin ir^sln al.
(3.10

I Iii.ici.ibiih шипения »3.?l а формулу (З.В . ми получим тики 
I I (•*>, ՛է •։.. pf. 2| области /> счл-шь заполиякииис некоторый

<н резок. Гак как h՝< 1 0 при и |Ղ 21, in наименьшее ■нт-
г/и

•ieilH-.- / |" 1 / получаем, кот »а ~ 0.
Итак. .Հ՚ււ-. ՛ >. н<>. что гпчничн'.г точки сб.:,։< гни 11 значений 

ал՝нкцт>но.}и /-1пГ‘к' на к.ьисе 5. oupech .wmeu <гн>р uy.iuti

/ ՜ In 11 -՛ V'h (3 Hi)
P

гие

arc sin ♦ :<•< ՛՛ sin xi. (3.11)

/ piiHii'iHM'.iti; ir ин 'Ui.ian mi ч

/dp

iifr՝iiil :c "՝in։> paruicfl. 3.131

В частости при ,• получим точимо оценку

;наГ1 ՚ ՜ темп 13,1-1)
ст р

Формулы 3 11.) и (1.11» n ip ■ յ •.’!|кц одноиременно и область 
1.1.1 ICIIHI1 ի\ ււՀ!;յւօււ1..՜..ւ '11Հ а I на ...пи се S’ ||ункций « (ai'l pci v.'hip՝ 
ныл о uio.nicriijjx к круге U ’тображаютих нот круг на выпуклые 
oo.iii «и. обл.мающие п-краո՚ւււ iimmviрией ирашеи'ля.



B.ipuamioiiHKt заз.'чм .лч <ве5Г.сойр.мпых <• .ми.шсгнн։ функций

Область I) значений фу и к дни налз

•классе SJ. Для решения вопроса о граничных 
достаточно исследовал. семейство функций

точках

17

на

области /)

13 1-՜՛)

при I т

Предположим что 
//1 = 4. Тогда, применив

1.1 Я

, рI • Г ЕГ »

Р 
граничной |'ункпии /н.’>

на рил пню >) при каждом А- 1
3 и..и 

k т,
т

ми причем к услошии

*'*>» г.
л •= е ", a =nrg (/у /.֊I.

из которою следует, что

'/Ч*
.V-------^Ле . 3.16

լ 1 ZVf

Здесь ~է = Ն i arg u. Решая уравнение ւՅ.16). получаем для

-Ф?е 
թ при 1 k tn, т 3. 4 лишь два значения

֊;гь г’ V 
е 

J хг?

Следовательно, при яг —3 или w 4 Функция (3.16 не является гра 
яичной.

Если т — I или т - Ճ, то функнии |3-15) вносят в I) точки

И• полученной формулы нспосре.тсгиснно ни ню. чю при 
О р 2 значения / заполняют диаметр круга с центром и точке 

IN- г-7'
н pa.iHvcoM • Этот крег и является ооллстью зипче-

Ь֊г^' 1г'1
mift функшюналв. Чля граничных функций т I.

2 1||<МкЧи« Ml <*(>«< Фи։ ыи ид», v |



18 Л V Александром

Областью значений функционала /=֊?/<,ч-<.՛ классе 
/(«'о)

1 I ;г(> ՛՛ 2 և
л пешем круг < центром л՝ точке и радиусом р .

1 — [ ։”'(> 'Р 1 iC'o
I раничными (ЙуНКЦП я чп КИЛ НЮШ/՝ н

/lw)՞ (1-е

гае

Легко установить, в частное։и. чт

arg ''Հ' :Հ'- are sin (3.17)

/(«՛,> •e՜'
Отметим также как следствие рассмотренной задачи, ч.о значения 

функ uioiia.ia ■'”■՝- —— на k.uic'O ձՀ образуют замкнутый круг с 
.Հ (‘М

пенсом в .очке -՜'“Ս , - и pa uivcom “ . -
l—iiti I &'e

Гомгкип riic.y ырг։iieinn.nl \ни»црситст Посгупилл !•’• 1
и ՝i. B. li. !<■. n6i.iii!ei։j

I-. ll.|l.

Վ-ԱՐՒԱՑՒՈՆ ԻՆԴՒՐՆեՐ ԱՍՏՊԱՋեՎ. ՇՐՋԱՆՈՒՄ ՄՒԱՔեՐՌ 
ՖՈհՆԿՑԽԱՆեՐԻ ՃԱՄԱՐ

II. 1Г Փ II Փ П I' Ս՛

Մ իտվոր շրջտնր ոկէք րն ու կե տ /; նկաամ ւոմ fl ի • ч ft tf ե in ft /՛՛ կ ш и ttt if" ձե 
lfc/ՆԼ րքւ ա (rnii‘i4/4iiri/fl> րո rj tfքէէււքժ !• }• քժ Ո lllflll ք fU! ft ք ՝ ՜Հ'՝ >J> ՛է քնէէքէք ptn •

ների էքաոի ‘Ifim ւք.իէ141ւր1ր1>է1.ւ1 Լ < J .1! ) աիսքի !իոէն!(էք իոն tn ք ։ II. ffttut ա ո t /d րււ՚Կ 
•է'եջ ա ujitt է)ու ւքէիսծ Լ, է/ր ե tf ftttt ւի՚ււ կեէոերքւ 1ի էէէնկրյի ոնսւքի •" ր՚1 ե րնե րի I) >ոի- 
րուվւէի մեզ մտցնում են ‘ի ունկցիւս'հեր . որոն քէ միավոր չրքանր արւոուպւԱտ֊ 
կերում են սւմրողՀ 'աքրի/ոլիք (Ոէնր ttf էսվեքի pin'll ՛ձի fl I) Лм/ tt tn if ttt լքմ - 
՛հերով կւորտէոեքու tf ttniuttfiptiA р-ոիմեւորիկ in ի րո t քթնե ր ft վրա, րնդ էէրու t! 
"՚1՚1 ^Հ,,,ո ա 4սէ ւք^նե րի շարոէնակո ւ թ րէէնքէ որււ րանակ/it մ է "ի՛! ք’նակե ա ր: 1.1 աի֊ 
րուքթի ե/քրի որոքու մր 'ոոնրք ե էքվ nt il Լ tf ի ք>անի էի որի ո քոակոՀհնե ր ի !իոէնկ~ 
ւքիոէքի Լ յւոտրեմո t մ ի ու ոա ւ^ւրոււիրտ fJ ftn'lift;

Hտա tft/ rrzrl հ՛հ րնէքձանոէր ո ft ակւււկոէ՚հ ։ո րւք քուն րնե ր՝ ք 2. I > /Uti'hin Л/< ntf 
նե րկա to՛i/վ nt •} ինւոե tf ր աք միջինների -Համար:
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