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К теории неустановившегося движения реальной 
сжимаемой жидкости в длинных трубопроводах

Исследования одномерных нестационарных изотермических дви­
жений вязкого газа в трубопроводах постоянного сечении при соот­
ветствующих условиях однозначности1 сводятся к решению следую­
щей системы уравнений |1|:

ураннсиня двнжеиия

уравнения неразрывности

Иг 1+^=° <շ)
at дх

'П уравнения состояния

Р ^gR T (7՝—const), (3)

где ր —среднее по сечению трубы давление газа, 
р—средняя но сечению трубы плотность газа, 
■V средняя по сечению трубы скорость газа, 
л:—направление осн трубы.
л — коэффициент сопротивления.

D — диаметр трубы,
R — газовая постоянная,
7'-абсолютная температура газа, 

। g - ускорение свободного падения.
Система уравнений (1). (2), (3) относительно искомых величин 

р>х, Г), р(л՜, /). и(л՛, է՝ является замкнутой, однако разрешение се 
в представленном виде, хотя бы приближенно, для краевых условий 
сопряжено с большими трудностями.

Если предположить, что трубопровод достаточно длинный (чему 
могут соответствовать современные магистральные газопроводы, в ко­
торых силы вязкости намного больше сил инерции |2, 3|), то в урав-

* О граничных н начальных условиях см. ниже
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нении (Г) инерционные члены ‘ и г» — можно отбросить. Тогда си­
гу/ (Jx

стема (1), (2). (3) после исключения р и перехода к безразмерным 
независимым переменным примет вид

dp t.L
дС 2DgR'i- pv" - 0,

др t*_ d\pv\  0 
/. а;

(4}

где : = х/£; ~ =
I. - длина трубопровода.
է' — постоянная с размерностью времени

Первое уравнение системы (4) умножив на р и обозначив рг=ц, 
получим

'? (4'Я
Мд * '2^0 
(Ъ ՚ Լ ծ-

Так как в магистральных газопроводах газ движется в зоне 
постоянства сопротивления автомодельная зона], то /.—const |4].

Из второго уравнения системы (4') видно. ч։о существует такая 
функция -). уы которой имеют место следующие соотношения

аи?.2) J

dz /* от

Подставив значения />(:, ՜) и </(;, ") из (5) в первое уравнение 
՝/£•*

системы (4') в выбрав /* = I պյ<քր>յ-' получим нелинейное диффе­

ренциальное уравнение параболического типа

(7; Ժր \(Ւ.) (6)

Составим условия однозначности.
Движение газа то некоторого начального момента времени т<0 

будем предполагать заданным. В связи с этим может возникнуть 
множество начальных условий, различных по своему характеру и со­
ответствующих определенным нестационарным задачам. Ограничимся 
общим случаем и запишем следующие начальные условия при т = 0

Р (;. 0) =/?„(•): «/(;,0) = ?в(;). (7)Ч

Например, если предположить, что до момента t — 0 движение 
было стационарным, го. как легко видеть из системы (-Г), начальными 
условиями будут

</(;. 0 — const: /?(:, 0) const-; const.



К Tvt֊j>.:w пеустаноинншсгося движения реальной сжимаемой жидкости 141

Конечно, н 7Չ(;) не .могут быть независимы друг о։ друга, 
они должны удовлетворять системе ( Г) При определении начального 
условия для функции й(=, т) цёлёсообразпо обратиться к первому 

■соотношению (5 . ибо оно не содержит производной по ՜. Отметим, 
что функцию •!>:;, -) можно определять г точностью до произвольной 
достоянной.

На обоих концах трубопровода : 0и:=1 при ՜^>0 в общем 
случае могут быть заданы р или у в функции от нремеин. г. ՛-.

при ; 0 (начало трубопровода)

7 = [или р (В)

при с I (конец трубопровода)

7 ==• 7շ(Հ) |плп Р -- Р> .՜)|- 19)

Заметим, что для определения граничных значений Функции ՛>(:,-) 
необходимо обратиться ко второму соотношению (.5).

Поясним физическую сущность условий (<), (8), (9).
Если через Q обозначим весовой расход газа через поперечное 

сечение s трубопровода; ю

Q ■֊ W՛։’-

Воспользовавшись уравнением (3) п обозначением </=/>;՛. можем 
■ записать

? —c-Q'(c RTfs const;. (10)

Следовательно, представленные условия однозначное։и выра­
жают собой задание давления или весового расхода газа как в на­
чальный момент по всей длине трубопровода, гак и в последующие 
моменты времени на его концах.

Таким образом, исследования нестационарных движений сжи­
маемой жидкости в длинных трубопроводах сводятся к решению не­
линейного дифференциального уравнения |6) с краевыми условиями 
•Т), 1.8), (9) при наличии соотношений (о).

По-видимом у, в таком общем аспекте внутреннюю шдачу. хОгя 
бы приближенно, разрешить невозможно. Однако, для некоторых 
частных случаев условии однозначности, уравнение (6։ можно свести 
к бесконечной системе обыкновенных линейных дифференциальных 

. уравнений второго порядка.
Рассмотрим следующую задачу.
Пусть до некоторого начального момента времени : 0 в га­

зопроводе находился газ под давлением pQ — const Следовательно, 
весовой расход газа Q, а с ним и д при т 0 равны нулю. Предпо­
ложим, чти после момента т = 0 на обоих концах газопровода рас­
ходы газа, будучи нулями, стали заданными непрерывными и беско­
нечно раз дифференцируемыми в точке т 0 функциями <ձ(”) и 
Qi(’). причем
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Qi (О =Q2(O) " 11)

Требуется определять р(1. - и Q(c, г)
Условия однозначности для функции փ(:. հ) будут

^1 х)
1

■ Տ«<5) о. 12
(А - о (Л |-~и /♦

ԺՕ (Լ -
= ֊ ^Qi(-). 

Е 0
il3)

(Ւ.

ժձ(;. •'
wQJ •). 

1
114)

д- £-
cL где т— - 
/*

Разложив Q։(") и QJ”) в точке հ = () в ряд Тейлора, получим

Q։ - -1 ֊ օ:Հ 4֊ a.j-2 4----- 4- ап-п֊\------ , (15)

Q2(-) = + (16)
где

1 d’Q.N, . . 2<Г(?5(г)
" л! Л’՜ I ; ’ Ո1՜ d-!‘ :Հ

(Согласно условиям ill՛ свободные член։, разложении (15) и 116) 
равны нулю].

Решение уравнения (6) для значений ֊<1 ( соответственно

пеням -

будем искать в виде бесконечного ряда по сте­

Т(С *) v,>(4 I у։^^ + уг|С)^---֊ту„С)т- I-.-., (17г

где у/,5) (*=0. !• 2....... функции, подлежащие определению.
Согласно соотношениям (12)—(16) для у. ՚;ւ будем иметь условия

Уо(<) /?0 = cons! (у;(5) 0), • 18

Vi(5)^0, (191

Հ(0) - т at-t (i-2t 3,...), 
1

(20)՛

У,(1) - -п‘ ь.., а շ. з....). (21)

Подставив значение •)(;, т) из (17) в уравнение (6). приравняв 
функциональные коэффициенты при одинаковых степенях - и вос­
пользовавшись условиями (18), (19). получим следующую бесконеч­
ную систем} обыкновенных линейных (за исключением первого) диф­
ференциальных уравнений второго порядка



К теории иеустаиовнйшегосл ..низания реальной сжимаемой жидкости 143

РоУ; + 4Уа °* (О

РоУ՛. -t- !2у;у3 = 0.

РоУ'{ 16ад 4֊ (9у- • у>Հ. ֊0,

ад • 20усу5 (24у3у, -у.; у;- ?;>՛.;■ ֊о,

. . ■ . ".

ЙЛ + 4лу,у. +/.1Л........Z. г .՝<■ Հ Г -Հ. ■ • У՛., .»-0.

где yj(;), уд=) — производные от функций у (;) по ;•
Получение точного решения написанной системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений не представляется возможным, ибо. 
как видно из (I), функция у2 - , входящая в упомянутые уравнения, 
есть эллиптическая функция Вейерштрасса թ(=). Систему (22) проще 
всего решить численными методами |в основном-методо.м последова­
тельных приближений, при условии, чтобы нулевые приближения, 
являющиеся линейными функциями удовлетворяли условиям одно­
значности 1,20 . (21). а остальные —на границах были нулями), что 
не представляет особого труда.

Однако для некоторых частных случаев поставленной задачи 
при дополнительных условиях для функций (“) и Q2(t) систему 
дифференциальных уравнений 22) можно разрешить в элементарных 
функциях (даже полиномами).

Покажем, что если заданные функции Q։(') и Q2("i удовлетво­
ряют условиям

(՜) I Ժ(յշ(~) _ 0 (23)
д“ |ր«օ |է О

то
У-. (;}=(). (24)

Из второго соотношения (5) и выражений (10) и (17) легко ви­
деть, что условия (23) эквивалентны условиям

Уշ (°) = Уշ (0 = 0. (25)

Прежде всего докажем, что при соблюдении условий 23. имеет 
место следующее равенство

“) . (26 -
<K(h i 0. :.О 0հ()- . ..I.- о

или что то же —
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dz -:>o dz = ։

Действительно. если в уравнении (I) системы (22) за независи­
мую переменную принять у2. а за функцию ее первую произвол 
ную, которую обозначим через z. то уравнение (1] запишется так

/V ■֊ Ն'5 = °-
dy»

Разреши» его относительно г, получим

z — ~ * '՛ * |/ const —— у:] ($} •
dz Г ՅրՀ ‘

откуда видно, что при условиях (25) Ч1О то же - (23) | выполняется 
равенство (27 |или (26) |.

Наконец, покажем, чю из равенстоя (26) вытекает тождество (24). 
Первое, уравнение системы (4') разрешив относительно рг (5, ') мо­
жем написать

р՞- T)=-wk<;՛ и (28)

Уравнение (28) два раза дифференцируя по т н точке т = Он 
принимая во внимание условия (12 и второе уравнение системы (4'). 
получим

п ՛՛ У _ _ /Л ГМ у՛ &
° <>-.֊ “ DgRT J\rK Հ о ’ Լ ()ԷհՒ.

-ио ■

Аналогично можно написать

՜) ձ£֊ _ \(д<1 Հ (i՝-_ <^<1^ т) , (3Q)
от- DgRT .1' .<>• Ло' I- dzdz

•О I ; 1. ■ -О

Вычитывая из (29) уравнение (30) и имея в виду (26), оконча­
тельно получим

յր՚«
о

dz = 0. 
о.

Но вниду того, что подинтегральное выражение всегда положи­
тельно. пол ученное гожтество имеет место лишь при

ջ0.
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млн. что то же —
У։(:)=-0.

что и докязыв нт наше утверждение.
Отметим, что тождество (24) существенно меняет облик диф<Ье- 

лнцпальных уравнении системы (22), позволяя их решения у,(£) 
!,••• получить квадратурами.
Таким образом, если предположить, что в разложениях (15) 

к (16)
I а, „ =0. ծ,= ^Ջ։-մ1ք =0. (31)

</•։ h-о d-. . {««о

то у,(£) определятся из системы (22) следующим образом

[ հ(:) = -| Հօկ.... у,-»: Հ.......... у; у;,..., հ ,)</< +

4ЛД + &. (32)

где At и Rt ■ постоянные, подлежащие определению из условий одно­
значности (20) и (21).

Так например, простые выкладки с учетом 20). (21) и (31) дают 
следующие значения для у

уд(;)=.4։; Ь3,
ձ

У«Ю = 77=’-^4֊^ *4֊-4,14^. 
4Д.^

у5|^7^(Д^в,г + Jrk н 
2.4,дГ

. зиа - ДА? ;л 
АзЙ

9ад;:

, т / 1 I и т.1, = —- (о,— bj, В3 = -— -- а2.
• J м

А т / > . ,П'^
Л =• - (ва —ծ.) ——

4 1~Ро(«1 -֊I':'՜

т
—а
4

ПГ(1>
12р0(а.- М’

Вх =

Заметим, что если вместо аналитических выражений Q, (т) и 
Հ)-ի) буду) дины их графики, ։о п этом случае проще всего их ап­
проксимировать многочленом какой-либо степени (в зависимости от 
степени точности расчетов) без свободного члена или даже без члена, 
|(1 Hwcnia АН серин фИя.-«нг. пн>» >
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содержащего ՜ [начальные условия (18) и (19: должны быть удов­
летворены |.

Напомним, что рассматриваемый метод допускает решение в 
виде ряда (17) лишь для значений

1 —•I WgRT

Например, для газопровода

L = 3.10s м. 
0 = 0,5 -•/.
g ~ 9,8 At/сек'՞,

с данными

7* — 280 граи.,
/? = 29.3 .и град (воздух), 
к- 0.03

предельное значение для времени / равно 27.5 час, что в болыпинствс- 
случзев вполне может удовлетворить практическое применение дан­
ного метод 1.

Однако, при некоторых других условиях однозначности; такого 
ограничения для է можно избежать

Решим теперь другую задачу.
Пусть до момента времени ՜-0 в газопроводе находился газ- 

под давлением /Հ, const Следовательно, начальные условия (12) в 
данном случае остаются в силе.

Предположим, что после момента т = 0 в начале газопровода 
(Е=0) расход и давление газа стали заданными непрерывными и 
ограниченными вместе со своими первыми цюизводными тля ՜ : О* 
функциями соответственно Q(0, ֊) и p((J, ֊), для которых сделаем 
одно ограничение: пусть они будут функциями квадрата своего ар­
гумента. т. е.

Q(0. = ^): /40. ֊I с2'П-2>, • ՅՅՆ
причем

где ճյ и с-— некоторые отличные <н нуля, определенные постоянные. 
Условиями однозначности для рассматриваемой задачи будут

С-
=а.:

и
■ ֊

(Г.
‘7° *1 341

= ֊ тс.֊/ (֊Ղ 
li-0

(35)

0֊ ; II
(36)

Решение уравнения (6) при условиях (34), (35) и (36) 
будем искать в виде бесконечного ряда по степеням Լ т. е.

■т.5, --) 7оЬ: -Ճ

теперь
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►льзуясь условиями (35) и (36). получим первые два члена ряда 37

= ֊ '«GV (0; ?1 (") = Դ՚ւ՞ «-Դ (38)

где «ց.(Հ производная от функции фо(т) по т.
Подставляя значение ՛}»(;. х) из (37) в уравнение (6) и прирав­

нивая функциональные коэффициенты при одинаковых степенях Լ 
получим бесконечную систему алгебраических уравнений относительно
<?.(֊) (>շ, з.-- )

շօ?1?.փ32?1?։ • 18?֊ = -2(?;հՀ4-?;?;).

откуда при наличии соотношений (3) очень легко определятся ис­
комые функции 'Հ(է) ■ շ. 3.- 

՜ 2cJI-bs)

4(-gtg-.g _ (շչլ .
6 4 I 6Հ.4 -* (֊»■)

Յ/ոՂքր/-' ••) I 4w,x:/ | ֊=։ ‘Г (֊.'■) /w ’r’x1/’ (v 
, ч ՛ i бскз (-л

где штрихами обозначены производные oi функций ио х.
Легко видеть, что т) /=2, з,...) также являются функциями 

квадрата своего аргумента. Следовательно, начальные условии (34) 
уже удовлетворяются.

Заметим, что граничные условия (35) и (36; являются нисколько 
своеобразными (наподобие обратной задачи), ибо на практике в на­
чале газопровода невозможно произвольным образом регулировать 
сразу расход и давление. Одни из последних должен быть задан в 
конце газопровода, а в начале уже получится искомая функция дав­
ления (или расхода).

Однако, в некоторых случаях практики создается необходимость 
в получении в начале газопровода нужного давления (пли расхода), 
для чего данный метод может найти применение.
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В заключение следует отметить, что рассмотренными случаями 
нс- исчерпываются .методы решений полученного нами уравнения (6) 
с условиями однозначности 7J, (8) и (9). Наоборот, может воз­
никнуть множество решений (как приближенных |5|, гак и точных) 
различных нестационарных задач движения реального газа в длинных 
трубопроводах, чго является предметом специального исследования.

IbtCJi'.ivr млle.M.iTiiKii и механики 
АН Армянской ССР Поступила 25X1 i960
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ՈՋ ZUUSUMinr ՇԱՐԺՄԱՆ ՏեՍՈՒՔՅԱՆ ՇՈՒՐՋԸ

Ա 1Г Փ II Փ II Ի II*

!*րհ\պ1ա հարսն ի Լ | J I . քոույսէքակներա ։1 մածադքւկ դաղի հհա шишт ւքսւծ 
իդոթերմիկ շարմ 4 ան ա it nt tftinitiիptu fdpn 'h[t հանդա i! Լ I 1), (2 . h (.'if հա- 
фп ntn ptn.'Hi ե [I ft յա ծ J ան ր՝ '.utiliu nt tn tn ու и քո in'll եդրա/ին i<y ա p) անն ե p ft էււոկէՈ֊ 
/Ш թ յա մ fit

ITlit} է,րե՚ոptn.fd րււն ւււնեդոդ fit ո դո tf ակնե րի համար ար/ հաւքասարա մեևрр 

րերէիէլմ են ; If ււիււաեմին. որիդ < ■» j աոնչա.թ Լէոննե րքէ ււդնա fdpud р ttinnitjlfniif 

/ պա ft ա put ական տիպի ,'(1ք հաւքա и tit ptn ւէ՝ ր : II. յդ հաէք ա и ա[ill ահ ե դրա քին պ ա/- 
մանն ՛էրն են՝ 17ք, (Տ) և ( 9)է

1է!քրկա հոդւքած tn.tf (} j հա tf tn tt ա յւմ ան Լա ծա մր ( 12 )ք |' 13 ) ե ( 14) ե դրա քին 
պա pf անների դեպքում րերէիէլմ է I. րկ pit [t>[ կարւլի n titjn [ւսւկւ։ւ՝1ւ t/ծ 11.1^4) դի- 
՛ի!ւ[tl.'iit)իա[ հաւքաււարա ilirlt(tft (22ք անւքերջ սիէէսւեմին։

(Լէէլա [[tit.ijifitt մ կ, ti[i lifdl. դէէ րււիքրւլն ւււհքէ ( 24 ) ա ոն\ա. f! finh ft. ա ւդ ա ( 22 ք 
iifittittlitfft (ուծււլմն и nt ա tjtfut.il՛ է կէքա՚Լ րաաոէ.րան1>րու[է

4.(էէպքէՈէէէք, ներկա հոդւք ածու if tjtnt[ft <հա it nt աա if ած -in [itl tf tn'lt ( If, (2) ե 
/•7) 'tin./աո input 'fiih է՛ր ասաշին անդամ րերւքամ են (fi) հաւքաոարմանր ե /ած՝ 
ւքէո )' մ ft tt ա սնաւքո p դեպբի համար:
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