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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. И. Розовский

Некоторые задачи теории неустановившейся ползучести

Общие физические нелинейные интегральные уравнения теории 
ползучести и релаксации материалов для сложного напряженного 
состояния, построенные IO. II. Работновым [I], II. X. Арутюняном |2| 
м автором |3|. учитывают основные особенности влияния фактора 
времени на напряженно-деформированное состояние тел.

В настоящей статье показано, что путем введения временных 
интегральных операторов можно установить некоторые новые физиче
ские особенности описываемых процессов деформирования,а также по
лучить, при penicillin конкретной задачи, окончательные результаты в 
форме, удобной для качественного и количественного исследования. 
В частности, на этой основе установлена взаимосвязь между времен
ным коэффициентом Пуассона и ядрами ползучести и релаксации, опре
деляемыми по опытным данным на растяжение и кручение образцов, 

ia также проведен анализ упомянутых характеристик материала.
Для облегчения исследования выделены три характерные зоны 

деформирования с четко выраженными физическими особенностями.
Эффективность развитого здесь метола продемонстрирована, для 

конкретности, применительно к задаче о ползучести быстро вращаю
щегося вокруг своей оси длинного пустотелого цилиндра, представ
ляющей значительный интерес для машиностроения.

Исследование проведено тля упомянутых трех зов деформиро- 
| вання.

Полученные результаты могут быть применены без принципиаль
ных изменений при изучении процессов ползучести и релаксации 
многих других осесимметричных тел, по крайней мере в тех случаях, 
когда главные напряжения связаны между собой зависимостью 
типа (3.3).

I. Исходные физические уравнения

В качестве исходных физических уравнений примем 
г

’«-«v- (г.։ ау)<р(г,) -Հ с, I խ (т) - гу(т)1 (-) |<Л. (1.1)
о

7 HiSi'i'.niM АН. серия физ.-млт. наук. № 3
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2'»У = Ն, ?^) j Я (է Мт.,у(-)?к Ա. У, z)j (1.2) 
6

гх 4՜ ֊у 4- г.- = (Հր 4՜ 5յ՚ 4՜ Gs )’ (1 -3)
где

k = ]-շ,'օ
° Е„ 2G0(l-|-v„)’

которые записаны в несколько более общем виде, чем упомянутые 
выше [3|.

Здесь и в дальнейшем chmhoi (л*, у, г) указывает, что остальные 
четыре зависимости получаются круговой перестановкой инд։ ксов.

Фиг. 1.

В уравнениях (1.1)—(1.3) компоненты тензора напряжении <г. •
и тензора деформаций T4J суть функции координат л', у, Հ
и времени /, ^—мгновенный коэффициент Пуассона. Е^֊ мгновенный 
моду. ь нормальной упругости, 6՝0—мгновенный модуль сдвига. з, — 
интенсивность напряжений, г,—интенсивность деформации выражен
ные гы Ильюшину |4| формулами

I г 9____________________________________________________
ъ = — V (сх - 3> )'՜՜ 4֊ (3У ֊ °- )’■ 4֊ (з.- ֊ М2 - 6 Վ, -т V. ч- -Հշ.,

c.-=yj/ (sx-eyjs4֊(ty- е.«։ -f (fi.-s.,)* ! Է ՜Հ

Вид функции ?(е/) определяется поданным эксперимента при 
/ = 0. Она характеризует меру отк. оленин кргкой ՛?>֊ / (г, . где 
Е(<ч ) =- si (е/), от прямой Гука, очвечаюшей уируго-мгнок-ш о . у 
состоянию (см. фиг. 1). Ядро релаксации /? iZ, т; tJ при боль.них 
напряжениях является функцией инт •hchbh.ocih i, Е< гостьей։ о при
нять, что ч ~ ехР )/^^Ь W /г-постоянная Больцман,։, 7՜—абсо
лютная температура. СогласноТуревичу |.5|, Кэ-Тин*.Сую |6| и др.
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можно принять распространяя их результат на пространственный 
случай, что / (с,) где w0—энергия активации, q — постони-

шйнелииейностн. Здесь sign? ՜ signs,, ибо действующее напряжение 
Пуменшает энергию активации. В общем случае R (/. ՜; պ ; характери

зует меру изменения формы кривых, изображенных на фиг- I, с те
чением времени.
| Так как опыты на релаксацию, даже простую, проч екающую при 

Н'И'тбянных деформациях и температуре, труднее осуществи ь. чем 
типы па ползучесть, то ядро релаксации /<(/,-;□,) можно найти 
аналитически как резольвенту ячра ползучести /ЧЛ которое 

^Определяется из опытов на ползучесть, в частности на простую пол- 
зучеегь. протекающую при постоянных напряжениях и тем перату е.

Виллем интегральный оператор
/

/? (о; )С = j /? է, 5; ) ՛; (?) (It.

Q

Тогда уравнения (1.1) и (1.2) примут вид 
i *

ол-ау=|1 /?U)|(=-t~-£v) ?(«,). (1.-1)

■X֊
2'.vy -ի — /^տՀ)]Հր5.փ(տ։). (х. у. г). 11.5)

Из (1.4) и (1 5} следует

֊ Ջ(»,)խ,?(տէ), 16)

оттуда я/|1—/?(«/)) ' = / (с>), где /• (е/) — l.fe,? (а, ), или

■ °.|1 + Л («.>| =/ч-=.). и.?)

*ибо оператор релаксации /?($,) с ядром R է, х; о, > и оператор подзу-
I *

чести /յ(7։) с ядром Р(/,х;с,) связаны между собой зависимо.՛։ыо

4֊ = 1 -»֊
1 ֊ R (з. ) , .

Легко видеть, что соотношение (1.6), рассматриваемое как след- 
г авне уравнений 1.4: н (15|, справедливо по крайней мере в случае, 

когда все компоненты тензора деформаций пропорциональны олному 
I общему параметру, который может зависеть как от координат, i ;К и 

oj времени. Это условие является достаточным, но не псобходимь м. 
| Мгнее жесткие условия рассматривать не будем, ибо в дальнейшем 

они не потребуются.
Анализ кривых, изображенных па фиг. 1, показывает наличие

■ трех зон деформирования с различными физическими особеннос1ями: 
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I) линейности, 2) подобия и 3) полного влияния фактора времени. 
Их физическая характеристика будет указана в последующих пара
графах с соответствующими наименованиями

Разбиение на зоны осуществлено для конкретности на несколько 
увеличенной (с целью удобства дальнейших построений) фотокопии 
фиг. 602 из книги [7| (стр. 789). на которой изображены кривые, по
строенные по опытным Таиным на простую ползучесть стали при 
температуре 454’С. Гам же указан химический состав испытанной 
стали.

Разделение на три зоны выполнено нами по плошддям. зани
маемым семейством кривых, с помощью трех дуг окружностей, с 
радиусами ОЛ, ОН и ОС Такое разбиение целесообразно провести 
на оси деформаций соответственно точкам, относящимся к установив
шемуся состоянию , т.,2, г..., я на оси напряжений к мгновенному 
состоянию о01. օ^շ, о(։3 Toj да, при номографическим подходе к фиг. 1. на 
оси Qi чри г, г01 может быть изображена шкала, отвечающая про
цессу релаксации, а на прямой з, з0։, параллельной оси е/,—шкала, 
отвечающая процессу ползучести На основании таких построении в 
§ 2 будет определено время релаксации в зоне линейное՛и. .

Введение на фиг. 1 координат з,- и обозначает, подобно тому, 
как это принято в теории стационарной пластичности, что исполь
зуемые экспериментальные кривые отвечают также зависимости типа 
(1.7). Тогда, с их помощью можно определить конкретный вид функ
ций ? и Р, а, следовательно, и /?, пригодных для применения в слу
чае пространственного напряженного состояния

В заключение заметим, чго хотя в каждой последующей зоне 
(как это видно из фиг. 1) содержится предыдущая, однако нецеле
сообразно ограничиться исследованием процессов деформирования 
только в третьей (наибольшей) зоне с тем, чтобы особенности про
цессов в первых двух зонах получить как частные случаи результа
тов исследования в третьей зоне, ибо при этом нс будут обнаружены 
некоторые замечательные особенности, характерные только для про
цессов деформирования в первой и второй зонах в от тельности. 
Принятая здесь классификация процессов деформирования целесооб
разна всегда. В зависимости от конкретных условий, любую из ука
занных зон можно принять за основную и, ограничиваясь ею, рас
сматривать только в ней соответствующие прикладные задачи.

§ 2. Зона линейности

1. Зова линейности на фиг. 1 сравнительно невелика. Вообще 
говоря, в других случаях она может быть значительной.

В этой зоне участки кривых семейства, исходящего из начала 
координат, практически нс отличаются от прямых Гука для различ
ных фиксированных моментов времени.
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В зоне линейности &•£,) - 2(7О = const и оператор /?(©,)== R. 
mpo которого Я(/, т) не зависит от а,, Поэтому уравнения (1.4) и 

11.5' линеаризируются. Присоединяя к ним зависимость !1.31 и вводя
Ьыерзгор G = ('i0(\ — R , получим

I .«л — Oy = 2(j (гл — гу , -Vv = (.V, у. •■) (2.1)

2.V "Н zy 4՜ £г -- ( "л *7 5у ՜ '֊ )■

Зависимости (2.1) представляют собою модифицированные линек- 
.ш.е интегральные уравнения Вольтерра |8| наследственной упругости, 
записанные в интегрально-операторной форме, для случая чисто 
упругой деформации объемного сжатия.

— *
I Оператор, обратный (/. выражается через оператор ползучести

G~J = б’о '(I ֊ R) 1 = бо։ (1 4- А. (2.2)

։
ЯдрО P(t. т) оператора Р и ядро Л (Г, т) оператора R опреле- 

цея из опытов на кручение образцов, первое—по кривой ползу- 
П1, второе—по кривой релаксации.
Математически ядро />|/, ՜ есть резольвента ядра R(f, հ).

I Введем также оператор нормальной наследственной упругости

■f„(l —/?) и операторный коэффициент Пуассона v.
I -֊И^ — *հ Оператор, обратныйвыражается мере ։ оператор ползучести /\

£ ՛=-£•.,'(I - 7՛ (I-I /*,). (2-3»

х- -я
Լ Ядра Р։(/.-) и /?](/. -) операторов /Հ в /?։ определяются из 

опытов ня растяжение или чистый изгиб образцов, первое по кривой 
•.'роллу чести. второе по кривой релаксации

IВ рассматриваемой зоне имеет место принцип Вольтерра |14|, 
позволяющий принципиально решить любую линейную задачу с уче
ши наследственности (ползучести и релаксации), если известно ее 
решение для упруго-мгновенного случая. Для этого формально до
статочно упругие постоянные Ci и ն входящие в упруго мгно֊ 
вепйое решение соответствующей задачи, заменить операторами /:, G 
н Основная трудность состоит it расшифровке появляющихся при 
ном функций операторов /F, 6՝ и >. Единого метода такой расшиф
ровки пока не существует. Отдельные задачи решены Рабогновым |14| 
к Автором |9].

Заметим, что расшифровка сложных операторов должна быть 
пройдена не формально, а применительно к конкретным опытным 
данным. Поэтому нужно выразить оператор ՛' через ядра релаксации 
и ишзучести, а также установить меж в последними взаимосвязь 
зля неоднотипных опытных данных
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|
.у։, 'К*

В зоне линейности ք«ր) 2G0<= const и оператор /<(а,) = /?։ 
рлро которого /?(/.:) нс зависит от . Поэтому уравнения (1.4) и 
1(1.5) линеаризируются. Присоединяя к ним зависимость 5 1.31 и вводя 
Ьйерзтор (} = (յԾ(\ — R, получим

I Sr — $y = 2G (sA - sv . -vv^-G'i։y. (.v.V.?). (2.1)

s.v -|- £y "1՜ — քհ) (՜-է 4- 3V -r Ն )-

Зависимости (2.1) представляют собою модифицированные линей
ные интегральные уравнения Вольтсрра |8| наследственной упругости, 

•змнеанные в интегрально-операторной форме, для случая чисто 
тругой деформации объемного сжатия

1,'Оператор. обратный ('։. выражается через оператор ползучести

G"։=G՝fl '(I - 4) 1 =60’ (1 ~ /*). (2.2)

|г-Ядро P(t-c) оператора Р и ядро R (/,-) оператора R опредо- 
рпотся из опытов на кручение образцов, первое -по кривой ползу
чести, второе—по кривой релаксации.

Математически ядро P\t, -. есть резольвента ядра R(t, հ).
Введем также оператор нормальной паклетственмой упругости 

р'-^’оО ՜ Я) н операторный коэффициент Пуассона v.

Оператор, обратный F., выражается вере ՛ оператор ползучести !\
1 I 'X < » X՜f ' —/Г„ (1 — А“) ՜ =/Гй (I -I /',). (2.3)

«д. -К*
j Ядра и /?։(Лт) операторов /\ и Rt определяются из

опытов на растяжение или чистый изгиб образцов, первое но кривой 
ползучести. второе- по кривой релаксации

ք В рассматриваемой зоне имеет место принцип Вольтерра |14|, 
позволяющий принципиально решить любую линейную задачу с уче
том наследственное։ и (ползучести и релаксации), если известно ее 
решение для упруго-мгновенного случая. Для этого формально до- 
спиочно упругие постоянные Z:՜. (> и ՚\ входящие в упруго мгно- 
iivnuoe решение соответствующей задачи, заменить операторами /?. 6' 
11 Основная трудность состоит в расшифровке появляющихся при 
?том функций операторов Շ' и >. Единого метода такой расшиф
ровки пека не существует. Отдельные задачи решены Рабогиовым ]14] 
л автором |9).

Заметим, что расшифровка сложных операторов должна быть 
ирон^деца не формально, а применительно к конкретным опытным 
данным. Поэтому нужно выразить оператор > через ядра релаксации 
н ползучести, а также установить между последними взаимосвязь 
•i.’1 неоднотинных опытных данных
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Как уже отмечалось, зависимость (1 3) показывает, что дефор
мация объемного сжатия чисто упругая. Это значит, что сложный։ 
оператор объемного сжатия не зависит от времени, т. е.

(2.4) 
г.

Исходя из (2 4), Работиовым ]11{ получена формула

При воздействии оператора •* на единицу, получим

2\.

Этой формулой следует пользоваться при наличии опыпи 
данных на простую релаксацию, которой отвечаеч охариктгрнзовапн 
выше ядро /Հ’/,Վ

Если располагают опытными данными, связанными с процесс 
простой релаксации, которой отвечает ядро R(t,z), го нужно прим 
нить другую формулу

if (Г. т)гЛ

полученную исходя из того, что

-,= 1 I _ 3___Հւ -____ !_!_'о____
2 Կ : /;/; ) । _ 1п2_'о Д 

(2.8)

где ядро/7(Л т) оператора 7/ представляет собою резольвенту я др 
(I — 2vft) Ջ (Л т>/3.

Пользуясь зависимостью /Г=2(7(1 -}- ‘0 и формулой (2.4). полупи

По де га вив н (2.9ч чыргжгоы ди обратных операторов 1,'G ;i 
1 Е из i2 2) и (2.3), получим

А=------- ------А. (Ш
2(14֊-^

* .*■г е. операторы ползучести lJ при сдвиговой и i\ при. нормйдш1И 
деформации соответственно пропорциональны.
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I Если принять во внимание, что ядра операторов ползучести Р 

выявляются резольвентами соотве. ствуюшпх ядер операторов ре- 
[’яйюции Ли /?։. то благотаря зависимости 2.10} выражения для 

օր՚Հ՝ ;՛ 1 • (2.5) и (2.8) становятся чрезвычайно гибкими. Они мо
гут быть выражены через любую из четырех указанных выше сово- 
.«упностей опытных данных. Этот результат тем более важен, что во 
многих задачах искомые напряжения выражаются только через ко- 
орлппзтные элементы и оператор < Такого рода задача будет рас
смотрена в и. 3.

I й заключение заметим, что. исключив > из (2.5) в (2.8) и учи- 
шязя зависимости (2.21, 2.3 и 1*2.10, легко показать, что свойством, 
усыновленным выше для •/, обладают также остальные два опера
тора Е н (]. Последнее важно при определении перемещений.

2. Для практического применения результатов, полученных в 
П. I. конкретные ядра ползучести и релаксации должны возможно 
точнее отвечать результатам опытов, в частности -быть сингулярными, 

и взаимосвязь их интегральных операторов должна осуществляться с 
помощью простого правила.

Такими свойствами обладает экспоненциальная функция дроб
ного порядка Работнова |14|

-: XI х
«.л (> ֊«»

!(« + ։)(!-«)!
(2.11)

где Г—гамма-функция, տ = է — а и 3—постоянные, причем 
0<»<1.

Ядро (2.11) и ее резольвента принадлежат к одному классу 
фуикшЫ .9,. Это следует из зависимости между интегральными опе
раторами. полученной Работновым 

id и

----ձ---- 1-7.Л( [Й. (2.12) 
1 4- 73. {7. -3)

Из 12.121 видно насколько просто определяется Э-(/֊ В;Х) как 
резольвент ядра Э,(—3; .*>) и наоборот —Э,(—8, х՛, как резольвента ядра 
Э. Հ-ր?-տ).

I Чтобы придать параметрам / и 'յ- определенный физический 
смысл, положим

Где £.—установившийся .модуль нормальной упругости, -։—время 
релаксации, смысл которого будет определен далее.
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Так как мгновенный модуль . то Հ <Հ6.
Случай а = 0 соответствует .стандартному линейному телу* в 

аналитической трактовке Ишлннского 10| н Ржаницына |11|.
Ядра ползучести и релаксации, отвечающие указанной дефор

мации. будут соответственно

р։(5) = /Э, у Յյտհ Ջ։ւտ =-Z3«

Для перехода к ядрам Р 5 и /?(.*). характеризующим сдвиго
вую деформацию, можно б ос пользе ват ья формулой 2.10) с учетом 
(2 2) и (2.3).

Применение ядер класса Э. к задачам с конкретными числовыми 
данными, несмотря на очевидные их преимущества перед другими 
ядрами наследственное ու. нанду медленной сходимости ряда i2.11), 
связано с кропотливыми вычислениями.

Чтобы в какой-то мере устранить этот тефект. предпримем ап 
Лпрокси мл цию оператора Ժ,. позволяющую представить его в замк

нутом пиле с достаточно хорошим приближением. Последнее весьма 
существенно, ибо при решении многих конкретных задач важно рас
полагать не столько функцией .9,. сколько ее интегральным операто
ром Л,, воздействующим на единицу.

Пользуясь определением операции .5» (-Ar) 1. где к параметр, 
получим

3«(-ЛМ ( ays*0
г [?/ է- I)(1 а)|

ds =
Q

V ՜1 ՚

г Г|(//-Ь1) 1 - a'-M|
=1|1 W‘-)|.

A
(2.13)

где (—V( —1)«------- : -------— функция Миттаг-Леффлера [ 12|
“о Г(л-т-и- 1)

порядка и - 1 — 1.
Фигурирующие в (2.13 ряды сходятся равномерно всюду. Функ

ция /?(1( -0 монотонно убывает с ростом ;.
Легко заметить, что при 5 >0

*■ < я, (-;։<֊-֊. (2.14)

Здесь величина безразмерная.
Достаточно хорошей аппроксимацией функции /Հ (—i), как ре- 

зультат уточнения оценки 2 14 будет при приближении сверху 

/:Հ( ;) ^ - ------—.справедливой для 0<Ղ 1; при приближении
J 4- $/| ( — а)
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снизу £Լ(- :) - е . г.:е - I а)1 ", справедливой всюду, но до
статочно точной лишь для с< 10.

Для £>10 лучше пользоваться известной |13] аппроксимацией

■I la)
Как показывают эксперименты ]1|. для различных материалов 

значение безразмерной величины а колеблется вокруг 0,7. Параметры 
X п 3 меняются для различных материалов очень сильно. Их размер
ность Г , где / — время, выбранное в соответствующих единица*.

Если располагать номограммой, построенной .ю типу фиг. I гак, 
что верхнюю и нижнюю крайние кривые можно считать практически 
отвечающими соответственно мгновенному и установившемуся со
стояниям, то по угловым коэффициентам двух прямых, отвечающих r 
зоне линейности упомянутым кривым, легко определить безразмерную 
величину >. = (£0- £=).£0. Определив л, можно найти время релекса- 
ции т,. Для этого достаточно воспользоваться правыми частями соот
ношений (2.12). при воздействии их соответственно на :о։ и з^. с 

*
учетом представления Э, согласно (2.13) при / = в котором сна
чала следует положить А՛ 3 ֊ 1/'։ затем А’ —/՜-Հ F{-.\ ■ 
Тогда первый результат приравняв з,- (■:,). а второй, естественно, М’Л 
получим

Պ(-յ) ==о։{1 -/ |1—£'։_х(- 1)||,
2.15)

-։(tj) = *01 [1 + յ , 11 — £։-•()• - 1)1 ’■.

В формулах (2.15) з,(հ։) и ՀՀ՚նհ выраженные через известные 
величины, представляют собою координаты точки, лежащей на одной 
из кривых упомянутой номограммы, отвечающей моменту времени 
է - հխ ւ е. искомому времени релаксации Если таков кривой на но
мограмме не окажется, то ՜։ может быть найдено путем интерполи
рования по ближайшим двум кривым, между которыми ляжет точка 
с упомянутыми координатами. Разумеете», что i.ih более точного 
определения т։ необходимо» чтобы вертикальная прямая г,= <.„ւ пере
секалась в окрестности точки . Е :см. фиг. 1 с возможно большим 
количеством линий семейства, отвечающих раз. ичным фиксированным 
моментам времени.

При Ей — 1.7-10“ кгсАг и Ех — 1.0-10° кг.:сл(2 (согласно риг. 1 
можно считать момеич времени /=2000»т<? отвечающим, с достаточ
ной степенью точное!и. кривой установившегося состояния), получим 
/. = 0,412. Тогда при а = 0,7 из (2.15), с учетом значений —1) = 
-֊•0.490 и /:’о.з i—0,588) = 0.593, следует, что з, <-։) — 0.80з01 и ;j-p— 
= 1 286го։. Так как 7о։=100() кг саг. 80х ֊ 0,60-10 ". го -з. (т։) 
=800 кг/см*, г- (-J = 0,77-10՜ Точка с этими координатами нахо
дится на кривой, отвечающей моменту времени примерно 2С0 час.
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Таким образом, время релаксации Հ. - 200 чае Разумеется, полу
ченные числовые значения для /. их, имеют лишь иллюстративный 
характер, ибо фиг. 1 не приспособлена для точного определения :։ 
н зоне линейности.

3. Значительный интерес представляет вопрос о напряжениях, 
возникающих в пустотелом цилиндре большой длины в связи с его 
быстрым равномерным вращением вокруг еврей оси. Причем, этот 
цилиндр равномерно нагрет так. что процесс ползучести приобретает 
существенное иачение

Рассмотрим чту задачу в качестве иллюстрации полученных 
выше результатов.

Исходными физическими зависимое гимн здесь будуг служить 
уравнения (2.1), которые в цилиндрических координатах примут вид

£sz= տՀ — v(5U + в.), (г, 0. z), (2.16)

-£0- Х.« А?0М'+ 2.17

По условиям симметрии касательные напряжения отсутствуют- 
Символ (г. О, д) указывает, что остальные две зависимости получаются 
круговой перестановкой индексов

Для конкретности рассмотрим случай, когда вращающийся ци
линдр свободен от внутренних и внешних давлений. Тогда, исходя 
из известного |7]. надлежащим образом представленного нами, упру
гою решения соответствующей задачи, я результате применения 
принципа Вольтерра, получим

радиальное напряжение

2.18

(2.19)

Гели горцы цилиндра свободны, то нормальное напряжение

=»=g(rb-'1>^^-2r։)- (2.20)

Если же концы цилиндра не могут расширяться, то г_-=0. Тогда 
из 2.16) следует, что г. - > (տՀ-|-зД Пользуясь (2.18) и (2.19 
получим

Здесь а—внутренний. Ь—внешний радиусы пустотелого цилиндра, 
j все единицы объема материала. >՛> 1 сек угловая скорость.
;հ гравитационная постоянная, г—полярный радиус-вектор.
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■Подставляя сг, з0 и з. из (2.18) (2.21) в (2.16|, получим соот- 
■ктмвующие нм деформации տ4 и г-.

[ Из (2 18)—(2 21) видно. что для фактического определения на- 
.'цркксннн достаточно располагать результатами расшифровки двух 
произведений v. 1 и (1-4՜’ . |.

I лВыр'а^кенпя. для >•! даны формулами. (2.G1 и (2.8). соответ- 
са\ жим и двум грцйм опытных данных. Остается найти (I — >)՜’-1 .

Исходя ИЗ (2.6), получим

* 1 м ^1-НоД

1-V֊7i>£ 1 —7о
,,(2.22)

1

Iгде Нх t, резольвента ядра /?, (/, ?), -|(1 = (1 - 2հ>) 2(1 — \,)
[ Другое выражение для (1 *>՜’«1 можно получить, исходя из

(2 л։) Будем иметь

Ю\ , _ 1 1 „ I = 1 + I 1
1 ~ 1 — Р.Л 1 ~ ՝*о 1 - vo

. t.
Si/. t) (I- ,

о
(2.23)

где S(/,:)—резольвента ядра //(/,-:), u(>= 11 4- >0)'(I v0).
г В случае конкретного ядра релаксации К. (/. -> — /сМ —3; / т),

будем иметь

'•1=--O-Z——>3.24>

I
F~* 1 -vo (1 -'Դ (? — То7.)

Формула (2.24i получена непосредственно из (2.6) с учетом 

леглвления Յև-l согласно (2.13). Формула (2.25) получена исходя 
из ,2 .22). первого соотношения (2.12) и представления (2 13).

Пользуясь предложенной в п. 2 аппроксимацией £'՛ J—; , можно 
»•! и (1 — 4 ’•! выразить через элементарные функции.

Конкретные выражения для напряжений и отвечающие 
илбран'ному выше ядру релаксации /?1 (/,'), получаются простой 
подстановкой «•! и (1 - */) 1 • 1 из (2.24) и /2.25) в (2.18 -(2.21). 
так как в последних операторы > и (1 — •*) ! умножаются из вели
чины. не зависящие от времени.

Из асимптотического представления /Г։ , ( —•) հծ Г:Г (г), приве
денного и п. 2. слетуег, чти lini А'։ ,(—:) 0. Учитывая это. а также

да-
ГО чго 3=1/-։ 1 и где ). = (/?„ —)/±'р. получим из (2.24) н
(2.25։ установившиеся значения



Так как в (2 6), (2.8), (2.22) и (2.23) все подннтегральиые вы
ражения. согласно физическому смыслу ядер ползучести и релаксации, 
положительны, то выражения •» I и (1 v ՜1-! растут с течением 
времени.

Поэтому радиальное напряжение з,, определяемое из (2.18). и 
нормальное напряжение в., определяемое из (2.20), растут с течением 
времени.

Обозначим .ՀՀ-(/֊ ; //֊ ս՚հ֊ր Зг. Тогда, как легко уста
новить, окружное напряжение տքք возрастает при .V/։^>0 и убывает 
при Л7։<^0 с течением времени н любой точке цилиндра. ПрнЛ/,-- 0 
напряжение не зависит от времени. Последнее будет иметь место 

для точек поверхности г = 6 " а (I / | 1 14/ ~ Это зна
чение г несколько меньше 0.5 {а. 4- Ь). Здесь / ֊ Ь-:а'-.

Разность напряжений на внутренней и внешней поверхностях 
цилиндра Дв = ?0 <7./I — (ծ,/) 4\b\ — а- (1— '>) ’всегда положи
тельна (также и для идеально упругого тела) и растет с течением 
времени.

Изменение напряжения во времени н случае 2.21 . т. е. при
О. качественно подобно временному изменению А именно, 

обозначая .И, = а2 4-/л’—2г”, приходим к заключению, что .три ЛГ.<>0 
напряжение з> возрастает, а при .И -Հ0 убывает. Величина «- 
остается неизменной при г «= д| г0,5(1 4-7) , несколько большей 
0,5(<z4-/j՛. Разность ձ. =«..(</, 7) э.(/;./) ֊-2 (7;2 «s)v(l v) 1 уве
личивается при է --> ос, оставаясь все время положительной.

Для количественной оценки Да и А. найдем их относительные 
увеличения по сравнению г △?,<> и отвечающим началу устано
вившегося режима при 7 = 0 (в действительности, по истечении 
пускового времени 0.5—2 сел) с учетом (2.27). т е. устремляя/—-х .

Получим

= Д'1" ~ ձ')" — н Տ — А-- ^֊՜ ձ*" ________ Ч_____

Так как 1—*70>0, то . В случае, например, л =0.412.
найденного в п. 2, и \, = 0,25, следовательно, -(й=0.33, будем иметь 
Чх^=11%. а Հ-«.= 40%, т. е. при переходе от внутренней к внешней 
поверхности цилиндра перепад нормальных напряжений почти в три 
раза больше перепада окружных напряжений.

Определение деформаций г,, е0 и г2 путем подстановки зг, в
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з. из (2. Г*)—(2.211 в (2.16), как легко заметить, связано с расщнф 
ровной произведений /: ։! — ■') 1. Е՜ •/•!, Е ՝/-'• I. Выполним это
исходя из ядра релаксации /?,(/. ’) ֊ /Э.Е £; / -ti. где հ At’՜1, 

jj - Հ՜1. Тогда, на основании зависимостей (2.3), (2.12) и (2.22;, в 
» * * * * *

которых /?։= 7.Л(—3), /'| = 7>«(Х-^и ?’• в ре
зультате применения правила умножения операторов .9,—функций 
Работнова |1-1|

* * * *
hf-֊|30 ;) •9<Т|)|Д; ֊ г,).

а также дальнейшего выражения ?Л, согласно (2 13.՛. через функцию 
Мйттаг-Леффлера ։( С)|3|, получим

* «
1 । = (±±_ՑՃԼ 1 ь/у> ֊1 =

£(1 —Հ»(1 — >о)
-X •*•

— 11 (X ~ 01 11 9- ТдХЭа (YqX - [i)| _ . _ 
(։ voi

=------------ -(I ft.il £, ,1 bl' ՜ )| «.[I -.է-Л/ =)ll.
-v0)

где <7j = /.;()— to I 1 ՛■). «2 = — Yo)(l — W-). ծ,—'■

ծ։ = (1-7</)--ր'. I2-28»

T-I=t“i։ i /*,)•!=—[1 ' Z.(1 ;Д(/ --?)!■> =
Г. Eq ^0

֊^.(l + a։|l ft,/1
Ea \

где a3 = a (1 + yJ/( 1 — /•). Ti = (1 —

֊■■-1֊ " |! -7,.zT -Mil I z I •.,)!(/֊ >'!■։֊

-ր/„|1֊ձն_։(-ծ/ s)|

где rt4=X (1 4 7։,-/(l — a).
Все эти сложные операторные представления растут с течением 

времени. Их установившиеся значения будут

1
ձ(1 ֊>,

լ լ О յ 4՜ (iz 
£o(i -

I ; ■ / ֊, . I

VQ И ՜է֊ T,A)g
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Анализ формул (2.28) показывает, что. как правило. о2<? и 
՜ւՀ'-Հ<Պ Например, при найденном выше значении —0.412 и 

•*0 —0,25 имеем а2 0,07«։ и հ-Ղ = 0,15о4. Если торцы цилиндра сво

бодны, то выражение £“'>I 2 * * * * * В-1 не будет использовано и. следовательно, 
слагаемые, содержащие в качестве коэффициентов значения Հհ. и 
в расчеты вовсе не войдут. Поэтому нижеследующая таблица значе
ний Ն. вычисленных с помощью ряда, определяющего эт.у 
функцию, може: быть при практических расчетах использована ;.:я 
довольно большого пром/жу։ка премени, не превышающего, о-.нако, 
7 8-кртгного значения времени релаксации -։. Гак, наприм. р, в случае 
стали, к которой относится фиг. 1, табличные значения могут приме
няться примори՛.» до 1500 чае равномерного вращения цилиндра.

I 0.5 0.6 0.7 | 0.8 0.9 1.0

| 0.6246 .0,58820,5504.0,5112՚0,4922;0.4904

Пользуясь выведенными здесь формулами, получим, примени
тельно к упомянутой стали, следующие значения относительного 
увеличения радиального перемещения иг: (//,«—սր. )/иг. в случае 
свободных торцов цилиндра равно 77% при г- а и 178% при г — Ь;
в случае, когда к»рцы ци. пиара не могу։ растеряться. это отноше
ние равно 43% при г=а и 374% при г = Ь. Таким образом, фактор
времени оказывает на перемещение больше՛? влияние, чем ня на
пряжения.

§ 3. Зона подобия

В зоне подобия (фиг. 1) кривые, отвечающие различным фикси
рованным моментам времени, па участке от начала координат до 
встречи с дугою окружности радиуса О&, конгруэнтны. Из этого сле
дует. ч то в рассматриваемой зоне фактор врем?! и не в ияет на форму 
соответствующих частей кривых деформированья. Последнее озна
чает, что ядра релаксации и ползучести не будтт згпместь от интен
сивности напряжений <՛.

Тогда исходные физические уравнения (14) и (1 5) примут (в 
цилиндрических координатах) вид

« х-
су-зв=||-/?)(г,_г.)?(5/ , 2т„ = (1 /г)7,^|Е1|, (г.0,г). (3.1)

Легко за мети. ь. что напряжения в этой зоне обладают следую- 
*

щей характерной особенностью Если (I—/<)i!s։ = const во времени, 
то нсзависимость от времени любой одной компоненты нормальны;х 
напряжений приводи! к независимости всех остальных компонент

I 0.1 0.2 0.3 0.4

|о.89850,81490.7450 0.6782

С О

Ло.з(-С)| I
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напряжений от времени. Эго вытекает из уравнений 3.1 и их след- 
3 *

СТВИЯ =.— --(1 R)zlzilz,).

Проиллюстрируем последнее применительно к задаче о вращении 
цилиндра, рассмотренной в зоне лнш-иности. предполагай материал 
цилиндра несжимаемым при всестороннем сжатии, т. е. при /?0 ֊ 0.

Предположение о несжимаемости материала во всей зоне подо
бия означает, что при рассмотрении первой зоны как невыделенной 
части второй, пренебрегаем основной особенностью зон։; линейности, 
состоящей в зависимости (I >) -I от времени. Это допустимо в том 
случае, когда зона линейности составляет лишь малую часть зоны 
подобия. Последнее, я частности, занисит от темпера։ уры. Известно 
[1|, например, что для стали при температуре, превышающей 500 С. 
коэффициент Пуассона v0 мало отличается от 0,5. В таких случаях, 
естественно, изменением объема можно пренебречь.

Рассмотрим случай, когда концы цилиндра не могут расширяться. 
При этом հ. - 0. Тогда из условия несжимаемости следует =, rs=0.

Так как

*г=<1и!дг, г։.= и‘г,

то и с/г (с -произвольная функция времени, подлежащая пире ie- 
лению), откуда

sr- гй= ֊ с г- и. следовательно,

12/3ր։. Ւ г. с cr 2\'3?(2с I 3,3г=).

Так как по условиям симметрии касательные напряжения отсут
ствуют, то из (3.1). с учетом вышесказанного, следует

ъ — Г. с \(1 - R). 3 2
гз

Подставляя (3.2| в уравнение равновесия 
г — -I з, Р ' =0 

Or g

и интегрируя его затем по г, с учетом граничного условия 
ог(а, է = 0, получим

Г
9 * Ր /Л *• -^=^=(1-/?) Г(р.г)^4- ր=յ (3.4)

I з J р 2g 
а

Вообще говоря, как это видно из ։3.4 . радиальное напряжение 

зависит от времени, ибо с (О есть функция времени, а оператор R 
имеет по своей природе вр.-меипой характер. Однако, как это будет 
показано ниже, при © е,) — ոտ”', где т и п—постоянные. ■, не будет 
изменяться во времени.
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Действительно, так как степенная функция F(>. с) может быть 
предела вл< ня в виде / (?. г) - -г> /. :о), го учитывай, что при этом
21/и 4-1 & 1 =- — F 1 (р. с ԺՒ(չ, с), получим

Ни основании второго граничного условия s,(fr. О « О из (3.5) 
следует

О

Таким 

ог нремени 
выражение 
получим

<<г /Я)(т |.J 3
---------------------  const.

2g|Fj b /-,(«)!
13.6)

образом, /՝։ (с) изменяется но времени гак. что (I /<’)/'։(с) 
не зависит Подставляя в (3.5) вместо I Ջ) (с) его
и.» (3.6), а также учитывая, что /:(п — I..Դո 12| 3/Зг’)*"

Is (ծ3—«г» (fl ) , 7-»'
2/2 (о * ֊ Ь ')

Из (3.2) с учетом (3.6) следует, что ;,֊ հ также нс записи! от 
времени. Поэтому на основании (3.7) не будет изменяться во вре
мени. Исходя из 3.1 и учитывая найденные выражения компонентов 
деформации, получим з,—=, = 2<з.—=.). Поэтому последняя из иско
мых компонент напряжений также не будет изменяться во времени. 

, Будем иметь

՛ ՛ ՛• £И* "՜ ՜ i - 2w)r-^ । 
2g(a 2-Ե՜^ Հ) 2g

а-) ՛ էյ ՝ ^-mr 
2^(а-я 2- Ь^Ъ

(3.8)

+-շ(()=_ՀԴ

Из .3.7» и 3.8) следует, что напряжения нс зависят от характе
ристики материала п Это соответствует тому, что в зоне линейности 
выражения лля напряжений не соде) жат модуля

Диализ формул (3.8) показывает, что окружное напряжение <*в на 
внутренней поверхности ии. ин.трз больше, чем ни внешней Эта раз
ниц:! напряжений раст*л с ун личенисм характеристики материала т, 
разумеется, при заданном • тошении b а. Па внешней поверхности 
’о =

Радиальное перемещение будет изменяться с течением времени. 
Это следует из формулы
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Из (3.9) видно, что перемещение ч, положительно, растет с 
течением времени է и убывает с ростом радиуса-вектора г.

Естественно, деформации и будут также зависеть от вре
мени.

Для практического применения (3.9) заметим, что в зоне подо
бия. при принятом условии несжимаемое ։ и. операторы ядер ползу
чести при опытах на растяжение и кручение образцов равны, т. е. 

* * 
Р=1\.

В случае — ոՀ результаты вычислений, применительно к 
кривым, изображенным нз фиг. 1. показывают, что при է =0 коэф
фициент w — 46000 л'? с.м2, а показатель степени /и 4-1= 0.5. Для 
последующих моментов времени значение tn в зоне подобия остается 
стабильным, равным—0,5. тогда как. естественно, значения п умень
шаются. В силу стабильности фактора нелинейности гп в зоне подо
бия можно в качестве ядра ползучести принять

/<(/.•) = Z‘^(z М֊Л

где / =/.Հ՜1 и 3 = Հ՜ '. г. е. оно конструктивно такое же, как и 
в зоне линейности. Однако время релаксации т։ следует здесь опре
делять как момент времени, отвечающий кривой деформирования, 
на которую ляжет точка с координатами

Мч) Х[1-^-,(֊1)11.

Тогда время релаксации т։ в зоне подобия будет приближенно 
совпадать со временем релаксации в зоне линейности.

При таком ядре ползучеегп, перемещение иг имеет установив
шееся значение. Его относительное увеличение (при /—>00) ՏՀ=

I
\и.'". — zz,J սՀ = 1— 11 — /Հ՛ ’ '. При данных, снятых с фиг. 1, Հ =б5°/(>,

§ 4. Зона полного влияния фактора времени

1. В этой наибольшей зоне кривые деформирования в целом не 
конгруэнтны. Здесь фактор времени не только отклоняет кривые, изо
браженные на фиг. 1 от прямой Гука, отвечающей моменту времени 
/=0. но непрерывно изменяет форму кривых деформирования, т. е.

3 известна АН. серия фиэ.-мат. наук. 
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снизь между а) и не остается стабильной при переходе от одного 
момента времени к другому. Для различных материалов и тем
пературных условий этот эффект различен. Естественно, он будет тем 
значительнее, чем ближе к началу координат расположена крайняя 
точка зоны подобия лежащая на оси деформаций.

При решении прикладных задач в зоне полного влияния фактора 
времени, следует пользоваться общими уравнениями (1.4) и (1.5), 
учитывающими упомянутые физические особенности.

Эта зона характерна не только специфическими физическими 
особенностями, но и возникающими при решении прикладных задач 
значительными математическими трудностями, которые могут быть 
преодолены применением интегрально-операторного метода, являю
щегося дальнейшим обобщением (применительно к нелинейным зада
чам) пол у си мвбл и чес кого способа, предложенного автором |9|, в ос
нову которого положены идеи теории линейных функциональных 
операторов Вольтерра |!5|.

Для демонстрации эффективности этого метода, рассмотрим за
дачу о вращающемся цилиндре в постановке §3, но исходя из общих 
физических уравнений (1.4), которые запишем в цилиндрических ко
ординатах

Зг—°0 = I1 — (Sr — е$)?(М» (г, 0, z). (4.1)

Из уравнения (4.1) следует

Ъ = |1 ֊ А?(М| F 
или

Պ i 1 -г Р(«0] = F. (4.2)

Рассмотрим случай, когда

Р(С<) = Q0(aj. (4.3)

Последнее, в частности, будет иметь место при

где
■/л = Т| 1 - Ф (Պ•! = То 1 exp |— (% — <7=/ )//гГ| «Д 4֊ В՜;, (4.4)

а А = (kT-u^lkTz0. В 0<а<1.
Таким образом, здесь чисто временной множитель Щ!,՜) — 

=/օ(է—х)՞ ' представляет собою ядро типа Дюффипгз |16|. Постоянные 
Zo ~ 1/ч) и а практически не изменяются в широком диапазоне темпе
ратур. Смысл постоянных п0. <7, k и Т указан в § 1. 

*
В результате подстановки в (4,2) вместо /■*(«,) его выражения 

(4.3) с учетом (4.4) и дальнейшего решения относительно з/, образо
ванного таким образом уравнения, получим
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* -х- ւ Հ ~11 .IQ 1Т ! ; 4WHQ -151

2BQ

Перед радикалом взят знак п.чкс потому, что sign =/ sign/•’и. 
согласно фиг. 1. ОО. Формула (-15 дает явное выражение з,- как 
функции оператора Q. ядро которого определено выше.

Так как из первого уравнения системы (4.1) следует

{'ր֊ °օ)[։ I B\<s{ I —- (г, s,f) © (г.-) = сг /3 © {2rJлЗ/Зг) = Г\г. с),

о из (4 3), (4 4) и (4.5) следует р(7,-) = $ |/| (■ B/I{Q)\, 

го
«Г-о. fQ 'И + S/7(Q) г1 (4.6)

Согласно пол ус им воли чес ком у способу, надлежит правую часть 
■л

разложить в ряд по степеням Q и далее следовать приему, указан
ному в статье [9j. По такой путь решения рассматриваемой здесь 
задачи приведет к результатам, совершенно непригодным для физико- 
мсханнЧеского анализа напряжений и деформаций. Поэтому здесь .мы 
пойдем по другому пути.

*
Представим //(<<*) в виде следующего ряда

I + է-1 У ( ֊^֊ '■ (4.7)

Л<5ч ւ (2у)!! MQ-֊Ւ 1)г

Если в разложении (4.7) сохранить любое число / первых членов, 
•о. как легко заметить, правая часть 1.6՛, после подстановки в нее 
(4 7), будет представлять собою правильную рациональную дробь от- 

*
иосительно Q. После разложения этой дроби па элементарные. рас- 
шифровка последних с помощью ряда Неймана (т. е. путем привле
чения понятия резольвенты) выполняется очень просто. Ввиду быстрой 
ехидн.мости ряда (4.7). ограничиваясь для простоты, первым сла
гаемым, получим

о,֊>4 =ՍՀ________ __  /) V =
|Д:Ф + (2Д-»֊ tf/jQ-MII 3 к ւ

Л-1 ЙА

= D^( 1)‘——ՒՀ. (֊?/'■•). 14.8)
ծ-։ и*

‘где

ak - |2Д \-BF-Y

I.) ֊ 2f l3Z?/?(4.4 I Bf)\ °'5, (A =1.2).
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Появление в (4.8 оператора .9, обусловлено взаимосвязью типа 
*

(2 12). существующей между оператором Лбеля J. |ядро которого 

./(/.■) = (/—т)* Г з | и оператором 3,. ядро которого Э,—функ
ция Работном

Последнее выражение з, представлено через функцию Мит
та г-Леффлера нн основании зависимости 2 I3i Здесь '/* = /■, Г (* '•

Из уравнения равновесия (3 3). с учетом <1 8). 
0/(<Լ /| » 0. следует

При условии

о,- /-IV.-II1- ՝ ,՛ >։/" . г'|. (4.

J *т. «* ֊к
Согласно принятой степенной uihhchmocth •. « ոՀ՝ 1 бу дем

и меть
Г 1.5л 2с | 3 3/ ” ՜ ։. Тогда 1 (I? -- ( 1)* ‘j (,т \ 3 | '//<;*.

Переходя гене; .՛> а 1.9) к переменным интегрирования л* </.■ 1 2) 
с учетом последней тпвисимости между дифференциалами, получим

. в*Ц’
о, /J։ у I 1Z2*"*£| «(-֊<// ՝ПМ> + ֊(<«’֊ 

։ J *
(4.10)

где —
Dx = 1 [т -ь 1) И\ 3 . \=֊F{r. ci, rtl /'(</.< )—I,-5/л (2с) 3 Зг.՛ )"’ 1

2. Учитывая, что при հ է՝ Հ I, согласно указанной в § 2 ап

проксимации. ’)-Н հ/ Т(֊«Н 1- а также принимая
но внимание граничное условие zf(b, 
Г (г, <=/",((?) Г. —Dr

г =0, приводящее к выражению
-7(Я •_/; ։ех},г^е=Ь’։1а\

из (4.10) получим

•4SJ-1 , u ’
ՕՀՀ: ------------------------------=|П =—^----------— —г--------------5ST 75------------т ՜< • (4.1 lj

AS(m + 1)1 3 г * - — ծ А-е (« '֊ г 'т ')
где

ч ХоП»)/՛ * Ve , а’) (т + I) 3 = ■! .4.9/
Г(֊’1 ’ ' 2я.Л5т-0 As

Учитывай принятую аппроксимацию / ։ «. указан нос выше выра՝
жение / (г. г), а также условие .\zD[n. <i, I 3 2/Հ из (1.8) по
лучим
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где
i ^и^ГЙ|ДХ<1Г(«)֊Г(-а)|. Z2=| 3 |ДХоГ(^-Г(֊а)|3։

Л֊ад»)Г(-а)| 3.
Так как выражения з, и :քյ найдены, то, привлекая записи

■мопъ 2չ.= 5հ-|-ճ,. легко получить явные выражения и
® Перемещение, соответствующее зтом\ случаю, будет

(4 15)

Здесь Տ. 0 п А՛' положительны и растут с течением времени. Все 
компоненты напряжения имени при /—>ос предельные значения -г. , 
<?4 и зг..

.3; При ցէՀ ՜" > 1. пользуясь третьей аппроксимацией Е\ . при- 
нсденной в § 2. получим

£.-.(֊ V։z'■”) =<и|ХоГ- ’ I՝ Т՛ Н-Ы»

Тогда, принимая во .лшманио. что при такой аппроксимации

Ւ՚(ր, с) =

получим выражения компонент он напряжения տՀ, =(1 и 
с.-, з точности совпадающие с соответствующими 
выражениями з,-, и з., определяемыми формулами 
։3.7| и (3.8). характерными для зоны подобия. Точность 
этого результата зависит от юго, насколько величина qktl больше 
единицы.

Радиальное перемещение» отвечающее аппроксимации (4.14). будет 

и = )JL| (m + l)ws(^-«։) Л7.оЦ(։|С_1

Перемещение (3.9), определенное в зоне подобия, совпадает с 
•4.15) при соответствующем выражении в (3,9) ядра ползучести

При 1 </^/՛ 10 можно воспользоваться второй аппрокси
мацией ZFj ., предложенной в § 2. Тогда а., о. и и, будут выра
жены через интегрально-показательную функцию F.i —т?}. При этом, 
подобно результатам, полученным в и. 2 -лого параграфа, все иско
мые величины о,. з0, а, и иг будут зависеть от времени.

4. Характерной особенностью всех найденных в этом параграфе 
выражений Л (г, г) и ыА, следовательно, и </к, является то. что 

jjllni Л (г. ()•(/{. от времени не зависит, ибо / ir. <) и ак растут с те

чением времени / как է1՜1. Поэтому выполнение принятых выше 
услопнй относительно величины </.,/ ’ от времени է фактически не 
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зависит. .Условия применимости соответствующей аппроксимации пред
определяются, главным образом, физическими характеристиками Л и 
В, зависящими от энергии активации //0. температуры, коэффициента 
нелинейности а и параметра и. в меньшей мере; от геометриче
ских факторов-радиусов цилиндра а и Ь.

Если для конкретного'.материала не известны упомянутые вели
чины is частности, энергия активации //0), от которых зависят вели
чины .4 и В, то по опытным данным, непосредственно снимаемым с 
номограммы типа фиг. 1. можно определить величины нм пропор
циональные. а именно .4/,, и В/л. Для этого следует взять две точки 

” М. (Դ ’«). ле.кашис на кривой, отвечающие моменту вре
мени է — էՀ 0, причем такие, что з0.. <С st <Հ г; и ’оа Պ <Հ Դ Тогда! 
Д-/о и /3/9 будут определяться из системы двух уравнений

/՝(«>) *л=(ЛХо ՜ : Ճ. (*=!,*>), (4.16)'

образованных путем привлечения зависимости 7՜ (е/) — 11-Ь (Л rl 
*

+Չ [.Последняя является следствием исходных физических урав- 
■» .«

нений jl.li при (.4 Вц) Q. в которых вместо 2/ и г- пол-:
«-

ставлены координаты упомянутых двух точек, а оператор Q-1, ответ 
чающий принятому здесь выражению Q (f. (/ ’Г՜1, определен ՛
для момента времени /։. Система (4 16) имеет единственное решение, 
ибо ее определитель не равен нулю. Для более точного определения 
значений А/о и В/о необходимо использовать систему (4.16 для раз- j 
личных точек и моментов времени и зачем применить какой-либо 
способ усреднения.

Анализ полученных выше формул (4.11). (4.12), (4.13) и (4.15)1 
определяющих напряжении и перемещения, показывает, что я них] 
параметры А, В и фигурируют только r виде парных пропзведешИР 
/1՜/,, н В/в или AS и BS. где S — /Д’(а)/1 ’/Г( а). Отсюда слелует.1 
что значения /1/.() и В/^. определяемые из системы (4.16). позволяют 
выразить полученные в этом параграфе результаты через легко опреЛ 
делаемые данные опытов на простую ползучесть образцов. Чтобы 
примерно установить порядок величин А/о и B/Xt, возьмем на фиг I 
точки 4Հ(3-10 : 2125) и W2(4-I0՜ ; 2325), расположенные на кри
вой. отвечающей / — 200 час. Функция, отвечающая моменту времени^ 
/ - 0, имеет вид Ւ (г. ) 16000;? ’: а 0.7. Тогда, в результате ре՝;
тения системы (4.16). получим .■!/,,= 8,75-10՜ ; В՝/п 5.62-10՜՛. 1

о. В заключение отметим, что во всех рассмотренных выше зоя 
нах фактор времени оказывает большее влияние на перемещения, 
чем на напряжения. В этой зоне, в отличие от результатов, получен
ных н §§ 2 и 3, перемещение иг, как это видно из (4.13) и (4.15), не 
имеет установившегося значения. Характерная особенность кривых: 
(4.13) и (4.15) в координатной системе „перемещение-время* состош 
в том. что они не имею! асимптот. Эго значит, что здесь отсутствует
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тенденция к течению с постоянной скоростью, столь характерная для 
результатов, следуемых из теорий ползучести максвелловского типа. 
Такой характер изменения перемещений во времени, определяемых 
формулами (4.13) н (4.15), объясняется, главным образом, видом вре
менного множителя Q 1.•։) = Хо(^ — "Г՜1 нелинейного (относительно 
°») ядра ползучести /Հ</, т; з, ) = ) Q(t, т). принятого в настоящем
параграфе.

Днепропетровский горный институт Поступила 8 VI 1959

U‘. I*. Ibnq 1>||||(|||

ՈՋ ՃԱՍՏԱՏՎ-ԱԾ ՍՈ1ՔՏ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՈՐՈՇ ՒՆԴՒՐՆԵՐ

Ա 1Г Փ II «1» II !• 11'

հարդ լա րված ա լին վի&ակքւ համար նլ//լթերի //ոդքի/ և ոհլտ քոացիա լի 
աhum /Ժլան րնդհան/п ր !ք. իդիկս/կան ոչ դծափն ինաեդրա/ հավաս/սրամներր, 
որոնք կաոացվե[ են ll/ո . Ն. П'т րո ։ռնո/քի ! 1 | ■ ե. III. Հարա իք քան լան ի |?| ե հեղի֊ 
նսւկի | /| կ ո դ»/ ի ց, հաշվի են ա ոն ա մ մարմինների [արված ա լին դեֆորմացիոն 
վիէւակի վրա Ժամանակի դործոնի ա դդե դա fdլան հիմնական աոանձնահա ակա - 
իք /ու ններր:

Ներկա հէ/դվածու մ дт щ / արված, որ մամտնակս/լին ի/ն//ւեդրտ[ ք/պերս»֊ 
աորների կիրառման միջոցով կարելի Հ րացահալ/ոել դե՚իորմ ացմ///ն նկարա- 
դրվո,[ պրոցեսների որոշ նոր ֆիդիկական աոանձնահաակու fdլ՚ոններ, ինչպես 
նաե, կոնկրե ա ի/նդիր չուծ ե[իո, սաանալ որակական ա քանակական հետադո֊ 
*nnifd րսն տամո/ր հարմար ձևի վերջնական արդ լ/սնքներէ //* ա սն ավ ո րապե и, 

աջդ հիմքի վրա փոխադարձ, կապ է ո ահմ ան ված Պ ուա ո ո ոնի մ ամանակալին 
դործա՚ւրի ե ՍՈդքի ա ոե լա րսացիաքի միջա կներն միջև, որոնք որոշվում են 
սմռւշների ձդման ո, ոլորման փորձնական ավլայներով, ինչպես նաե կա
տարված Հ 'll լա իք ի մաանանշված րնա ի/ ա դ ր ե ր ի անալիդր/

Հ,եաաւրւ աո։ իք ւnt'liր հեշաացնե[Ш համար առանձնացված են դեւիււրմաց՝ 
ման երեք [ll/որոշ դոաինե ր պարդ ար//։ահայաված ֆիդիկական աոանձնա- 
հաւոկու թ[աններով։

Ա.լոաե/[ դա[ւդացված մե [d ոդ ի Լ !ի եկա իվ ո։ իք լուն ր, կոնկրետ ու իմ լան համար, 
ցուցադ[,ված է /ւր աո անցքի չու րջր արտդ պատվոդ երկար սնամեջ դրսնի 
սո դրի խնդրի/ նկ ա t/ւ մա/1՛ ր, Ո[։ր դդս/[1։ հետաքրքրություն Լ նե րէլալացնում 
մե րենաշինա ի} լան համ ար:

Հե/ո/սդոաութրոնր կատարված Լ դեէիորմտցման մ։սանտնշված երեք դո- 
տիների, Տա մար ւ

Ստացված ս/րդլունքները առանց սկդր//ւ1ւքւսլին փոփոի/ա fdլո/նների 
կարոդ են 1[իրաովե[ ///ո ան ց րտ и իմե in րի/լ ուրիշ շատ մ տ րմիէն՝1ւե րիւ սոդրի/ т 

ոելարսադիււէլի պրոցեսներն ուոումնասիրեյիս, .ամենուլն դ1/։դւ/ ալն դեպքե- 
jitictf ւ п ր f tjt ր // ր ր tfft if լ ան էյ *ւհա էյասյւքէւէծ են (3.!!) ։ոիպիէ
un/ն չ ութ լամ ր։
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