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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Тоноян

Изгиб призматического стержня с поперечным сечением 
в виде эллиптического кольцевого сектора

Рассматривается изгиб призматического стержня, поперечное се­
чение которого ограничено двумя конфокальными эллипсами и ветвью 
гиперболы (фиг. 1i, Боковая поверхность стержня свободна от на­
грузки. Одно из торцовых сечений защемлено, а ко второму—прило­
жена распределенная нагрузка, статически эквивалентная одной силе, 
перпендикулярной к оси симметрии. Функция напряжений найдена в 
виде бесконечного ряда |1). |21. Выведены формулы для определе­
ния напряжений и центра изгиба. Изгиб стержня для ряда профилей 
с одной осью симметрии, когда изгибающая сила направлена парал­
лельно к ней. рассматривался Моханом |-1|— 6i и Косиро-Куроки |9|. 
Мохан рассмотрел: Г) профили в виде эллиптического полуколь­
ца, 2) сечения, ограниченные двумя гиперболами, эллипсом и пря­
мой Он рассмотрел также изгиб стержня из анизотропного материа­
ла, сечение которого ограничено двумя конфокальными эллипсами и 
двумя отрезками прямой Куроки рассмотрел сечения, ограниченные: 
!) двумя конфокальными эллипсами и гиперболой, 2 эллипсом и ги­
перболой, 3) двумя гиперболами и эллипсом. Изгиб балки из орто- 
। ровного .материала с поперечным сечением, ограниченным эллипсом 
и его большой осью, когда изгибающая сила перпендикулярна к оси 
упругой симметрии, рассматривался в работе Чакраворти |7|.

§ 1. Постановка задачи

Пусть внешняя изгибающая сила Q приложена на свободном кон­
це стержня параллельно оси у и проходит через центр изгиба, г. е. 
изгиб не сопровождается кручением. Функция напряжений при из­
гибе f(.v, уб внутри области поперечного сечения удовлетворяет сле­
дующему уравнению |3|
К (’.1)

где .с,,—координата центра тяжести сечения, J— момент инерции по­
перечною сечения относительно оси л*,  fix՝}—произвольная функция, 
с—коэффициент Пуассона.
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На контуре сечения функция Л (л՜, у) удовлетворяет условию

Ժ/7 Q . Л ... .. dx
Os՜ 2J ds

(1.2)

В силу симметрии области сечения, функцию 1(х. у) определяем 
только в верхней половине области сечения (фиг. 1). Чтобы

Фиг. 1,

деленная в этой части области сечения функция Г (х, у) представля 
ла решение для рассматриваемой задачи, на оси симметрии области, 
согласно мембранной аналогии, нормальная производная функции 
Л(х, у) должна равняться нулю.

Положим
֊£)• (13)

где </ и ծ-большая и малая полуоси внутреннего эллипса, и иерей 
д֊ м к элтиятическим координатам

X ֊- с ch U sin 3,
(1.4) 

у — с sh а cos р.

Тогда уравнение (11) и условие (1.2) примут вид

VL7- (а, 31 = -֊ j- (sin £ ch За Ч- Sin 3? ch а-----~?Г7' (ch 2а -| cos 2թ).
Հյ

(1.5) 
ժ/- Qtf’shsax/ch3 a sin3 3 sh2acos°3 \rf (chasing) .
Os ~ 2J է ch2a, sh4 ) ds ' (Lb'

где 
0

•4i = /L, th“a։. й։=/1..л՝0, . • (1.7)1 • c
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rt = fchat, /? = csha֊,. (1.8)
Напряжения т,- и:.. выражаются через функцию напряжений со­

отношениями

Qc3 sir а, / cli2asiHs?i shsaeos53 
՚ 2./ \ ch2a։ sh2a.

(1.9)
дГ Qc’slra,/ ch2asin23 sh2acos^ , \ . . , I
Oa 2J Լ ch2a։ sh&x /

где

1 ,'_____ I______
с I ch2a -t- cos23

(l Ю)

В эллиптических координатах функция /‘(a, 3) должна удовлет­
ворять следующим граничным условиям

где

Л(3) 2./

Հ„(, _r.

/7(«։./) = 0, Л(а2.3 

». 3J=A(’. 0,

Sinp (siir'V- 3clra։) (sh-at — slfag 
3shsa։Ch2a,

I Cha Jra — Зсй2*,)  (slr'a, cos֊;,) 
Ssh^jCh’-'a,

ՅտւԻ^Է; ^’«.«.•hSa, + COS23, -cta,^

(l.H)

11.12)

(1.13՛!

1.14) 
»

(1.15)

I

зМ lChL”' “տճՆ' 11 1(0

Следуя Г. Л. Гринбергу |8]. функцию Ар.З) ищем в виде ряда 
<1|. [21

/՝i-a. 3) = X' ՚հլ.($) slH7ft (a — a,) (•», < a ij. i'1.17|
s*  «

где

՜ ' U'՝ J-3)si” 7л- a֊a։)^։ (M9)
ao a.

§ 2. Определение функции напряжений

.Умножив уравнение (1.5) на
2 

а2 — а,
sin֊;*  (а - а,) и пропиты ри-
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ровав полученное выражение по х в пределах or хх до а2. для опреде­
ления функции получим следующее дифференциальное уравнение

«а-«։ /։ '՚ -/(х2 — а,)

1Դ(֊1) оа ch2x։ (-])*+ ’ch2а, тА
------—՜— cos2jJ— у----------- г ֊֊ а .-j------------------- - -

Ն •/(«« —«ւ) 4

/l։Qc*  |ch3x։ 4- (— 1 )*  1 eh3fltj| -;к
&(*<>■֊ °Հ> ՜ 7‘4 9 sin / :

, AtQc> IchsHփ (- 1թ+'ch։._.|
+ - քշ+ 1 i2.il

При этом использованы выражение (1.9) и условие 1.11). Со
гласно (1.121. (1.19) функция 9*(3) должна удовлетворять следующим
граничным условиям

- /й V- Qt3sin^x(ch2a1 I cos23,)
24./ (х„ — а։) с!гах

. թ*±‘2^*1 ՝■֊։„ 12^. * .
1 -I । /

Qс1 Sill siro^ 1 4- ( - 1 )* 1 .9 9
J^-Ъ) Ն ՚

Проинтегрировав уравнение ’2.1) и удовлетворив условиям 2.2| 
для функции 7հ.(> получим следующие выражения

... (—1 )*  1 Qt4cha..(sh*\  sh’xJ
W 12./;x.-vdfx;

sl'i3-3-Jl֊4 
և- ! *'

X 3(1 2ch2J։)sin3 Հ* Կ

( 1 ,* 1 Qt’slfajChx^
'1 Д^_2։)7л

^!<Л՜ I<ch’-ai cos2r) 4- ( l)v 1 (ch2a 4 eos2^)[
7(:֊ I֊,.. - I)

4։ՉԺ խհՅտյ 4֊ I -1 ifc 1 ch3a.J ,
e.i'H l)(7i֊i֊9l

/l։Qt4 Icha, (— ir-’chaj^ 
J iMfFRJ
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ch?. ( ֊->-----? )
3Q. "տ-՜ոՅ,րհս։ (ch'2-4i c«.>s2>?)_________1 *\ ^ /

• (a — a,) ch2a.. րհւ՚ց^հշ I a2 — a) 4- ch2x.sh2 i л J'
"«„-a, ՜ Sh2(a3 —aj |

* յ (Լ-  ̂ ~ D(lJ I 9) — 3։

aQ^sin^chx. (ch2«. 4- Cos23։) 1 ՚*(շ

•'(«!֊*,)  }-9) /к .
Շոպշ֊ Pi J

I (ch2ai_± cos2&) 4- (— 1 )*JJ ch2a84~ COS2^;| , 
./(x. — aj ‘ %(t?+4)

\2 / A.Qr Siir3։chOj (ch2a։ 4- cos2?։) --k
-?Г)

\ - ' .42Q<? Sin3xcha„ (ch2a2 i-cos2px) ?ft
շհՎճ.^Հ՜յ^-^ ՜ ЖЯЖ

X-------- Հ----------- I % ' 3 T) • (2.3>

ch 7*( t ՜ ՚ն)
Подставив значения (2.3) в (1.17), получим выражение для 

функции напряжений

Qtrkhcuslr*,  г —а,___ QcJcha2(slra։ — տհ^2)
27 «2 — Օյ 24Jcifa։

• տւոՅՏ
Տ113 (a 
տհՅ (»շ 2յ)

3(1 4֊ 2ch2a։) տւ՜ոՅ
տհ (a — aj 
տհ (аа — ах)

5jQt- 
~8У~ cos2?

ch (2a -_04_—a։i 
ch (a- — a։j

У sin j cha, (ch2a։ 4- cos23j) IslHa.. —a) 
I տհ (X. - dj]

տհՅ (a2 — a) 
sh3 z_. — 04)

cha2(ch2a2 COs2-ij)
sh (a — gx)
sh(a2 a։)

J^h3£a2L3։) 1 
sh3(«v — a։ j
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3Qr?Sin₽։ S, Sinaia-a։> • ‘Ц 2 ‘ /
•'(»- ֊«,(£, T։(’i?+i)(Ti Հ9) с1|ц« ?։JX

< |cha1(ch2a1 cos2j\) 4- !)■• 1 chx2(ch2a.. 4-cos2?։)|-

|(cli2a։ i-cos28։) ; (—1)* ’ (ch2a2 cos2?։)| r

_ ձ9ճ< <’ T*slnVg~* J. 
— «0^,(7*+  U(Tj ~9)

|ch2,(ch2aj cos2^։) - ( — |)A՜ ՜*  сИх. (ch2a., cos2?։)|

(2.4)

§ 3. Определение координаты центра изгиба

Координата центра изгиба определяется из выражения

л՜ = ՜ ա • М e i J — \'Հ.ր; dxdy, (3.1)

1де М —момент от касательных напряжений, вычисленный относи­
тельно начала координат. Перейдя к эллиптическим координатам, по­
лучим

VI — — туф (2’ £ |§։п2/<Л- sh2a^3|

“ «Հ

Ւ շ, 3i |ch2a -cos23| Չժտհ««1 ГГ
4J JJ

<յ

chasing (ch2« -֊

ր cos2p) ch'-asin*/  
ch2a։

sh2acos~3 
sh։a։

(bd'i.

или

J'f = — f- |; F{’j, У ։.sln2/«'a տ1ւ2'/ԺՅ|
է
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24(4«, ?, |ch2« + Ws2?|rf»tf? !֊ J i ch։sln8(ch2« 
՚ T»l

+ cos2?) cl rasin'-? 
ch’-'s.

s’l-acos-i 
sh2«t

մտԺՅ, (3.2j

где L‘ область сечения стержня, Го контур сечения, □ ■—половина 
области сечения, Г,‘,—контур половины сечения

Подставив выражение А՜ 4, 3) из (2.4) в 3.2), после пнтегриро- 
ийния получим

\L = !) х w V ____th 2-՝'

’■> Г. + М)

< (օհտէյ (ch2a։ I- cos23։j*  -f- ch«8 (ch2aa cos23, ■

-I- (— I 4 : (chdj chx.i (ch2ar cos23։) (ch2a2 4 cos2>։)| —

oo th 7)՜ (" 2/t 1
-rrC-7, ճ-<,-քր . Իշ W

2 (- I) 1 (chSa, cos2-3j) (ch2x. 4- cos235 )֊ |

9Д Հյոօ oo Vfcth ՜օ՜ (“ ~/i)Ւ ? ШФПГ ,cha‘(ch2?’ * w

4 cha2 (rh2x. + cos23։՝i2 ■ ( 1)*  1 (cha, Ch«c) X

X (ch2aa ֊I֊ cos23|) (ch2x. 4 cos23։)|, 3.3)

Еле введены обозначения

n sln?։clja։ (ch2«։ 4 cos23։) i .иу-=--------------- 30(— - .h։I sh2x2 -60 -j... - >! sin2/։

15 . c, . ch2aa — ch2?., , 1 . . _. . . .
) —2՜ (- - Հն) -֊—; _-հ-՜ ՜ 40th շ՜ - 9th <«-՝ — ։iH-

-rlh-3֊(*,  a,)-^b.[(sl13a:-sh3։,)-

I -9(1,- 2ch2a,) (sho, Shz,)| [ - Si”?'Cha’x

X I 30 (֊ - 23։) sh 2r, — 231 ■ -ch—1 -
«Հ Ձ» о 2 •
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45 th-^-(а, ։։)-(-9tb (։2—։։)—th 4յ՜ («շ — 2j)

yigsi»[-i1sin23l
30

1 3
5th-fj-fa2 ։։) 4(11 (a., ax) 4-th— *յ) X

X |ch«j (ch2x։ cos2?։ I -I- cha։(ch2as 4- cos2?։l|. (3J

I
;V

30c!ra. : shascos.\ (ch2a2 COS23,) [cos23։ (sb2։.. Յտհ2։։) 4-

(- sh-Xj (3sh'-'։_. 5sh2a։)| 4- 2sh’Xcos?։ (cb2։։ r cos23։)S։

M —

6ch2a
Sh3(։. Հ sh2։„ • 4 (5cos3։ 4-cos58։)th 9

15(1 2ch2a։) cos3j I 51,^՜՜'՜ 2ch2։2clh (։2 ։։) ֊ 7sh2։c 4

(4cos% 6 th v *s (3.i

K = ;Տ։ո23,| շՌշ֊-»!-1) +2(»2-«i)cos2ri։ —

(sh2a2 sh2a։) - (ch2։5-I-ch2a։ 4cos23։ i th (л2 — я։) ֊|

(r—23j) sh4։2 — s:i lat - 4th (x. aa)

- (ch2x. cli2«։)::7 «> ЛI

5

I 4 4 f— - Խհ։։օօտՅյ (Յտհ^յ 4- cos’SJ
*10 I

9
sh (з3 - ax) sh3 |։, — a։) J — ch2«։ |5cth (as

֊ 9cth3 (։2 -tj)] — I6sh2xj 4- cha2cos^։ (Յտհն24՜ cos2?! •

5 9
X ch2a։ ( -—- —- ------ -  ) — ch2x... I5cth («., — a.)4-\sh(«2 —ах) sh3i»._. — a։) / -1 - 1,1

9cth3(a2 1'JI 4- 16sh2a2 1 34֊ 3th ։) (fltj, — a,) — th -g-(«էշ —Յյ) X

5? .9- (cos3?։ - 3cos?։) (chajSh'Xj i- cli3,sh2Xj)
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т (6cos’’7։ — 5)cos։7։ (cha։ 4- chx.) ’• (3.6)

•և՛ cos’31 (shx- $ha։) (sh'?x> -- shcusha, sha։ cos՜-Հ ՛ . ֊
-r։i ~ ՜օ j ~ ------- ՜ =------------------------------ - ' to./)

-Q-f" ՜ 2?i) (№>-t ֊ Sh2a։) — (a3 —։,) sin23։

./ ~7з |՜՜’ Ish4a2 sh4a։ — 2 (sh2x. — Sh2a։)| —

— sli4i2 - $11-1 at — 4 I a2 ֊ a, 1 — —J.֊— [sh2?a — sh2«, - 2 (a2 — p, ) | .

(3.8)

§ 4. Частные случаи
I Переходя к пределу в (2.4) при 3։ = 0 и 3։ =-------  . получим

заражение функции напряжений при изгибе для стержня с попереч­
ным сечением в виде эллиптического полукольца (фиг. 2 и эллип­
тического кольца с трещиной (фиг. 3).

Из (3.3), при ₽։ = 0, получим формулу для крутящего момента 
при изгибе стержня с поперечным сечением в виде эллиптического 
полукольца (фиг. 2)

MJ 
не

Clix> (sir а, 
360clfa,

Հշ՝ j 6ch2»2ctli3 (a2

_ 6ch2a, 
Sh3(a2 — 7.,) sh2a2 I 24th '։> (as---a,) 15(1 2ch2*J  X

Г 2ch2a 1 112ch2a,cth x.-a։.֊ 7sh2a.. 2lh Հ (x. а,) I - 
isn (as — a,) “ ՜ Հ

3Qclr3 =sJia= <ch2,2 ' hjsh’-х, —3slra։ ■ sh-?. ,3 oslfujj --

2տհ% (ch2x, 4- I)2} — !cha։ (3sifa։ 4-1)1 ch2as X
4o I լ

г / 5 () \
X I г;---------հ 4----- rx - —r-) — ch2x, [5cth (afl\Sli(«։ —a։) sh3(a2—a,) / *

7,) Det 113(a.,֊ a,))

֊ 16sh2a։ j eha, (3sh-֊4 + 1) | ch2z, ( տհ֊֊-^- 4֊ ֊ 3֊у) ֊

Ch2as jocth (a2 a։) 9cth3(a2 a,)I 4- 16s 112а..

.1 3 /
‘հ շ (’•„• — ?.) ISU՝ .r (a; ’-J I (Cha, 4 t՝ha2) —
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Xх ; . 1V.. [ch4a։ 4֊ ch4«2 2( — 1)* Jch%ctfx.l. (4.1)
i u.- ՝ Հ- '•'

Для этого случая, из (3.7) и (3.8), соответствующим предельным 
переходом, будем иметь

_ 8” (shx, ֊ sir/,) . sha։sha» -*•  ch%)
'՚ տհշ^ — sh2a։

J = 61 $h4a։ — 2 Jsh2«*  - Տհ2ւ։)|. (4.3)

Из (3.3), при 3)— ՚՜ , получим формулу для крутящего мо­

мента при изгибе стержня с поперечным сечением в виде эллипти­
ческого кольца с трещиной (фиг. 3)

Ղ'< ՜ ՜
chajSlr’sj 
՜ 90 60*$И2 х. <112?., — ch 2a. 

I О»— 'a2 — a։ + 45th у (a,

9th (a2 — aj -■ th $ (aj. cha..slfx.2 
“90՜ GOr

1C ch2։u — ch2a. fri, 1 . , ftl. z
1օ՜ ~՜:՜՜_ j -------45th (a.. — *։ ։ -b 9tb (as — a։) —



Изгиб стержня с поперечным сечением в виде кольцевого сектора 79

3 1 24 00 էհ՛; “
֊■ ° '՚ Ն«է^Ո(Հ+՜<)"հ1+9ք |chMl,4 +

+ chassh4a2 -| (— 1)*  1 (cha, chas) slr^sh'-aj —

8/1 00 ■,th v »
֊ i iP^q^7(^-^kbVh4 + cha։Sh^?-i-

H- (— 1 )* ՛1 (ch’-i 4՜ clia2) sh2a։sh2a.,|. (4.4)

Для этого случая, из (3.7) и (3.8), соответствующим предельным не- 
рехпдоы. :$удем иметь •• ՝

Ло = 0, J = ~ [$h4as — sh4ch — 2 (sh2a։ — $h2a։)|. (4 5)

Иистнг.: математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 30 I 1961

Վ. II • SttGnjiuG

ԷԼԻՊՏԱԿԱՆ ՕՂԱԿԱՅԻՆ ՍեԿՏՈՐԻ ՏԵՍՔ ՈՒՆԵՑՈՂ Լ113ՆՍՄԱՆ 
ԿՏՐՎԱԾՔՈՎ. ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ՋՈՂԻ ԾՌՈՒՄԸ ,

Ս. Մ Փ Ո Փ II b Մ

Հողվածում դիտարկվում !, ոիմեարիալի մեկ աոանցր ունեցող համա֊ 
ֆոկէրւււ / լիպսնե րով ե հիպե ր րոլա /ի ճ/ուղէէվ Ոահմ'անէով/ակված էտ լէէ ական 
կտրւիսծրով ձողի ծոումրէ են իքաղրվում է:, որ ձողի մի ծալրր ամ՛բացված 
Լ, իսկ մրււո ծայրում կիրաոված են բաշխված ոէմեր, որոնց աոաաիկորեն 
համալրեր են մեկ ում ի, որր ուղղահայաց !հ ոիմեուրիալի աոանց րին: Լար֊ 
է/տն ֆունկցիան Որոնված Լ անվերդ ^“'('քի տես բով: Արտածված են ծոման 
կենարոնր և րորոէմներր որոշելու համ ար բանաձևեր։
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