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MATEMATИКА

А. Л. Шматков

Оценки при биголоморфных отображениях 
ограниченных областей*

Цель работы состоит в получении оценок для изменения объе
мов, углов при биголоморфных отображениях ограниченных областей 
прос։ранства п комплексных переменных.

Эти оценки выражены в теорлмйх 1 и 2 Они получаются в ре
зультате сравнения между собой соответствующих величин, вычис
ленных в евклидовой метрике и в метрике Бергмана инвариантной 
при биголоморфных отображениях.

§ I. Вспомогательные рассмотрения

О п ре д с л е н и е. Назовем комплексным т - объемом, заклю
ченным между векторами 2* ■■•'*՛........ Հ-- 1.- ■ .»> в эрмитовой

п
метрике, определяемой элементом Олины ds" \ TVgdzpdzq, ве- 

р. 7-1

личину vm. гое

քՀ’Հ Զ,ճ2 • • • Զ։Զ„

զ?„օ1

n
Здесь ՃՀ2/— У հ',</,м>/> <07 скалярное произведение некто-

ров Զ, и Qj, а Г{/1/ Հ-.
В Дальнейшем мы будем рассматривать ?тот объем и евклидовой 

и бергмановбй (|1|. стр. 418—421) метриках.
Для метрики Бергмана

• Работа доложен 1 на V Всесоюзной конференции по теории функций ком
плексного церемемного и сентябре 1%0 г. и г. Ереване
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у, 1п К
pli dzpdzg

1.2)

где /<</))(?, г) кернфункция некоторой ограниченной области D, ле
жащей в пространстве С' комплексных переменных г։, ... . гЛ.

Для метрики Евклида

у, I 0 для р 7= q.
!><1 I I для р - q

и н силу (1.2|

2,2, - ջ
Pi~l

Индукцией во чис.IV т получаем, ч։о

(1.3)

Vm

1........wj P,

քՐ,հւ 1Ր՝<Ի. ՚ ՚ ՚

1 PPh 1Р:<>. " ' 7 PPIrr,

T 7' ■ • 7'1 pmfh lpm>h 1 РтЧт

Pl +1; 4Հ հ!+1.

<ւ։ <ւ>
"7': ■ ■ Հ1}

• т

<т> tmf 
"՝Р: ”7’х • “Ч,|

Л) 71) -(I)

12. '2} ՜ (2)

՜ “"-7m

(1.4)

Для метрики Евклида и силу (1.3 и H.4i

О) О)
”7': ԴՀ

(2> (2) 
"7>,'ԴՀ

°7\я
(2| 
г !ti

...Z
(1.5)

Геометрический смысл комплексного т - объема усматривается 
следующим образом. Пусть Ож, минимум первого аналити
ческого угла 0 (|1|, стр 421—422) между вектором Զ„ и ан.члиаи- 
ческой (т 1) мерной гиперплоскостьк՝, содержащей векторы Զ,. 
Զ.,,..., S2,H I. измеренного в эрмитовой метрике.

Непосредственные вычисления показывают, что

է՛ր.., |2| Զշ -slnG;.-. sin օ,.շ։ • • • ՏԽ I . (1.6)

Из формулы (16) вытекает равенство

Տ1Ո’ ՛հո. \ — v,n
п
\’ ’г - (”0՜ <^1

1 — ,
Рт- Հո 1

(1.7)

« 1՝т

Р{ • Ч( = 1 I տՀ “Գ.
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Равенство (1՚.Ք) является естественным обобщением на случаи про
странства €" обычной формулы для обьема. содержащегося между 
т векторам։։ в пространстве п действительных переменных Ra.

Для метрики Евклида, в силу (1.3). (1.5) и (1.7). легко пол՝, чаем

տ;ո,:и — ---------- ՜~-------- • l.S*

2 \՝ • («I 2г"‘ . 2 ՛%.
/^=։

Здесь F.;l։ \՚հ...(1Ո- I) —соответствующий
довоя метрике.

Рассмотрим определи; ел ւ.

угол, измерен 11 ый и епкли

/<
Ո 

S 
7,= 1

w\'. ՝ К •
ո
\՝
ճ-1

'■
rt /.՛ »
X՝ 2 ՛>) (Կ 1 ’‘V, % ՚ у

А = 1 Pl-‘h֊ ։ Pi‘Qfn--1

п

2 
Рт=^

X’ Д т>~Л Կ,Հ («I ~-rU) _
"’/• % 'Դ ч । / т • т I м 1 т

■ . <fk
где 4,; = —--------- - /Հ — кернфункция области D.

Вычисления показывают, что формула (1.4 . для комплексного 

т -объема vm в случае метрики Бергмана, равносильна формуле

'•! К'т ՛ 1 _ л'■՛ т — *т I I • (1.9)

Это соотношение вытекает из роенстна (1.2). Оно также спра- 
я-.'д.тиво для любой метрики Келера с потенциалом, равным In А (где 
А՜ может и не быть кер.[функцией какой-либо области).

В дальнейшем нам ноныобятся значения величин 
вычисленных в бергмаковон -трико для .нпершара

i֊1^2 4

Соответствующие вычисления показывают, что кернфункция 
этого гипершара
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 nW________  
.__n . n~~ ' ’

։»(/?= У 
' &-I '

Отсюда получасу, что в начале координат

Кл>
nl _ 

-”Р2"'
7՜ Ո ! I

(» для р г q

л™ Р~<1-
(I.

Из равенства (1.4) п (1.10) вытекает равенство

(1-11)

Гепсрь рассмотрим класс Լ2Փ) функций / г;, голоморфных в 
области D. для которых ii/և = j |/|2ժա<օ©. Здесь մս> — элемеш 

1» 
объема.

Будем искать минимум J D для функций /֊ Z.2(/>), уловлеию 

ряющих дополнительным условиям

1) /(О =1:

2) /(г)-Р: I

г.-i f?2p,

m | II /(Zt = Os S Հ1 ',f'- ' 0:

p.-l ”£P>
S’ ,„■">

' m ‘ i տ

Здесь Wp - составляющие, рассмотренных нами выше, векторо:

Соотштсгнх юшне вычисления показывают, что угог мп ним
который мы обозначим через Л, имеет следующие значения

ум.

_լ.
К՝

1
оУ..

Л

- Կ^՝՝
/ _ Pl. </.-J_______
•Դ — ~ ~

к.-л
Все вычисления ведутся в 

дуется равенство 1.9 .

•/w |. ։----- (1.12)

точке

K-v„

P(z '). В вычислениях нспо.‘.|

В частных случаях для величин 
костные формулы |lj. стр. 128. 134).

./յ н ./2 мы получаем ранее в®
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§ 2. Оценки при биголоморфиых отображениях 
ограниченных областей

Возьмем внутри ограниченной области Р произвольную точку 
P(z’). Поместим и этой точке начало координат.

Пусть ծ — наименьшее, а //-наибольшее расстояния <л гонки 
Р до границы области D.

Рассмотрим систему функций

ՍՀ-Հ -։........ ’•) ’•••• /«,. (2.Н

1‘ймоиор-||лых в этой области I) п рос грач ст и» С*. Пои помощи ыой 

систем и осуществим ր՚> ։о .։ор рнае отображение области 1) на область 
D" Пусть Р*—Образ точки Р в области /.)•. Пусть . алч» А*—ндн- 
йоныиес рассюниие от точки Р* до Гранины области />*. //* — нли- 
больше-.* риссюмние or тики Р* до границы области 1Հ

Оказываются справедливы .։к следующие теоремы 
Теорема I. При биголоморй<ном отображении

г, /, ........ ...» * = ։..........."

I ограниченной области I) на область D*. имеет место нера- 
венстио

> (т^л֊г-
Здесь 1»^ — величина объема после отображения.

Теорема 2 При биголоморфно м отображении

ԱՀ = ձ(-ն.......(*-։.• п,

■Ограниченной области I) на область L>'. имеет место неравенство

«»2Л- Կ
-Sin Г„. п„|« -։, <- sin /'ст. ։.՝... Г'п-i) <

./ г/ Н'<( *•„ ) sln/-՛’•••՛"-՛>• i2 з;

Здесь sin/\л. ։&.. ов-и — величина sin ։.՛._/« г, после отображения.
ИДоказлтс л ьс . во I Հ

Известно, что если յ՝Հ„ и յՀո — р-пения минимальных задач с 
одними и теми же доп -лнмгел >иымн условьями, а область .4 лежит 
внутри области /Հ ю имеет ч то неравенство (ի|. стр. I >6)

.(Д» . քքհ
Дящ ՜՝ Дт1п (2.4)

Обозначим через (//) ։иперШ8л с центром в точке J> радиуса h 
и через (//) гиперилр с щ нгром в гочке Р радиуса //.

Венду (1.12) и (2.4) получисм
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K(h) К(П) K(tt)

It n

Ճ ՛՛„,„rк{П, ճ ?,,;диЖ՛ У րո֊^Հ>-Հ> 
а.<г»՞։ а. 7ւ •■։ Pi.tf։-։

................................................................................. (2.5)
2 2 2

i'm-h/i) - 1(1» я»-!(//)------- -- с ------ ֊- ------- ------- —------
^(հ^՚՜ո՚հւ KinyVnum K(thVnHtl)

Из неравенств (2.5), пользуясь равенствами (1.10) и 1.11), по
лучим неравенства

А|/л<Л’<о> К(Ц). (2.6)

. Л II п

^."՜Լ֊Ճ Հ՛՛ր к՛՞, ճ Ղ..,,Ո1Հ!'<Հ^ 21<Т. (2-n
II />,-։ А.'Л-l Л А’»

\' -г (11 Н) — ' P.^D)WPiw<h
a, a-։

էձ/))
(2.8)

Сопоставляя неравенства (2.6). (2.7) и 
CTRO

i2.8). получим неравен-

( h \4"z 7r a

Ե) 77* /7* .

fi 4- 1
(2.9)

Пусть оценка (29) верна для ։, то есть имеет место

!Г,1\т у лг Հ ’-. • - /Н2п\т֊Ч ГР ր՚’Դ
Ն/-Ա Vw ’"՜ W I «-‘l1 Հ,՞։

(2.Ю)
Из послетпего неравенства 

и 1.11 . получим неравенство
(2.5), пользуясь равенствами 1.10)

/լ <’« т i 
н / /г-

. II Հորէ
■-Հ I ^ ՚ / J A2

՝՝

J(n>
(2-11)

Из неравенств (2.10) и (2.11) легко получим неравенство

Л \п>п/ /I П1 - Н \Knt Н \т-
57 Г . 1 ! ՜ ? 'Н I \ I п -{- I \ Л I \ |/ п 4֊ I /

(2.12)

После отображения <2.1), неравенство (2.12 примет вид
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; 'Z/i*\MK’/ //* հ՜ո֊՞ . / Н*\тп/ //* \т —(pm) :՚™ Հ-f) (pm) ,213)
Здесь мы пользуемся тем, что величина v^r», вычисленная в 

метрике Бергмана, инвариантна при биголоморфных отображениях.
Сопоставление неравенств (2.12) и (2.13) диет нужное нам не

равенство (2.2.!, что и требовалось доказать.
Доказате л ьство 2.
Из неравенств [2.6>. (2.7) и (2.11). используя равенства (1.7) и 

■ 1.8), получим неравенство
ft . . // Հ/ПЗЛ-П

lip֊֊ ) 'Sin 0л, 12...<1П 1 Sin /'т. п ֊— ) -Sill J֊2...(W_|J.
\ П / \ к /

(2.14)
После отображения (2.1). неравенство (2.14) примет вид 

ft* .zn/?n4ll
( ՜Հր՜ I ՛ Sin '<m in 11 Sin f՝m. u... <zr? —1> <
\ 1Г I

<(— •smOOT11'2...(«-.i}.՛ (2.15)
\ «* /

Здесь использовано то. что величина sin 0m, |5„. <m 1|։ вычисленная 
в метрике Бергмана, инвариантна при биголоморфных отображениях.

Сопоставление неравенств (2.14) п (2.15) дает нужное нам не
равенство (2.3), что и требовалось доказать.

Заметим, что для случая //=2 несколько иные оценки были в 
свое время получены Б. А. Фуксом (| 1]. стр. 455). Однако, наши 
оценки не совпадают-с ними и в этом случае (при п = 2).

Всесоюзный заочный
на։ииносг|юител1.ный институт Поступила 2 I 196։

О.. (J. ЗЫшпЦлЦ

Գ№ԱՏԱԿԱՆՆեՐ։ ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿ ՏհՐՈհՅԹՆեՐՒ ԲՒՃՈԼՈՄՈՐՖ 
ԱՐՏԱՊԱՏԿեՐՈհՄՆեՐհ ԴեՊՔՈհՍ՜

Ա Մ՛ '1» II Փ Ո Ի Մ

|Ձ$ ........ , k = 1, ... , /! • վեկտորների միջե պարփակված

կոմ պլե ր“ քՈ-Հավա/ կ կոչվում 1;վկլիդե մ եարիկա լամ հաչ././.„Л <2,Զ, 
սկա/լւսր արտա/քրչալներից կադմված Գրամի դե տհ րմին անորր: Աշխա աա • 
/J քԱւն մեջ, ոահմանափակ ա /< րա /թնե ր ի ր իհո ( nil ո ր'[> ա(էաապաակե ր՚ււ ifh ե ր ft

մ . ււաացվաձ են դնահատակաՆնե ր կսւ1ւդ(եյ>ււ Щ-ծ ավալներ ի և
51П ..-11 համար, որաեդ I’՝ m | ֊ր ~ ո, վեկտորի և Զյ........ (2 m |
վԼկւոորներ ւդսւրունակոդ ( Ui - 1) - շափսՀհի անալիտիկ հիսլերհարքժա թլան 
միչե՝ իվկլիդե»ի մեարիկալում չաւիվաձ աոաջին անալիտիկ *1 անկլան | 1 | 
մինիմուէՈ, I,.-

Л И Т Е Р А Т У P A
1. Фу/,ч- /J. .4. Теория аналитических функций многих комплексных переменных. 

niTT.’l, М.-Л„ 1918.
Ц Иавдггйв АН, серим фкз.-мат паух. 'ё 3
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