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МАТЕМАТИКА

А. А. Талаляи

О сходимости рядов Фурье к <х»

До сих пор н.*1П:»"гт ։о, существует ли тригонометрический ряд

t.՛ 05
շ' ՜*՜ ճ'<2"t:os ПХ ՜Ւ s’n nx>

Л֊-1
с.ходишннгя к I oo *:a множестве положительной меры. В связи с 
ыим представ, яе г интерес исследовать вопрос о том. на каких мно
жей в. х меры пул - может общий тригонометрический ряд и..и три- 
г<>-о. егличес iiii я . янлякинн ст рядом Фурье, сход иться к 4-оо|1|. 
Нижеприводимая теорема представляет собой некоторый частный ре- 
зул:'пп в этом направлении

Ti-opeM .i. Для на п հօ ед иданя^го числа р > 1 существуют 
функция /’(՝). при ни ^лежащая классу | т|. и множество
/1 с п, к| такие, что

nJ пересечение множества Л с любым интервалом, лежащим՝ 
в { п, к , содержит непустое coeepu.i иное подмножество;

в) ряд Фурье функции ] {.ю сходится к -*֊ ос л каждой точке 
мнол> есшпа .1. т. е.

о п \iim i V akc^kx ( />frsinVA-)= ֊ օօ
՞՜*՝ “ծ՜։ 7

для всех х> .4 где.
я

• ! \f\t}c^ktdt, I* = o. 1. ?.•••);

bk - ՚ I /(Ոտա/Հ/^ l*= I. .

Д«'К.-13 тельство В՛ зьмем последовательность положитель
ных iHCe.j {е, | такую, чю

(О
|-1
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При построении функции /(х и множества Л мы 
зеваться тем фактом, что для любых чисел а, Ь, х и п 
неравенство

о
Г $1пя(/-х df\
I է — X

2:

Первый шаг. Через А*" обозначим какой-нибудь
центром, совпадающим с нулевой точкой), лежащий внутри интервала

Положим

I, при ձ<։».
0. при л* ( ձ<։>.

Возьмем какой-нибудь замкнутый интервал ^1), лежащий внутри 
интервала ձ|’>, центр которого совпадает с центром интервала Д'1՛. и 
выберем натуральное число пу такое, чтобы имело место неравенство

sin п {է.—
է ֊X -'-л>4 При .ՀԷ- " * 'Կ-

Это можно сделать в силу того, 
(4) при /г—>«х> равномерно сходится к 
внутри интервала А*/'.

что выражение в правой части 
1 на любом интервале, лежащем

i-ы.й шаг. Предположим, что /-ым шагом определены функций 
(1 < k ■■■> А’/). интервалы замкнутые интервалы

(1 и натуральное число //, так, что выполняются следующие
условия:

1) интервалы Д^ лежат в интервале -) попарно, не пересе
каются и не имеют общих концов:

2) с= ձլ;» и центр интервала ч'1 еовпадаст с центром

3) /■<Օ(Հ|=1Լ пРи 
'* Ю. при X с ՀՊ

интервал (с

13)

>4)

будем поль- 
имеет место

(2)

интер-

51

при -v oW.n - n, (6) 
— тт

Функции /4-1-го шага определяем следующим образом.
Рассмотрим интервалы (1 < k < k,) и дополнительные к ним

А,- 
интервалы, составляющие множество ( — Ճ Ч' ■*՛-։
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Перенумеруем все эти интервалы слева направо и обозначим их 
через («">, I < K2ft<+ I.

/ 4',՜^՜-Դ> \ / Ч’ 4°Внутри каждого из интервалов ( ՀՀ \ ՜՜՜՜շ ~—-4°

ч”+
возьмем по одному интервалу с центрами и2

4
—2— +Г

2
Полученные интервалы п.-пснум. ру՛. -.։ слева направо и обозначим 

их через А<н-»։ 1 {очевидно А,՛. ։-=2(2А։ 4- 1 )|.
Положим

I 1. при д'| ձ!,+|).| ГИ=|о. ирн <АГ>. (| к *«■>• <6>

Легко видеть, что интервалы ՃՀ ’•(! </ k> հ Л‘,ы) можно предпо
ложить выбранными настолько малыми, чтобы выполнялись следую
щие условия:

I) интервалы Д"’։» попарно не пересекаются и нс имеют общих 
концов:

II) для каждого А'(1 < k հ А',_|) имеет место неравенство

1 (7г>(/)
К ) 7 * 7 է — X kill (7)

для любого -с Г- А / ■ ’>, j =Ւ k\
II!) для любого А’ имеет место неравенство

-Լ Г /и и) (/) s'n/H/ —X] df < Կլ .
~ ' х Kt н

— ж

для любого х£ (— -) и i < п п,;

Կո ( ,r; \։/?
IV) V |Я'**>(х)№ (9)

л- । у J, у

Далее, внутри каждого интервала ' ։> возьмем замкнутый ин
тервал центр которого совпадает с центром интервала △<' 1), в 
после этого выберем натуральное число л,-1 такое, чтобы выполня
лись неравенства

V) П,+1> Л<։ (10)
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vi - Г л՜՝ <//>'-
~ J է — х ձ

—tt
При й£Н>, И > Щ\ t |А = 1. 2,-I. (11)

Отметим также, что венду определения интервалов ։) и п 
имеем

VII) , I ■< k :.ki и внутри каждого нн горя зла лежат
два интервала W‘։), SV111 из /4՜ 1-ой группы, где некоторое число 

Jti Jha ։

1 </*<Հ-+ւ. Остальные интервалы /-{- 1-ом группы лежат вне ор.
Условию II) можно удовлетворить в силу того, что k. ։ фикси? 

ровапвое число и для любого h имеем оценку

-- J* d< -

т.

= 1 Г rf/ 1 (12
՜ J ք- x ՝ Հ "

‘лИЮ ՝Դ
при x£A<J+։>, j -r- k,

где քՀ՜ есть расстояние множеств ձլ1 *’ и Удн։|>

Ясно, что число в правой части мож >о сделать сколь угодно 
малым за счет малости длин интервалов А^;

Условиям HI) и IV) тоже можно удовлетворить за счет малости 
длин интервалов Д^41>.

Очевидно, можно удовлетворить также остальным условиям. 
Таким образом мы определим функции /^(л՜), 1 k Л\, i 1. для 
которых выполнены условия I,- -,VIIi при любом />1.

Положим

(13

о? со

,|֊=ջ |К?./| + цл + ..,+«л). .14)
Z-1 /

В (13) и (1-1) предпо; агается -֊ 1.
Докажем, что определенные таким образом функция /(х: и мно

жество А удовлетворяют условиям теоремы.
Пусть а‘0£Л. Предположим, что наименьший индекс, для ко

торого Ло< Ո(5{-°+ 4-------1-^Դ
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Изопределения интервалов (см. условие \ II) видно, что су
ществует единственная последовательность вложенных интервалов, 
начинающаяся некоторым интервалом /0-ой группы, для которой число 
х0 является общей точкой всех интервалов этой последовательности. 
Эти интервалы можно записать в виде

*'Հ go.■։>. ...?յօ . Ц5)v. , , V, '։. ' I
где 1 < ՝<• < , / = /(, 1, /0 -Ь 2, • • •.

Итак, имеем
zo • • • зэ • • • (16)

՚\-1 ն
к

•*օՀ Տ?Հ / = Zo. «օ՜ր (17)

Из неравенств (1) и (9) и из определения функции f>x) [см. (13)[ 
вытекает, что /I,*)£/•</»[ ". "| и

— С dt = V V 1 \ dt (18)
’ J ր՜Հ1 мГ) ՜ .1 Z-A° 

для любого и = 1. 2, - • •.
Заметим, что в силу неравенства (2) и определения функций 

Д°(х> |см. (5)| будем иметь

V X' 1 i Տ1----_?1 ({է

п г, г- .) 1 - 'Ч, 119)

.՛ it
тля любого п — 1, 2, • • ■ ( можно, например, положить А(о= 2 У ki

' г-1
Рассмотрим теперь сумму

/հ ~
X' у Լ i ДО (/;) dt
Զ Г՛։ ' J “ ' ' ՜ X<>

(20)

Пусть «—натуральное число, большее чем //.,,|. Тогда для не
которого j i0 ■ J имеем

Ո: ՀԼււ ^ոյ^, (21)
где Hj числа, фигурирующие в условиях llh, V) и VI).

Из условия II) и из того, что но построению ^’cAJ1 [см. усло
вие VH)|. принимая во внимание (17), получаем

К շ -L ^ձև-^Ldt <2/ (22)
л#- ’ *Լ 0

для всех п — 1, 2. • • -; г > /0.
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Далее, при ւո<հւ< յ в силу (21). (17) и условийV) и VI) будем 
иметь

1 ( /<»(/) sln"(/ - dt>֊' (23)
* ,1 'г է. — Xq 2 '

— X՜
Из (22) и (23) следует

k
У У ֊՛ (' /y>(o?ln?('՜^- dt>± (/-<„)- у (24)
i-ձտ֊ւ •> л» 1 Я.

Далее, так как в силу неравенства (2) имеем

1—1 Л'՛>J (/)sin—-°'- d.t ■- 2, I

го, принимая во внимание (22). где положено i = ] 1 I. будем иметь

Л/ ։ sin л {t֊x«\d(
t Aq

(25)

Наконец, в силу (21) и условия III) (принимая во внимание усло
вие V)J для любого />./-| 1 имеем

ճ (Հ!ւ(ցտ!ո”(<՜
-Տ

dt (26)

Из (26) и (22) следует

1 00 * 1 /■ /Л \
V 'Я -֊ /<օ(/)^Լճձ—

/-Р2 Ճ гс J. f-Xa

2 շ 
/-/ i 2

(27)

Гак как при п -> оо число j, удовлетворяющее неравенству (21). 
тоже стремятся к 4-ос. то из (19). (24). (25) и (17) следует, что

Х> ՜
vn Հ՜\ ’ I Л .Л л Sin 4 I t -Vi) // IՋ Ճ V A ------1 + при л֊>ос.
м 4-ւ ‘ •]; ՜ °

Таким образом, в силу 118) для любой точки .4 имеет место 
равенство

11m 1 I՜ /(<) sln»<f--S>) dt а+х. (28)
Ո — — IT 1 L — Хо
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Остается показать, что множество .4 удовлетворяет условию а), 
фигурирующему в формулировке теоремы.

В самом деле, из построения интервалов ձլ"(1 k k.) '■ 1.2. - 
видно. что внутри каждого интервала ձօ( г.лежит некоторый 
интервал il < р, . Тогда Տլ.» с8.

Так как и силу условия VII внутри каждого интервала 'Հ'1 т'-ой 
группы лежат два непересекающихся интервала /4-1-ой группы и 
так как все интервалы ’Հ замкнуты. то ясно, что множество

<ж

есть непустое совершенное множество, входящее в пересечение Я «о. 
Таким образом, множество Л удовлетворяет условию а и теорема 
доказана.

Из приведенного построения легко усмотреть. что функцию/ л) 
можно было бы определить ток. чтобы она прнна лежала одновре
менно всем классам Ал|—р I. Более того, для любой, сколь 
угодно быстро возрастающей монотонной функции ?(и). определенной 
на |0.-f-oc). можно определить функцию f(x) такую, что

\ 9 |/(*М -f ое

и ряд Фурье которой сходится к 4- ос на множестве, имеющем со 
вершенную порцию в любом интервале ос(֊х,«|.
Институт математики и механики
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(К. IK. /ժ>ա|աքւսւհ

ՖՈՏՐՅեհ ՇԱՐՔեՐհ ԴեՊՒ ~ ՋՈհԳԱՄհՏԽԼՈհ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ II Փ II I» 1Г

Ներկա աչիւաաւււ թ յան մեջ րերվում Լ /,р |— ր, ~| , ր | , ւրսոին n/iinn- 
կանող ֆէէէնկւյիսպի օրինակ, որի Ֆուր^եի -արրր r/m tju/tfիաոէմ է »/Л<у/« 
ամեն մի ինսւհ րվտրոմ կաաարլալ մաս ունեցող pinijJա ի լան վրա։
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