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МАТЕМАТИКА

К. Б. СанджиспаПриближенный метод решения краевой задачи для уравнения АЛ? — >•’△? О
В настоящей работе лается метод приближенного решения пер

вой основной краевой задачи и случае круговой области для урав
нения

АД? - /’А? = 0.

где вещее։венная постоянная.
Для этой цели используются общее представление решений и 

некоторые результаты из теории краевых задач аналитических функ
ций I1J, [2]. Если п формуле общего представления решений вместо- 
функции Римана брать ее приближении, то будем получать соответ
ствующие приближения искомого решения Ниже испо. ьзуются эти 
приближения и при их гммотн строятся приближенные решения 
краевой задачи

§ 1. Случай уравнения второго порядка

Предварительно рассмотрим уравнение 2-го порядка

Ас !х, у) — хЧ (х, у) — 0. (1.1)
где 

а — действительная постоянная
Известно, что общее линейное уравнение с частными производ

ными 2-го порядка с постоянными коэффициентами всегда приводится 
к виду (1.1).

Задача 4. Найти решение уравнения (1.1). регулярное и одно- 
связной области G, по граничному условию.

(?(•*, յ»)|ր«/($Ն (ւ.շ;

где. /(х) — заданная непрерывная функция
В качестве области G возьмем единичный круг յշ| 1.
Общее представление решений уравнения (111 имеет вид |1|
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? (л. у) ՅՀ (Zar ֊է֊ Re |Ф(О«Ц» I z(г — է) ) dt. 
Q 

где г - z .
9 - любая действительная постоянная.

Ф»2| — любая голоморфная в области G функция.
Jq—функция Бесселя первого рола.

Функция Римана уравнения (1.1) имеет вил

(1.3)

Подставив л-ое приближение функции Римана в (1.3), получим

>՛> ^(i-Г-(-;)Tw-«*.
Введем обозначения

(ф. (Ո dt = 40(z). р,։(П dt = 4,(z).....

՝■ о

О 
и заметим, что

•?o(Oi-O. 6,(0։ -0..... *„(0) = 0. (1.4)

Пользуясь новыми обозначениями, а также формулами

\^(r)(z-t)adt- т’6п (г).

Перейдем к решению граничной задачи
Задача В. Найти, голоморфную в круге единичного радиуса, 

функцию ? .՛ . удовлетворяющую граничному условию
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где

т(О -/(0-?ճ—(Հ Г=/(0-°Л *-о (А’)“ к 2 !

Так как на окружности единичного радиуса z = —• то преды

дущее равенство можно записать в виде

Re|z-n^(z)lr=T(O.

где W'"(z) голоморфная в круге функция, равная

1(7 W - ֊,(>/- 16

Решая эту граничную задачу, находим [2]

Г = ֊Հ ±1Сг' +
2-1 J է — г է 

г

+ 2(=.1.;г-г<2'-‘>) + ^(г+гг’-‘)|. 
*-0

где С, аА, ^ — произвольные вещественные пос оянные.
Л,ля определения б\.՜) имеем неоднородное уравнение Эйлера

(1.6) с особой точкой 2 = 0. Подстановкой z = e* оно приводится к 
уравнению с постоянными коэффициентами

է-о
Характеристическое уравнение имеет вид

+ /Л/.- 1)(л —2).ц 11 =0.

Общее решение неоднородного уравнения слагается из общего 
решения однородного уравнения и частного решения неоднородного 
уравнения. Однородное уравнение Эйлера имеет фундаментальную 
систему решений вида

*W.
где к корень характеристического уравнения, k - неотрицательное 
число, мсныиее, чем кратность корня к.

Простой подстановкой убеждаемся, что характеристическое урав
нение не имеет целых положительных корней
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Таким образом мы видим, что однородное уравнение не имеет 
голоморфных, в круге г < 1. решений. Докажем, что неоднородное 
уравнение имеет голоморфное решение. У равнение (1.6) имеет частное 
решение

ф (2)=շ ֊А_ г«*+ / ~Ш-. + 
л_0 Лп+*

k -?л к \ / ,* ,?«֊*- --—Над —+֊— 
Д* Дал֊*/ '• л* Дал-Jb

где 
a \‘п 1 / ci

‘+-

ал շ=
b« = ^\f\s\ds- Л։- ’ |7(տ)«՜“** f* = i.2...). (1.7)

О <՛
Очевидно, Л* (* = 1. Ճ....1 не обращаются в нуль. 

«> .
Из (1.7) видно, что ря д v —— 7п * сходится равномерно в круге 

£ о /li+*

Следовательно
*» I.

Q(z)= 2֊-гя+*
А,о 4’*

голоморфна внутри круга |г1<1.
Таким образом, мы доказали существование единственного го

ломорфного решения уравнения (1.6). Оно имеет вид

Ф(г)=<2(г) + гл /С—М’- +Ջ
■4» Ճ

,*

^2Л-*‘

^2n-k

2^k

Q(z) есть частное - решение уравнения (1.6), где правой частью
служит выражение

7п

2-i

է շ dt
է

Из (1.8) видно, что 0(z. зависит от 2/i-r'2 произвольных дей
ствительных постоянных. Удовлетворяя условиям (Ь4), определим од
нозначно все постоянные через значения Q(z) и ее производных в 
точке z = 0.
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Продифференцируем (1.Ճ1 (заметим, что Q(^) можно дифферен
цировать почленно, гак как ряд сходи гея равномерно) и подставим 
г^О.

Так как
Q(0) = Q'(0) =---=Չ’"՜1>(0)֊0, (1.9)

ТО

а*==рЛ = О (Л-0. 1,... л-1).
Далее

q*4oi ч- =о,

2л
֊՛ (/(S)flfs 1- /С-{Ш։=0.
2n J 

о
Отсюда

2х

! с-“՛
Таким образом

Ф. (г) = Q,M1I(Z).

Следовательно, имеем

Т„(*■ У) -

V — Л* г '* 
£o(fcl)-\. ■>
v֊Lp Г
Л (*1)Վ շ /

(• /ր 1 \'.Ч(/'«(О У֊/,. I „) \շ(շ֊է)\Կէէ.

Если в качестве граничной функции взять отрезок ряда Фурье, то. 
используя вышеприведенную формулу, получаем решение задачи А

? (л*, у) — lim ?rl IX. у) = У0(«/г) Ւ 
ռ - «■

Հ Л1 ______
: 2Re I շг**/'-' 1 Уо(« 1Դ(.’- է))i/f. 

J և-.

где

/(Տ)= 
-л։

«= -S<>, 
Mo
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Հ = Զ / «\‘_L.
А՛! \ 2 / ./.՛< (и)

§ 2. Случай уравнения четвертого порядка

Пусть имеем уравнение

ձձ?֊ Х*Д? = 0. (2.1)

где л—любое вещественное число.
Это уравнение иг пользуется при расчете пологих сферических 

оболочек !3|.
Задача С. Найти в области (7 решение уравнения (2 1) ио гра

ни чиым условиям

= />(«). ք = /,W.
Ox г ду г

где /t(s) в /г (s) — заданные действительные непрерывные функции, 
имеющие по дуге непрерывные производные до четвертого порядка.

Пусть облапь 6’ —единичны г. круг. Тогда для однозначности 
9 (х. у) должно выполняться условие

j| /։(Л)81ПДs}cos.s-| rfs — 0. 12.2)

ո

При зтнх условиях решение задачи находится с точностью до 
аддитивной действительной постоянной. Если же известно значение 
?ix. у) в какой-нибудь точке, то находим единственное решение.

Обозначим Ас — и. Тогда имеем

ձս — ՚մս =0. (2. Г»

4?(*. у» \df\u(t. -)rf- -Mizj + TU), (2.3}
о о

где , (?) — произвольная голоморфная в круге функция.
Как мы видели выше, л-ое приближение решения (2.1) можно 

записать в виде

Тогда получим
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, _լ у շԼ l ՛■ _լ у ?7.л м*<^~ТТо
2։-оА!\2/ Л"՜* 2-/г!\2/ Л""

+ “»(-) + 7я(г)-
Найдя йроизводную по г

1 (ձք2ճճ+^+
ш rri(*!։=\2/ й+1 dz

■ У 7+1 IԼՀ £ճ + 1 <’ ճ ( W
2 է՜ձ(* + I)!1 2/ dz՞" 2^k\\2/ dz""-՝

1 ” 2‘+1 , л V* d՞ 1 * ?/« d” " 'ձ
-I- ~ >.____ ( - - ------ V __  ( — ----------  -

2Го(Ы)1՝2/ dzr- * 2 Г. Л!\2/ г/гл՜' ‘

Так как на окружности единичного радиуса z=— то предыду

щие равенства можно записать в виде

2Հ, (s) Re U-’ |"’1>й>'1(г)|г,

2A(S) ֊ Re|2-^։>U7։(z)|r.

где Ա՛Հ (г՛ и 1Р’2(г>— голоморфные к круге функции, которые нахо
дятся по формуле из § I.

Таким образом, для опре.елгния искомых функций ?„(-0 и 
7Л (?) получаем двв уравнения

и подставив в граничное условие

■ ^=֊7[/ւ(տ)-(ձ(տ)1.С* Հր ճ
будем иметь

д<э„
4Re-2/։(s) ֊ Re dz

։Հ._լ
' Го (A1.)2 V 2/ А-г 1

<Л_ч- 4֊ ֊հ dz

ձу JT(չ\“£_Ч■. . 'v
2 £о(Л 4 1)!\ 2/ di” ‘ 2“ufe!\2/ dz"-"-'

dfn 
dz

4Re i

։՛

fr о A! d. л-fe-l

2А-

Го /cl
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л
W,:.:)֊iV. (г) = 2.3г’ճ 

fc-0
I

mW
<՛ 2”՜,Հ M
ft-o(A+ 1)1՝ 2/ dzn * (2.5)

Возьмем первое из уравнений (2.5). Тогда имеем

г feZi> а*! \ շ / (1^-к (2.6)

Получили неоднородное уравнение Эйлера, изученное нами в § 1. 
Голоморфное н круге решение (2.61 имеет вид

с " I /г*՜’ շ2?-**-։ .
'h,tl(z) = Q(z) + ^֊3----- г" ֊! Ճ 1«* + Чц Հ--------- 7--------- ) +

Hrt k-01 \/1յէ I A2n-k¥l •
.Л-1 ^֊4 + 1
֊— + ֊,--------
Л*-j 4 гл-* +

+ Й» - (9 (

где С. C. а*. 8Л„ — действительные постоянные, причем

«о4-/’«o,4- %-

(?(г) — есть частное решение уравнения (2.6), когда левой частью 
служит выражение

f-. fl/, (О + *А(01Р"՜
2я/ „I է — z է

Находим

% (*) = Q' (г) + П(‘С. С'}г՞՜’+ Ջ Ճձճ_!ձճձ х 
Лп Jt-t д*_։

X (ч +- ₽;) + տ <^±-ձԼ ֊ 1Հ).
А-0 Л2« ЛИ

Далее, последовательно дифференцируя ՝Հ,.- քւ + I - раз, исполь 
зуя условия 11.4). (1.9), получим

(Л =
2т.

iC - с' + Հ1 f IA (s> + 'А (*>1ds = °-
О

2»
- 2«„ + 2/?„ + 1 (' [/, (s) + ifs(s) I е '‘as = 0.

ծ
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Отсюда, применяя условие (2.2), находим
2г

?'я = 0, а„= -• | [/։ (s) cos ձ- ֊{ f.. (s) sin xj ds. 
о

Hi в.орою уравнения (2.5) имеем

՞ z"-* /л\“й"Ч(г)„ <«, '• ■« ֊ ®-"' - ձ «71Й(? 1 ^>֊

Հ Si ."'I ’

Функция-—- голоморфна в нулевой точке. 11оэтому должны 

выполняться следующие условия

%“+ Рл՜ ° 1Л-О. I.... л-1).

■ - + ‘К+֊
откуда

а; =3. =Հ = իէ ֊_Q (*-<>. I. -- н-11.« 1 « к 1 я

Таким образом,

O„(z) = Q'"t։>(zk

1’?Подставляя Փ„(տ) в (2.7). получим ——

Из (2.4) находим ?я(л-, у) с точностью до аддитивной дейст
вительной постоянной.

Можно рассмотреть случай, когда граничные функции представ
лены в виде конечных сумм Фурье.

В заклкг։ ние выражаю благодарность моему научному руко
водителю И Н. Век)а. а также И. И. Данилюку за ценные сонеты 
при написании работы.

Инс:игу г пт одцнамики
Сибирского агдслеяий АН СССР Поступила 13 I 1951

3 Известия АН. серия физ.-клт. плук, № 3
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»։. Р-. ՕաՈթիևա

ЬаГИЗЬЪ ԽՆԴ1Դ ԼՈհԾՍԱՆ ՄՈՏԱՎՈՐ Սե&ՈԴ' 
ձճ?-7’ձ?-0 ԼԱՎԱԱԱՐՍԱՆ ԼԱՍԱՐ

Ա Մ Փ Ո Փ П Ի 1Г

Հողվածս։ մ տրվում Լ ilbp^. միավոր ՝րօանի ներաււմ

ձձշ (X, у) —Ь’Д? (*, >') = О (1)
հավ ա и ս։ ր,քսւն մոտավոր լուծման նււմտր'

■^ւ\ =/1(տ>. /։(i) J
<)x !r т

եղրալին սրււ րէ անների ղեսլրամւ
Դրա համար Օգտագործվի մ Լ հ, ‘Լեէրսալի կոգմիգ ч ս։ ա ։/վ ած

և՚տ X. у) — ).Ч = 0
հավասարման րոծման րնգհանո։ ր նհր/րսրսւրս մ րւ

Հողվածի սկէ/րւււմ արվում է

Де- х. у I — л5? ։ л՛, у) — О
հավասարման մոաավոր լա ծш մր

с(д\ y)r ֊ /(sl

Л ղրաղին սլարէանի դևպր/էէմ։ 1Լլնա ՚>1ւէոե • օգտագործելով ւք րէԱ^ւիղ սւոաէ/ված 
արւրունքր, արվում է (?) հավասարման մոտավոր րսծոււքր (2) եւ/րաւին 
սլալմսՀհի ղեպքամ»
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