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МАТЕМАТИКА

С Л. Гельфер

Метод вариаций в конформном отображении*

1. Пусть ձ’„ (Т\ обозначает класс функций

.-r0-|֊c։2 4-------Pc^-I------ . (1.1)

регулярных и однолистных н круге |г|<1 и отображающих этот 
круг на области D. которые обладают следующими свойствами:

1) обласгь I) не содержит точек, конгруэнтных по отношению к 
данной собственно-разрывной группе { Т\ дробно-линейных преобра
зований;

2) область /9 содержит фиксированную точку с0, <0 —/to), отлич
ную от неподвижных и циклических точек преобразований груп«ы ; 7J;

3) облас(Ь D нс содержит данной системы конечных точек 
^ր՛ ՛• ат 11 точек, им коигр ентных но отношению к группе \Т .

Поставим следующую задачу.
Среди всех функций класса 5а(Г) определить функцию, для 

которой величина

7,= Re!ЭЮй /I'0* ~Гпр (1.2)

’ ֊0

при фиксированных z0 из круга |z|<l и вещественном 0 имеет 
наибольшее значение.

Теорема I. Функция и* /0(:) класса Su \ Т). для которой 
Функционал (1.2) достигает наибольшего значения, удовлетворяет 
дифференциальному уравнению

Լ= Q(®), (J.3)
/оС’о»—Գ -2)(l V)wVa(W)

где Q(w) и р (тс) — автоморфные функции, принадлежащие группе. 
(Л, z

* Работа доложена на V всесоюзной конференции но теории функций ком
плексного переменного в сентябре Г." 0 г. в г. Ереване

’• Пол log ՜” понимается значение той ото щачно.1 в ! ֊ <1 ветви 

функции log՜^ ---- ". которая при z О равна главному значению Ipgc,.

!-а2 Известия АН. серия фил. маг. илук, У4 3 Р
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Доказательство. Существование экстремальных функ
ций следует из нормальности семейства .S.J7՜:. Пусть тс=/0(г) одна 
из экстремальных Функций и £>0 соответствующая экстремальная 
область. Воспользуемся вариационной формулой для функций класса 
ձն Т). Она имеет следующий вид ; |1|. формула (I)

fW-fW + h!?(/(.’)) 7(Գ)1-у—- 
Р Р (/(*))-  Կ

-/>;/■(/) V V —£Լ- + Օ(«։),/(Օ)=ք<|. (!.♦>
*-։ z k-։ ’

где p(w) простая, однозначная автоморфная функция, принадлежа
щая группе <л при /■ т 1. . т±х- корни уравнения //iwj =. О,
лежащие в фундаментальной области группы; bt р |,...։ произ
вольные постоянные; q(w} простая, однозначная автоморфная функ
ция. принадлежащая группе / и не имеющая в фундаментальной 
области никаких особенностей, кроме и простых полюсов в р. произ
вольно заданных точках и'а А- .(т -г s) I,- . v(m-S)-Ji). отличных 
or корней ս՛։ (fc ==!.•••,*  (/п уравнений p (w) - b, Ա I.---, m վ >•); 
v —число полюсов функции /»(и՛) в фундаментальной области; А — 
произвольное комплексное число; 3*  — вычеты функции

<7(/i2i) —<7»с0 У;'

-7'iz)P'lf(V) ; р(/^))-ь1

в ее простых полюсах г*.  f[Zk)֊-w։, \2k <1 թ = J.---. 
Будем иметь

____ Ջ_____JnrtM-R) «։=-11т ч'-^Լ

xit k - . . ”!«+sI+f.

П Ip (7'^)) --p(a/)l
g(f — qjXoL ճր* _________________ для t I. . (15)

(«I
\P (/(•’*))  * bt)

Применяя к экстремальной функции К’=/0(г) вариапиоппую 
формулу (1.4). получаем неравенство

Re p‘log f,k:Re 
I *0  ՛ •0 I
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Отсюда, учитывая произвольность аргумента //, получаем условие*

• Постоянные Ь т |-л) UblG.ipilCM П1К. ЧГОбы ВСс ТОЧКИ /fe~t......
«• («54)1 оказались bum. a o ji.ichi

^8/WoUo))—</(Գ)____ I T|'/M/uUo))_

\ /0(^0՝ (0 Р(Уо'го)))1 P Աս 1 ֊օ)) ՜ ՜

—у —V։ e и .) 2 _?*_  =0 (f.6)
ZoW c0 It -I 20 -k ' fo(Zo) ~ C՝Q t_| ֊Ո՜1:

В равенство (1 6) подставляем выражения (1.5). затем фиксируем 
в нем точки ?;(я+1).|И i , а точку z»{w ^> । н считаем переменной, 
обозначай ее в дальнейшем через г; те =/0 (г), теА = /0(~Л) (k 
v (/« հ- si + u-1) Величины <?(«՛*),  a*,  7(Л(2о)) и '/'W пРи всех k 
будут, вообще, содержать /0 iz,-.

Положим

) ֊֊ q (с0) = Գ(ճ՚). «л = °а(W), q (Л (z0 j) q (г0) = Qo (u>).

Условие (1.6) примет следующий вил

г»/о(‘о) ։ .-л! zVol^l ) I 1 v

/о(2о) - Գ *o~~  2 ՝ Л <‘o) ” Գ ' 1 2ог J Հ Wz/o (Z)P' (W)

X Г1 ՛ - P-֊-+ X' A.Qj.iw) +AMW}+ V 0. (1.7)
P'WI-Л, £, ։-.(й+.1Н

где все Ац и - постоянные. Азгоморфнук? функцию (/Աւ՚ւ строим 
таким обрпои. чмби фу акции Q*  к՝;. Qot^') были автоморф
ными функциями ю oTri.j нению к группе ;7՝|. Между автоморфными 
функциями р(л) и q -w'i существует алгебраическое соотношение 
Փւ/Լ q) 0, откуп Փհ/> (а>) է-Ф(՜ /(^) 0. и уравнение (1.7) при
нимает вид

I ։____ £?-й I ?о/о(2о) \ 1 _____Լ__
। /о(2о) - *-0  20 -2 /о'2о) — <V 1 - zoz 2wV\w)

. Ո - Հ) . Փ՛
= 1ГШМ‘- V V .֊-г---- p— - >•

, x n,£-w —p—1 • !'•»>/ ’ p ( w) - bi

Г1р1вая -i.ic . ri в п:-щя (1.8 есть автоморфная функция, нри- 
нз 'лежащая rpy.ni О возничим ее через Q(a>).
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Рассмотрим, далее, функцию //г) = f9 (e,?z)։ Л (г) б Sa(T). Вели
чина 1 2) для функции /Д’) при изменении 9 от 0 до 2~ достигает 
своего максимума при 9 = 0.

Следовательно

Но

= Re 1 ie1" L ,jm Ա | = 0>
^9 9-0 I ք(ւ (~օ) ՜՜Հօ 1 ՚ fa (’օ )

значит

Ճ10 ՜օ/о^б) յքյ/ ?օ/՝։(^օ) \
C _ ֊է- I ------------J .

УгХ’о) Գ Vo(*o)  Գ '

Отсюда, квадратная скобка, стоящая в левой части (1.8). будет равна

_ 2о (X — է £о_1 4 <?«)______

1/и ՛ 2(1) Ճօ1 (г0 ( 1 <0^)

После подстановки уравнение (1.8) примет вид (1.3). Теорема 
доказана.

2 Теорема 2. Область Dn, на. которую экстремальная функ
ция отображает круг խ|<Հ1, обладает следующими
свойствами:

1) область ԼԼ представляет собой односвязную фундамен
тальную область So группы 17} с разрезами, содержащую внутри 
себя точку с0:

2) граница области. DQ состоит из конечного числа аналити
ческих. дуг, попарно конгруентных по отношению к группе {7'}, и 
из кусочно-аналитических / азрезов. идущих от границы 50 и 
оканчивающихся в точках ат или им конгруентных.

Д о к а з а те л ь ст в о. Допустим, что существует такая точка /, 
внешняя но отношению к области D(l, для которой в /90 нет точек, 
конгруентных по отношению к группе |7]. Выбирая полюсы авто
морфной функции </(гг) в окрестности точки է и вне /Հ, и учитывая, 
что при Э10.М вычеты Й*  для = v(m4-s) 1- I.-֊-, v(/n-i -ч -т-р обратятся 
в нуль, получим вместо (1.7) уравнение

/ԼԳ(^)֊1-(շ 4<Q*(w)  О-

k ՛։
Это уравнение выполняется для всякого w в окрестности внеш

ней точки f и, по принципу перманентности, оно будет иметь место 
во всей области существования автоморфных функций Q*(w.՛)  
(/г и!.•••, и'и + si). Но в окрестности полюса левая часть неограни
ченно возрастает к то время, как правая часть остается конечной. 
Э։о противоречие доказывает утверждение 1) теоремы.
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Экстремальная функция <#=-/0(շ) удовлетворяет в круге | г | <Հ I 
дифференциальному уравнению (1.3). Правая часть этого уравнения 
.представляет собой однозначную автоморфную функцию, имеющую 
во всякой фундаментальной области лишь конечное число иолюСов 
Отсюда заключаем, что уравнение (1.3) выполняется не только внутри 
круга |շ; 1. но п на окружности г = 1, за исключением конечного
числа точек. Следовательно, граница Ц, состоит из конечного числа 
аналитических дуг.

Остается показать, что граница области £)0 не содержит разре
зов, оканчивающихся в точках, отличных от точек . а,., или нм 
конгруентпых.

Допустим, что разрез оканчивается в некоторой точке, отличной 
от точек «,,•••,«„!. Укорачивая что» разрез на малую величину 
£. :>0, получим новую область L\, принадлежащую рассма
триваемому семейству. Пусть функция Д (z), /։ '0) = г0, /։(0| = /ДО ), 
отображает круг (л| 1 на область /Հ. Функция /։(Д ( 5«(7՛) Пою- 
жив ձ (z) =/' 1 (/0(z)). փ(0) 0. ձ'(0ւ' 0. |0(z)|<I, пай iCM, исходя 

из дифференциального уравнения Пеннера |2,стр. 139, уравнение (2)[,

I -I- к՝~
՝\> (z) = г — hz—֊ у-4-о (А). А>0,

//->0 при г—-0, [Ai 1.

Отсюда получаем

АЬ; Д ('!■ (=-.)) =/, 1Հ.* + ~ք,պ + Й(А).
I — RZ

1 • к'~
1 — kz

и неравенство .//, ֊<•//. приводит к условию

Rebl±^. յ”ճ2շԼխ0. (2.1)
1 1 — kzo /o(*o)  — Գ ։

Аналогично рассмотрев функцию (?) = /0 (։р (?)) Տ,, (7՜). получим
условие

Re [ Ժ 1 > о. (2.2)
I I • Д । ?fj i “~C(| J

Устремляя г к нулю и сопоставляя неравенство (2.1) и (2 2), 
получаем

ReL».1— 1=(), ц-()| 1. (2.3)
I 1 ^օ/օ^ւ֊գ|
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Положите,
е*  _ճօճ<լօ) = и -Н V, !• —= и 4- iv.

Jo (хо) ք օ 1 ^<րօ

Гогд;.՛ соотношение (2.3) примет вид Uu V4՛ = 0. Но выше было 
показано, что кроме того н . О, отсюда находим, чго Լ'— О,

1. <. ел —ч го невозможно. Теорема доказана.
Հօ !*о)  ~ Գ

3. Остановимся hi частном случае, когда группа {7’| представ
ляет собой группу преобразовании и/—-гд-г//։"՚ւ + «շ"՝շ> где <՚՚յ и 
ակ-постоянные, отношение которых не вещественно, а //։ и ?/2—любые 
целые числа.

Выбирая ւ\. О п полагая автоморфные функции /?(«’) и ր/(ս՛) 
равными

ր («?) =. ГЭ'(К’).

v; «՛; IС I w:т . 1i — C (w — юЛт p> ՝ | Թ' (w).

։ дс Jd(.-c’) ւ(՚տՏր) функции Всйерштрэссэ, пост роенные на периодах 
“'■Г, л w?m+։. к>л,г.. յ произвольные точки, вместо (1.8) получим диф
ференциальное уравнение 

fo (շօ) (Л. — ֊ ‘ (1 — V) z«''2
С -г /I |C(w) — ч (u՛ — fo Ы)| t

՝i»t П Թ(^') bi 13.1)
i ,0(И»)-0(а;)

где W Հօ(շ): ’ /’ft (Л?= I.---. 2»։| постоянные*.
Левая часть уравнения (3.1) не зависит от произвольных вели

чин 6, [/- I.--., mi, следовательно и правая часть не должна от них 
зависеть. Но правая часть представляет собой эллиптическую функ
цию от с периодами <»»։ и ч>... имеющую н фундаментальном парал
лелограмме лишь простые полосы в точках к՛ 0. ьу /<>(2о)՛ 
те» <ւ-, ։/ 1. , mi. Отсюда, пользуясь известным выражением эллип
тических функций ч рез функции Вейерштрасса, для праной части 
уранпения (3.1) получим выражение

т т
Շ։> • С/, ( г.՛՛1 •-С.,՞ (?? —/0 (յո)) , \ /Լ ' lw а, | -- У/Հ • -| «/),

հ~1 I ։

где Со, С։, С... .4, и 7Հ н |..... т}— постоянные, причем

С, |-С2 | V д, ф /}, 0. 
I I

Здесь имеем •• 2. s 0.
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На основании теоремы 2 постоянные В, = 0 (/=!.»*•,/»),  и диф
ференциальное уравнение для экстремальной функции примет окон
чательный вид

____ £о1 l-|*ol*)/oU o)___
/<ձ^օ) Uo - г) (1 ֊ V)

— Q 4- W 4- Ղ- (K' ~ Հօ! ֊օ:) I՜ Ջ ~ ai )• (3.2)

причем
m 

^-ք-գ-ւ-շ^ о. 
I- J

^'=/o(2) = ^2 -c2z2 + ---, |z < I.

Сравнением коэффициентов при — и ----------- в обеих частях
■ЦI 2 շօ-շ
(3.2). находим для постоянных Сх и С., выражения

С -ժ° ՜|շօ12)/օ(^ ‘ с = 

Л<2о)/о(О) /<|(го)
Положив

(3.3)

__________dt_________
/(Г- /2)7П=

m

и интегрируя уравнение (3.2), получим

'11/  х
» Ml֊ 1* օէ*)/օ( 2օ)' 

т
£’) 4՜ Спч (w — /0 (z,/ ) : У А.(■«՛ — а,) dw =

-֊ 2Л(г, |z0 |). (3.4)

В предельном случае, при и>։—>оо и <и2—>оо. получаем

с ։քՀ/ • ■ ^'^2 dzv - F (z. I Zo J) 
J I U'(U’-JO( z)) (a> - Պ)...(-տ? — a„)

4. Рассмотрим класс 5(7՜) функций вида (1 I). t’o -0, регулярных 
в круге д|<1 и однолистно отображающих этот круг на области D. 
обладающие свойствами 1)и 2) из и. 1, причем группа | 7՜ - ֊ двояколе- 
риодйческая. Семейство ձ՝(7') также нормально в круге z|<l.

Дифференциальное уравнение, для экстремальной функции нашей 
задачи в этом случае будет иметь вид
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ճՌ ՜ 1?օ
/о (*օ)

------- г„ Գ ■ Գ’ W+ Գ'Հ^֊7օ(?օ))
-o?.(z-?oiw *

где С։ С2 0. Приняв во внимание (3.'J, найдем# что для экстре
мальной функции /0(z) выполняется соотношение

Горьковский инженерно-строительный институт 
нм, В. 11. Чкалова Поступила 2 I 1961

Ս. IK. Դև(ֆեր

ՎՃ1ՐՒԱՑհԱՆեՐհ Մե^ՈԴԸ ԿՈՆՖՈՐՄ ԱՐՏԱՊԱՏԿեՐՄԱՆ ՄևՋԱ Ս’ Փ II Փ Ո Խ Մ
Դիտարկվում է ] Z <ՀՀ1. շրջանում "եդու/լար, ար/ Հրջս՚նր D սւիրո։ քիէի' 

վրա միտքԺերթ արտապատկերող հետևրս/ հատկություններով •></ ավուճ

= / (г) — ֆիկցիաների Sa(D դտոըէ
л-0

1. Г) տիրույթը չի պարունակում կոտո րոմրո՝ դ՚ք ա էին ձևափոխություն
ների արված иեփական [tii/վո/յ , / խմբի նկատմամբ կոնդրուենա կետեր։

2. I) տիրույթը պարունակում Լ ֆի բււվւոծ ք՜() — / (օ) կեար. ո րր
ւոսւրրեր Հ / | իէմ/էի ւււնշարժ ՈԼ !ւ1՚կէիկ կետերի էյ:

•i. D աիրտ յթր չի ոլտրա.նտկայք Л р ■ . (l..։ կետերի տվրո/ սիոտեմը ե
{7 । ի՛մրի նկատմամբ նրանք] հետ կոն/յրո/ ենւո կեաերւ

'իարիարիtՀհ մեիմողով հետաւ/ոավէւ։ մ Լ Sa( ՜/) դաոի J ( ?) ֆու'1էկէ]իալի" 
համՀոր

I Zo J

ֆհլնկէյիոնա լի Հ րսա բեմում ի խնդիրը միավոր չրջանի/] տրված Zq-[> ե իր/ա- 
կան հ~ի գևսլ,րամ։
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