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МАТЕМАТИКА

Г В Ба да. । ин

О методах суммирования интегралов (рядов), 
эквивалентных методу Рисса

Рассмотрим последовательноеь чисел 

0 = Նյ<Ն<Ն •<!«<••• 
и функцию А(х), определенную для 0

Определение և Условимся говорить, что | h(x\dx < ум 
ю

мируем по методу (R, п, 7) если существует

Заметим, что в случае, когда հ — v. v =• о. 1. 2, • . вышеуказан­
ный метод совпадает с известным методом суммирования порядка п 
по Рнссу (см. |1|, стр. 114/

С целью удобства исследования, представим левую часть (!) в 
другом виде.

Применением теоремы Дирихле о перестановке интегралов, в по­
вторном интеграле получим

х
ртя \^h(x}dx

о о
* X

= J A(x0)dx0 ldxx. (2)

0 i. X.
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С другой стороны имеем

Последний интеграл представляется контурным интегралом

4՛ ■ ■ ■ р? ՛ dX1=
। 1

= (- о 4՛ __ w/________=
,)г.р֊ъ>-С-֊т,Г

где контур С охватывает все нули знаменателя подинтегралыюй 
функции (см. |2]. стр. 35j.

Из (3/ и (4) следует, что

|Հ“ т"-՛ ՜1՞-՞ 'dx„ ,

(5)

С другой стороны, простое вычисление показывает, что

\ՀՈ 1 ’մ^-. pri' 'rfx,= ճձ

“ ;; гь,
Из (1). (о) и ։6) следует, что определение 1 может быть вы 

сказано в следующем экви вален ւ ном виде.



о методах суммирования интегралов, жянвалсяпшх методу Рнсса 5

Опре д е л е и и е Г. Условимся говорить, что h (л) dx сумми-
<»

руем методом (R, и, 7), если существует

Jim I * • i^dx (R. и, 7) j/t(.v)dx. (Г)

й ' о

где

Пт. Ր(-^ ն;

-Г-‘ !п(г-+т.)

а контур С охватывает нули знаменателя подвнтегральной функции. 
Наряду с последовательностью

° = 7օ<Լ (7)

рассмотрим последов։։ тел ьность

0=li<T։ < li <•• <?« С7')

и введем еще обозначения
*

Л(< 7) = р/ (8)
6
х

ЛР- Т')= р/(А')"Ч (J՛ ■ 7')</л (8')

О

Ո
ГД^.З, Т'>= I п ; 1 ': (՛('-) ' ֊’. Д; (9’1

2г:‘ . , с+т. J\>• / '■
♦ > с

где 0 -< х < 3 — произвольные числа
Исследуем взаимную снизь между функциями 7„(л, 7,1 и /л'л.
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Теорема 1. всякого к. о * < «• справедливо равенство 
п Г

յո(Հ V = т')+ КДО, ), Հ) (10)
м-t Т*

// наоборот
/1 Հ

Հ) П ~ յ« <>•.•(>+ И,(<и. 1). ' 'И՛')
. I •*

Да к а з а те л ь с т в о. Им еем

7) - р/(x)uh. ( (II)

о 
Обозначим

du — h (л) dx, v = «я Г ֊ ’ Т У

П
и = i Л <л> dx, dv = ֊ П_’ Г * 1 '^-dx

;>՛ - ПК+w

с • '
и проинтегрируем (II) по чистим, зная, что при п -՝ I. <»(>■) = ') будем 
иметь

Л '1 х«
I ГК ( -с-1 kzdr [

Л('-Т1 I ’ . I ֊յ'------ - I Л(.։)^х
1 I ПК 4-ն)

;՝■ ■ ■ V
п х V,
п -1՛ с С . С

I___ ‘-jf:. I Л| • 'dxx I h(x)tlx.
^՜1՛ I A 1. ' ГН՜’ *b 7») J J

Ժ т-t л a
где Re(—1)>0.

Для краткости обозначив

V I 
будем иметь 

” >• *
П՞^ ք* (1Լ Ր ^ր_Հ J I I*

Л('- 7)֊ -՛— ДС, U Կ Л(х)</х.
—•*է I I

<; Հ 0



О методах суммирования интегралов, эквивалентных метолу Рнсса 7

Последний интеграл снова проинтегрируем по частям, полагая

du-х'1 ' ЛхДк(х) dx, tf = A'j ՜ ’• .4 (<) 

о

Л х) dx, dv
(С ֊Г

<)
При п 2 
лучим

)х ՜ т> ‘ 
__________ dx,

-

проинтегрированная часть будет равняться нулю, и мы по-

л
Пт
2та

' Ն՜յ.V, dx. // (х) dx.

н =
о

Л(х. т) 11 1 •<; ՛

о О

Следующий шаг делается с тем расчетом, чтобы для и получить

dx. h (л ) dx.

Продолжая этот процесс, будем иметь

Проинтегрируем еще раз последний интеграл, зная, что на этот 
раз проинтегрированная часть не обращается в нуль.

Тогда будем иметь
п л*»։ _ -
Ու ր гк- • 7:)лч.-1 -ч* „ Y _յ

J«(Z՛ V) - I -ձ:լ£—ո--------------- ‘
I <՛■

c ։
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с

где контур С охватывает точки J— yj. • - 1.2.и Re (Հւ <0 для 
всякого С՛-՜ С.



О методах суммирования интегралов, эквивалентных метолу Рисс.т 9

Заметим, что

следовательно.

/»(>■. 7)-հ(հ т')п!՛ +

Этим, н силу (9'), первое утверждение теоремы доказано. 
Аналогично доказывается и второе утверждение теоремы. 
Теорем а 2. /7з существования

limJ/j(X։ •/) S

следует

lim И, (О, >.) = (1 - П Y֊)s. (12՛

Сперва докажем, что справедлива следующая лемма.
Л е м м а. Для всякого щ 0 < >■ справедливо равенство

где контур (Լ как всегда, охватывает точки
— Tv -7s. - , -Т„ « КеС<0.

Доказало л ь с т в о. Непосредственное вычисление показывает, 
что

вне ограниченной им области точкугде контур С 0С1авляет 
Очевидно, что

равняется сумме вычетов подинтегральной функции относительно 
точек С = 0 и Հ — со.
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Это значит, что

(15)

В силу (12) и (15՛ равенство (13). а следовательно и лемма, 
доказаны.

Для доказательства теоремы 2 оценим разность
* f \

г„(0, ո-ձ(ւ п-֊) 
՝ V I Ту '

Из 9) и (13) имеем

cf[ • • ••,. ՝ v ... т).д
V. I Т, 2“'J , ։ ’ + 7, V Л ' >՝С о

Помножим второе из последних равенств на 5 и вычтем из пер­
вого. Тогда будем иметь

Г„(0.'-)֊5(1-ПУ) =
\ »у !

Согласно условию теоремы, для всякого г>0 можно указать 
числа .1 и О Л * такие, что будут справедливы неравенства

г՜)•-•$!<? (17>

когда л- .4 - .4 = 
и

Re'<0. (18)

Отметим также, что из существования предела Jn(x, Հ , когда 
х а;, следует существование абсолютной постоянной М. такой, 
что

,4(а-. 7') -Ճ՝ <Л1. (19)

Из (16) с учетом (17), 18) и (19) получаем



и методах суммирования питсгра.тон, эквивалентных методу Риссл I 1

Этим показано, что при достаточно большом л в условиях тео­
ремы

КДОЭ
п ..

Д' п<1<!-
где гл ==, /.) >0֊ число сколь угодно малое.

Этим теорема 2 доказана.
Теорема 3. Пусть последовательности I՜.., И учнтлет 

воряют соответственно условиям (7) и (7'), тогйа tin существо­
вания

1ИП./ДХ, ?')
i— х-

слеоует существование н
Нт.7я1/., -ft,#--• *

причем они равны. Справедливо и обратное утверждение 
Д о к а з п т е л ь с тв о. Действительно, пусть

lim (X, 7՜) = 5.i—•=*
С. другой стороны, из теоремы 1 имеем

п
J. т)֊-п о г. (о. ՛)■

v—l ՝•<
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Составим теперь

Л К )֊5=П֊Л Հ1-ք14տ г 
..,Ն -ւ Ն

֊ք֊^ւրԹ И ; О./.).

I1меем

1Л Հ т) ււԽ.ս. Հ) 5р- 
.-I 7.

'О. О—

Из существования
lim Ja (>֊. = S.

и силу теоремы 2 получаем
1։т 7„ (X. ;) — ձ' = О.

Этим теорема 3 доказана.
Доказанная теорема показывает. что мощность метода (/?. п, V 

но записи। о։ последовательна. ти чисел ;։ Это значит. что метод 
(/?, //. •() и классический метол \R п А՝) Рисса порядка п) совер­
шенно равномошны. так как последний получается из (К. п. J при 
քէ Տ=» V. v«0, Լ Ո.

Действительно, при 7,= • о. 1.2.

II

Հ.(Հ •) рт(х)[ 1 | dx.

РаЬсмотрнм теперь ipyrofi частный случай, когда

Го <>< 7. = 7:в ’ ’ 7„ ’•
Тогда будем иметь

/ ։. ПтР:Jn (Լ а IА (л I I _ dxJ 2х/ I :сч-«Г 
,1



О .методах суммирования интегралов, чквиналентпых методу Рисса 13

Нетрудно заметить, что

Это значит, что

о
Определение 2 Условимся говорить, что интеграл

(20)

հ (х) dx

■суммируем по методу (-/?*, //, а). если существует
11тп./я(Х, а), 
х—»

где յո(.Կ а) определено в (20).
Из теоремы 3 и определения 2 следует
Т с о р е м a 4. Для суммируемости

j Л (x)dx 

О
ло методу (R-հ п, х ՛, необходима и достаточна его суммируемость 
по методу Рисса порядка п.

Если заметить euie, что

где

(21)

то теорему 4 можем сформулировать так: 
Теорема 4Հ Для существования

Л 
lim j h (х) Rn ( ® ln ՜ ) ^х՝ 
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где R.։ (z In— ) определено в Г21), а>0 нроислольное число, не­

обходима и достаточна суммируемость интеграла

|| h .<) dx 
Г.

по методу Рисеа порядка п. 
Рассмотрим теперь

22)

Если обозначить 

A։(.t)

и

н заметить, что у(/.)=0, то после интегрирования по частям будем 
иметь

и с

или

А(Х. ։)=—1 (Հս{1ո-Հ՜Հ-. (23)
(г/ -1)1,1 \. х) I.

о
Последнее равенство в силу теоремы 3 доказывает справедли­

вость следующего утверждения.
Т е о р е м а 5. Для существования

I (' / >» \«-ւ f/y ,
lim 1J lim |A։lxi(ln—)-..i/z 1)|J \ x) к

<1 
необходимо и достаточно, чтобы существовала Z/։ (х) = А (л։), а ин­
теграл

ос
j //(.V) dx 

о
был суммируем по /dicey порядка и.



О методах суммирования интегралов. хквиналентных метолу Рисса J5

Теорема 3 позволяет известную теорему Абелева типа «см. |3|. 
стр. 160) для преобразования Лапласа сформулировать я более общих 
терминах, заменив в ней

через

причем можно использовать также свободу выбора чисел ֊,-1. շ ... п. 
В частности можно полагать է» а. յ շ.... п. или сформулировать гео* 
рему для А, (х) в терминах (23).
Ереванский госуларстнснный Поступила 29 IV I960

увипереиici

X* Վ. Atiu|ui|i(u0

ՒՆՏեԳՐԱԼՆեՐհ MW) ՃԱՆՐԱԳՈհՄԱՐՄԱՆ’ Ռ-bUUh НЬШЬЪ 
ZUIIUP(H?₽ ՄեԹՈԴՆեՐՒ ՄԱՍԽՆ

Ա (Г «I» II Փ II ь и

ԴիէՈէՈրկվամ է թվերի Օ = 7օ< .։ <Tn հսք1ո րդականու թ լուն ր ,
0 -С X <Հ ՕՕ tiիչակալրու մ որոշված A(Xl ֆունկցիան. ինշպեո նաև

որտեղ C պարղ կոնտուրը ընդգրկում Լ ընղինտեղրաք ֆտնկէ/իէՈլի հարոսւրւորի 
զերոների ^րջռկալրրւ

Uւո'>մանվու մ է ինտեգրալների հանրապումւորման I R. П , *{) մհթույր ,

"՚ I11 Լ ^‘՚ (x} dx^p է/կոչվի '•անրաղու .! արև լի րոտ ! R, Ц» մևթողի» և/I ե
Ս

7"/"*/^/"*^ ունի

lim j հ (л) и», ( • ; ) dx (R. n. հ A (x) dx>

у՝ t <•
lim/if I, տրվամ. որ R fl, 1 մեթողի ՚ոլորւո {!/անՆ անկսւիէ Լ թվերի

(7,| ‘•••՚ջոր'րո1/էոՆու թրո^Ւա1
11տուէքված արդլունրր կ{էրաովում է Լասլրսսի ձևափոխություն մհշւ



16 Г. В. Бадялйй

ЛИ ГЕРАТУ РА

I. Харди Г. Рлехолпщнссй ряды. Издательство ИЛ. М., 1951
2. Бадалян I Б. Обобщенные ф кюри, льные ряды. .Сообщения Института матема­

тики и механики АН рмССР*. иыиуск V. 1550.
3. Бин Дер Поль Б. и Бремм^р X. Онерлия-шное исчисление па основе двусторон­

него преобразования Лапласа. Издательство ИЛ. М., 1952.


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

