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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В. С. Саркисян

Кручение анизотропных призматических стержней 
сечением в виде удлиненного авиационного профиля

Впервые задача о кручении изотропного и ортотропною стержня 
сечением в вид- анианиоиного профиля, из к частного, так н общего 
типа, была приближенно решена, исходя из вариационного уравнения 
Лагранжа и из вариационной формулы Кастилнлно, академиком Л. С. 
Лсйбензоном |1|.

Позднее, та же задача для изотропного стержня сечением и виде 
авиационного профиля частного типа. т. е. сечением, ограниченным 
полу кубической параболе й. методом малого параметра была решена 
Дунканом |2| и тем же методом, но довольно строго математически 
обосновано— Д. Ю- Пановым |3. 4|-

Та же задача в более общей постановке методом функций комп­
лексного переменного приближенно решена Икун |5).

Приближенное решение залаяв о качении анизотропного стерж- 
НЯ. имеющего только одну плоскость симметрии, нормальную к оси 
(г. е- неортогропиого). сечением, ограниченным полукубическнми па­
раболами. было найдено В. Д. Ванториным j6jx.

Решение задачи кручения неортотропного стержня методом ма­
лого параметра получено А Р. Янчольски.м |22| и нами в работе |8|.

В настоящей работе рассматривается задача о кручении неор­
тотропных стержней сечениями в виде удлиненного авиационного 
профиля общего типа. По метолу малого параметра получены выра­
жения функций напряжений, жесткости и касательных напряжений, 
определены максимальные напряжения.

Исследованы вопросы о точности приближенных формул жестко­
сти кручения. Полученные результаты иллюстрируются числовыми 
примерами.

• Ա Д. Империи решил лифферсицнадьиос уравнение А. Ш. Локшина (7| и 
лалчче вручения анизоiponxoA (<icopxo*punuoii)  при)ми метолом Рипы, си ранични<ыС1. 
Первым П|ж6.1|пкенкем. Если в результатах, полученных В. I. Ванториным խ|. перейти 

модулей pii'.iixin х коэффициентам деформации J •֊• 4. 5). го.заметим. 
•Ий пиржсццп жссисостп и kjcj с.п.ни-. 1ппряжс11пи ис ыписят от коэффициента ди 
фармаИми иначе ronoi'U. то лучин р.чпенне мллчи о кручении oproiponiioro 
стержни. Hi ii.hu тигля] ирипид|.ным било бы ограничнться нс первым приближением 
решении ypUIUICHIHI кручения HCOprUTpomtnrci СИ'РДНН. .1 хотя бы вторым или тре­
тьим. чтобы нытшдось плиипнс меортотройности материала.
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Как частный случай, получены результаты для кручения анизо­
тропных стержней сечением в виде удлиненного параболического 
серпа, параболического сегмента и полу кубической параболы.

§ I. Постановка и решение задачи

Пусть поперечное сечение стержня ограничено двумя кривыми 
ОРХ!\ и ОР.ЛР2 (фиг. 1 заданными следующими уравнениями

Ь--------------------- где а, ал—постоянные коэффипи-
иг յ енты, in, р, q— положительные

числа, Ь — ширина профиля.
Область, ограниченную кривыми (1.1) и (1-2). следуя академику 

Л. С. Лейбензону, назовем авиационным профилем.
Определим коэффициенты а и <?г Легко видеть, что ордината у 

получает свое максимальное значение при значении абсциссы
I

Тогда, при помощи уравнений (1.1). (1.2) и выражения (1.3), 
находим

а = 1\т. р, д) /1г
я։ — Д (т, р. q)-k.,, 

где
т~рч 

I \ Р \т փ pq)
S(m, р, ?) - Д = ------ ------------------- (15)

т ’’ (pq "

а հՆ и //.. — наибольшие высоты профиля (соответственно верхняя и 
нижняя).

Так как поперечное сечение представляет собой узкую, длин­
ную область, го отношение 

естественно принять в качестве малого параметра. Тогда очертание 
авиационного профиля (1.1)— (1.2) можно описать уравнениями

у = ><=«. (17>
у = /.f29(A*).

которые эквивален ты уравнению
У) = Լր ><»(л)|-|у — Хсй? л)| ~ 0. il,7')
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Здесь введены обозначения:

?(х)=хт(Ьр-ху, 2//,Л
(Л, ■ 1

2/?2Д

1;<х, у) = 0 — уравнение кривой, ограничивающей поперечное сечение 
стержня.

Как известно |9|, задача о кручении анизотропного стержня, 
имеющего в каждой точке плоскость упругой симметрии, нормальную 
к его оси (т. е. неортотропного), сводится к решению уравнения

Պւ
ժ24*  ,
- — '2av, дх2 к

, с)2Ч‘
-------- -f-iZz,-,’ -— ՜-
<>Х()у •• ду-

-20 (1.8)

с граничным условием ՝Г (х. у) 0 вдоль кривой Г(х, у) —0.
Здесь ‘Г (х, у) функция напряжений, упругие постоянные, 

удовлетворяющие условиям

ап>0. Л22>Р, вц«аа — > 0, (1.9)

О --относительный угол закручивания.
Положим

у = bj ՝Г (х, у! - Ф'х. т(: а). (1.Ю)

Имея в виду (1.10), 
писать так

уравнение (1.8) и граничное՛ условие можно на-

Ժ=Փ Ժ2Փ
дХ2 OjCOTi

„ (Н' - -г.֊-
•------— — z ՛ ՛
ծՀ

Ф [x, (x); X| ֊ 0.

Ф [x. ca?(x); И 0.

Представим решение (1.11) в виде ряда ио степеням ՚Հ

(1.11)

(1.12)

ОО
Ф(х. 1Հ. Л) = V Рк(х. Tj).Afc.

Л-0
(1.13)

Тогда, при помощи (1 11) (1.13), для определения неизвестных функ­
ций Pt (х. >,} (Л’ = 0. I, 2, 3. .1 получатся следующие рекуррентные 
диффгренииальные уравнения с соответствующими граничными ус­
ловиями |8|

’ Лснмпгогпческая сходимость этого рял.'1 донольно строго математически до- 
казэаа и работе |8).
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(h?

оа 1 а -о“<212 1 й22 — Գ
(1Հ(1րէ dr{-

а
ո ах2

ԺՓ*
ах-

О — 2л։..- — 
дх&ц

аИ’

2an.2i£‘ri+a։,.
dxdr.

֊_20 
ժ/ք

= о 
(1т?

(1.14)

ձ|*.  г։?(л)| =0.
/>*  Iл. c# (xiJ =0.

(1.15)

Из рекуррентных уравнении (1 I I) при помощи (1.15) последо­
вательно определяются функции Р*  (х. -ц) (Л - о. 1. 2, 3....)

/%(■*,  7,)- О, 

Р։ (X, Л) = о.

Т() - — —յ:”(/Հ zr-lcri—
Հ7՚շշ

Ол-1

Р4(х, ր,ւ = ՜“!.7" 1«я г(Ь"֊ |(г лЛ)1/-л-р«)֊

1 cdx-’՞'(!>"
3

У)1' ——л")2՛’՜"-(г —Лл5)*х

, 2(/Հ-^’)" 2-[(г л-)(;-^и)-
^22 I

— хр(Ьр — xf,)sp\- - '՛’ + Agx2’1 (/,/> _ г)-"-֊хSm [b"- х1’}՝" 
6 6 6

- 2</лЛ’' ”■ (b՞ " |(г .v"s) (/ - Л) psx^ Ь” х”)| х

х Ճ _ -x1’)՝1-г ‘^х2т (1Հ ֊֊ .^ք' >.

I К =

AO.1,2....)

(1-16)
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где

с = сх-гс2, d ^Ci'Co, տ = ու 4՜ р>/, r = mbp, /--(т l)bp,

и = ու 4֊ pq — 1 —р, g = Ժք --г су2 -J- с2., v = 2т 1 ֊4՜ 2pq—р, 

ք=(2ու-

Таким образом, последовательно определяя функции /Л (л՛, vj, 
можно записа.ь выражение для Ф(х. ц: л). следова гельнио, и для 
функции напряжений

Ж, У)=_ А у=+кг1сух (ь' - А'-2 • | А11,1 ’-ՀԼԼ. +
«И I «22

+ ֊ А) (г - A) + г- 4Агг£>Аа_. |(r Л) (/ х°и} _

-хи(b1՛ ֊֊<>sp|| 4֊ а%х2(и "(bp—xp)2" ։> х

X I - --x*(b p - .v7’)՜ ֊ v-а^ Лс (b" - xp) (г — хр$) — 
I a-i-շ ' Ք՜-շ

• Цг — XPS) (f - хри) — ճո\!ք — Л"°) sp — 
а22

■ ~6<I(/--A)(/-A -Ab’ -A-VIJ + --- (1.17)

Հ Jtw«ni« АН, серпа Фнл.-ма։. паук, >i 2

1 U a ? ճ *յ
- У21 —— I (г - Л) (/ — x‘'tL) x(> (b" — x") sp I 4- 

\ a2-'

+ J< (г-АИ-^-А^-Кг -Л)(/ ■i.x")-Z(b''-x’)sp|^+-

i^L(r-x"s) (ծ” - /|Хт
I Л22

7 d’. CL' c՜
+Հ ՅսՀ ' ։(Г ՜ (^֊Л) - ^') spl -Ճ г -‘v-tr - Л)2 -Ь

+ . |(г - Л^) (/ - хри) - хр( bp - хр) sp] -

- 4;՝- •К'— - аА,> - /'“■чб" - -и । В +aL( /1

I 2ճ* с՝2
,'ր1(ր A)(Z —Ан-

I *̂*.'2

Л" '*
-^(^-As/>) (г-Л)։ +

HZ2



50 В. С. Саркисян

§ 2. Жесткость кручения неортотропного стержня

Определим жесткость анизотропного призматического стержня 
удлиненного авиационного профиля

С։ = -*  ( Ч*  (л*,  у) dxd\\

Подставив значение функции напряжений из (I 171. проинтегрировав 
но у и выполнив ряд нетрудных. но у томите., ьныл преобразований^ 
получим

. Л3 (г։ - i։)3 Мг (£յ—с, * ау. Л» - с2)Cr- __ . J, — —.. J, Л х I

х |ժ |апая (G - c9f -f • Հ 4 4 (q — c,)*  X

хкЧ-А-^^х-АПт-ОСХ’к (2-0

где

Հ
= j’x 'm (ծ՞ ֊ x^dx.

Л—'(У-л')4» '(г֊Л)Л. 

о

(ծ*-յժ) 5*՜ 2 |(ր - Л) (/-Л) - dx.

1>
р™֊’ ։/Հ _ ,e^-\r - x^dx.

п
ծ

Г -|(г—Л-М(/ /Чи—psx0 ւծ՞— А-р)| dx.

о

Вычислим эти интегралы. Для этого введем новую переменную г

х Ե.
Тогда

ի\է.ո ‘ <М) Դ > 
Л Я —-----------------

Р

I а» • 1
I (1 .-) и՛'

о

o/3m + l .. , д 
----------------- В I -------------- 3</ ; I (2.2)
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Здесь введено общеизвестное обозначение эйлерова интеграла 
первого рода (бета-функция)*

1

В (а. 8)-

о

Для вычисления остальных интегралов воспользуемся формулой 
приведения

Տ(». ₽) = ֊--»(<■ ։.?>
a-f-fi-֊]

Тогда

^<rn.W) 4я/ /4лл_}_р XI
Л=----------- , чу — (т />у) В[ -֊-> 4у ) -=

Р I \Р / \ Р /I

= ֊֊֊֊ ՛ т - (т + pq) —-----j В ( -4у ) - 0, (2.3)
Р I т ֊} pq \ \ Р /

ՁՈ1 --J 

Р
J3 —---------------

р
т (т - П В 5q — 1

-\2m(m+pq 1)-фру(р 1)| В (5у 1

\ Р

+ (т -г pq) (т pq- I) в(-т------ - ՜7 ~Р . 5у — I )| =
\ р /I

------ о3(т. р. q)B(---------------5q- 1 . (2.4)
Р \ Р '

I =------ /п2в |, iiq - - I )—• ՝2т (т pq) X
Р 1 \ Р /

д / 5т - I 4- р \ / 5/Л — 1 -| 2р - , \ |X в ( ----------------£֊, 5у — J ) 4֊ (щ ф pq)'B ( ---------------— • >q I =
Р f \ Р /1

= В (֊ ֊֊1 . 5q - 11 (2.5)
Р \ Р /

1 . г- .
2а ---------------- \т{2/п—\)В['— —.5g— 1]--

Р I ՝ Р '
-|2^(2/л . 2ру֊1) pq(\ - p)]B(-n֊ f ։,5y-lV- 

\ р /

Нбпо.11ЛОьаЛ(1С|, ■ бщепзнестная формула В [а, 3; = ?

I* В л льне^шс-.м. при решении конкретных примерен, для нычкеления /Л д, ;) 

"'V? • Здесь Г (а) Ռ՜Պէ" ։rfx 
«+₽) 2

— рими фуккиИя. численные значения которой брллш.’!. из (10)
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-НМ рд)(2т-\֊ 2/Х/ ֊

. / ։х (5m I) |2м (т + pq 1) 4 рд{р — 1)| .
\(т, р. д) = пЦт — I) — - ----------- ------- ---------- —— - —----------

5(m4-/W)-l р

(5м — 1) (5м — I 4- Р) \ м- 4-Р?) (m 4֊ рд — 1), 
|5(m I■ рд\ 1 Հ I рд) -if

Мм, р. q) = nr —
'2т. \т 4- рд) (5т 1)

5(М ;>7i р I

(м 4-р?)-(5м — I) (5т — 1 4-/?)

|5(м4-^)֊-1 ֊ /?||(5(м 4 РЧ> I]

Ъ3(т.р,ч)^,п(1т -|)_1»£±ՋՋ2Ճ2Ո=^^)1(5"! П|

5(м + рд) — р — I

(м 4- рд) 12м 4- 2рд!) (oz/г-— 1) \5т — I 4-р)
|5 (м 4֊ РЧ) 1 — ft) |5 (т 4- рд) 11

Подставляя значения интегралов Հ........J., из (2.2) - (2 6) в вы
ражение (2.1), учитывая выражение (1.5) и значения с։ис4, для жест 
кости кручения неортотропного призматического стержня удлниенйог 
авиационного профиля окончательно получим следующее выражен»

3<7 . , | . յ . х 
3e28ft \ р ) 3a^ft(fc։4-//2)4

X {(Л։ - Л2)2 խոճշտ (Aj 4֊ Л։)г - 12Հքշ//։//..| ձ։ (т. р. q) 4-

4- 4(/4 4֊ /։0)21(Л։ — //.,)֊(7՝,р.(т, р. q) (т. р, </)|| X '

Х«^֊֊1-5?- 1) + 0(Х;|. (2.7)

В частном случае, для жесткости кручения неортотропного призм; 
тического стержня удлиненного симметричного авиационного профи; 
(т. е. հՂ^հ2 = Л) из (2.7) будем иметь

г 8/?А‘Д3 Л / Зм 4- 1 - . \ է
Ct= -ft------------- ձց 4 14- ֊ր-ր/-'4(м, р. q) X

'^ачиР ՝. Р йа՝пР

X ft I -^=-’ . 5q - Л 4- О Ռ'). (2.8)
\ Р f

Более точное |с точностью 0(/?’)) выражение .тля жесткости при кру- 
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ченяв анизотропного упругого стержня симметричного поперечного 
сечения получено в работе |8|.

Если стержень ортотропный (г. е. а։г —0). го для жесткости 
кручения из (2.7) получим

г 8W _/ Зт + 1 _ Л , 8Х5&‘Д»дп ,
С.=----------- В —---- • 3<? I 4-6-T-/L г1\»Х

X ((Л։ — </)֊{֊ 1Л։ЛД(т.р, q)] X

Х/?(°— 1 . 5</- Л | О(Х’). 

• Р
(2-9)

.4. С. Лейбензон, исследуя задачу о кручении ортотропного стерж­
ня с сечением в виде авиационного профиля, всходя из вариацион­
ной формулы Кастилиано, получил [lj

C’J = </։յ

b(a i. ay R (— + '- ■ 3<?+ I 
' P

й G.>3 I

(2.10)

где

н (Jj3 в б?л — общепринятые обозначения модуля сдвига в плоскостях, 
параллельных координатным плоскостям хоз и уог

Введем обозначение

(2.12)

Здесь /7
a*  -f аал + а}

I)՝
назовем приведенной геометри-

ческой толщиной профиля, а (Л —֊-— приведенной физической тол- 

тиной профиля.
Тогда выражение (2.10։ можно представить так 

h IV> A՛ i Зт "Ь 1 L ։ \

л
Р 

3/>

1
(2.13)
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Если это выражение разложить в ряд ио степеням Հ' (где 4<Հ1
то получим

*(«-) а,]*в( — 1 1 • 3? |)

С,= СЯ- —հ֊2՜ ֊z|l - Հ՚ + >.-֊''.
Зр

или
С* х.(прнйлЛ г՝ է — Се Т ’ • 

где введены обозначения

Ь (а 4- а,)՛’ В ( —±1. 3? + 1) 
ժ,'"“"Խ,|=ճ„֊ А—£-------------- -7 х

3/>

a= + uai ка?С1։ |
/г с?» I

ь (а -| Պ)3^/±Լ± .լ.. 3^+1) 4
■ *=---------------- L-e--------------- /

Зр 1 -г Հ

/{окажем, что если в выражениях (2.14) или (2,14՜) пренебрег 
четвертой и высшей степенью малого параметра т. е. приня1 
приближение с точностью 1 - Հ 1, то выражение (2.10) или, ՝п

выражение (2.14') эквивалентно формуле (2.9) с точностью маж 
величины 0(Հ). Это станет очевидным, если нам удастся доказат 
что выражение (2.15) совпадает с (2.9).

Для этой цели, учитывая соотношения (1.4) и (1.6), выражен։ 
(2.9) преобразуем так

3q.^\ 
ր_հ(ս+<։Հ? \ р /

Зазг р

Теперь, пользуясь формулой приведения бета-функции, выра­
жение (2.11) представим в виде

Հ5րւ_1,5<7 1
տ = ձ.֊ձ__£_________

* րյ /3w J 1 .J . , H (----------- 3q 4֊ I
__________  \ p

") Это легко сделать для удлиненных профиле ՛ за счет приселенной геоме­
трической толщины //. и нрнведеннпй физической толщины <7..
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Затем, имея в виду тождества

31(/я, р, ?ւ 4- 453(zrt, р, q) ֊ О,
38յ (т, /?.</ ՛ — 4ол (т. р. q) = О, 

можно написать

(а — а։)։ ?Հ1 4ааЛ =*  - 4% (а3 -}- аах а?), (2.19)

Таким образом, учитывая (2.18) и (2.19), из выражения (2.17) 
жон ч а тел ьн о пол учим

с _ (а + ал)3Ь 1 \ р az-{■ аах а\аи

3°гг %Р & а.,,
млн

1
= fl2 -I- gfli + a?

G
(2.20)

которое точно совпадает с формулой (2.15) для выражения жесткости 

кручения что и требовалось доказать.
Перейдем к оценке погрешности при сохранении двух членов 

формулы (2.14), т. е. оценим погрешность определения жесткости 
кручения выражением (2.15). Для этого определим относительную 
погрешность

с* Հ_
£(i։p»l6.1.) լ у\ (2.21)

Для того, чтобы при помощи (2.15) жесткость кручения орто­
тропного стержня сечением в виде авиационного профиля вычислять 
с точностью до одного процента, значения X*  должны удовлетворять 
неравенству 

откуда
Հ< 0,3154. (2.22)

Этот результат показывает, что при определении жесткости 
длинных и узких ортотропных авиационных профилей для практиче­
ских целей вместо формулы (2.14) с большим успехом можно приме­
нять приближенную формулу (2.9). Обратное утверждение тоже верно. 
Более гочтые оценки для жесткоеги кручения неортотропного стерж­
ня получены в последнем параграфе.

§ 3. Определение касательных напряжений

Имея функцию напряжений Ч’(х. у), для касательных напряжений 
получим следующие выражения
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оу 2аэ

х I ։?х (У - л”) (Г У 5) -Ь у (4ճ?յ — <r„r/„) X

X |(г-Л)//-Ум),--У(У_У)$/!»|| 4-

* ղՅ J “ւ:՛՜ r? I" •*  / (r — Л л I л —

— 2у («1У |(г—лпл)(/ — Уп) У (У —• Zisp| 4- Օր> г — У.$)М •

— <»։։<7։րմ|(ր- У$) (Հ-֊-иУ) —У (У — У) փ

1 ք : ----- և՜ 1 l(r — xrs)(l-Հււ) -

’ — х" (У—У) տր' 4- 6ճ|յժ : ր - У$|։ Qaua^d |(ր — У.$) (/— У г») — 

- psx^b՞ — У)|| 4- 0 (л4). (3.1>

ԺՓ ХОсV v” 3 (bfi — У »у ' I- - =---------^֊֊" ба^(У- У^г-У.) +
ил Ս,/շշ

4- 6(1^а.~ху (Ь? —У) |(r ֊ Zs) (/х — У/,) 4- Ьгг 4 Л П4‘2р|- 

- У (1 4֊ р) (brs 4֊ г)| 4֊ Г (4ճ?։ - л„йа) ք(/։ - /дУ) X
X ((г-л^х/֊ л;'«) ֊ ^(Ьг e)sp)-pxp(b՛1 - Հ)(քէ-Հ^ + 

>"0Уте' 3 (Ь1’ — У У4 ՜* ( ч
Ч----------------- Тч---------------- I (Ь — У)гУ |/ — У (и — 2р 4- 2) 4- 2У| 4-

•4 »г»

4- и~»1г^У [(/ — J^«) (г — Л) + bpr -J- sx2՞ (1 4- '2р) —

֊ x'"l-4-/»(*''4+r)]x((»'-Z)-y ’(e?^||(r- sxp)(l֊x',։ly-

- л-р(У֊л'’)5/)| (/ — их՞)-pxr(b’’-xl')(f,-x’'vl} ; (г-Л)’Х ՚

X (/—Л) - 2ps^(r— xrs)ibr - Z ; - «1։ая</1|(r— xrs'i(f—Л) —

---------------֊ր֊ -- ----- I(ր։ — У«։) (г - Л) 4֊

4 /Л-4-$У’(1 2р)-У(1 p)(brs r)\{bf,-xr) 2ubox 

х|(П- Հ՚’ԱՀ(ր — Ул)(/-ДРМ) - ,У(/;Р-У)5р) — 

рУ (Л - У®|) (У —У) I 4- б«;уу ((г У5)-’(г, - —
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-2p.s.?'(r —?’տ; (/?’—.г)) - «,«)’ (г.

- -Ժ (У' ֊ ?) sp ) -рх1' (J\ - x'v.) (У- х")

ր/։ ((/ -Л) (г-Л) - 

(wj1։a.„v|(r։ — Л։) X

X Г(г— Л) (/— Л») psx:‘ tb!' х") ) — рх!> (/. .հԴ2) х

Здесь

(3.2)

/։ — (т — 2) Ь”. Լ =-■ т -| pg — 2 — 2р.

/։ = ьр {2т24- 2^7 ~~ — рч тР^՝ ft ՜ ьрт (^,п ■։■ ^рч 1 — р •

vx = т 4- pq — 1, т»а = 2 {т -| pq) 2т 4֊ 2pq ~ 1 )• 
г։ = (Зтп 2) Ьр. иէ = Зм —2 4- 3pq — 2р.

Наибольшее напряжение сдвига получается в одной из точек Рх 
ИЛИ Р3, и которых касательная параллельна осн профиля ох (фиг. 1).

ювательно, из (3.1) будем иметь

А» + Կ ^.,{т,р,д) ч, 
»:։ А “շշ

х Ь , Л։ ՜ _ ,2 խւշ (//t —
bih' + և.) ՚ ՜ (ЛН A-.)2

4ծ(//։
I 2<?»2 I /?լ//շ h~>) • 6</։1<՜/շ.>ւл 0. (3.3)-

где
p֊2 24J>

. , . m (ni + po)
^(т.р.ч)----------------- —-------

4
Как известно, относительный угол кручения определяется формулой

0 = —. (3.4)
Сг

где .И,-скручнвающнй момент.
Подставив значение ՛> из (3.4) к (3.3) и учитывая выражение

(2.7). после несложных преобразований, для наибольшего напряжения
окончательно получим

/;(//, 4֊ V*  > ֊Хц/:2^
13.5)

или

Здесь

/г Л1' 1 _
г,А(/7։+A2i3 I — &EJU (3.5Չ

.2 Дн^- (2А; 4- 5//М2 4- 4А,//-: 4 А-]) 2սՆ {h\ + 4Af/za 4А,А2 ֊ А2) 

«ճ (Aj 4- Л2)3

3(A, 4- /i?)
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(А, — /դ)'-1120՛;./,^ —^,ւ<Ղ. ('•՛х ■ А./‘| օէ 
պ ,<А։ ■ //«.11

•I (Հ л*) 3 |(Л։ г А։А2н1։«А1 
Հ’2(/և -b А;)’

______________ Зрт'’ (/)մ)6</_________ _
■ЯДГ - р</»

("> 4 р<?) Н ( 3<? !)

Из формулы 3.5' видно, что первое слагаемое наибольш) 
напряжения не зависит от упругих постоянных и имеет такой 
вид, как и к соответствующем изотропном стержне [1| и в стер ж 
обладающем анизотропией первого случая Сен-Венана |11|. а вто| 
слагаемое показывает влияние неортотропности материала стержня

В частном случае из (3.5) или (3.5') находим, что для неор 
тропного призматического стержня удлиненного симметричного aei 
Ц.ИОННОГО профиля максимальное касательное напряжение имеет

I /?֊ПА2
Mt «22

ЫР , , /2ՊւԱ1 Л օ3«շ

или

М‘
1 ЬН֊

А гл)
_«и. ______

1 ._х=^»5։Ао 

где /7 — 2А — высота профиля.

§ 4. Конкретные примеры

а) Кручение стержня с сечением в виде параболического сер> 
(фиг. 2). Для такого стержня имеем

т֊^ р = р = 1,

а «= 4//։, «։= — 4Л։, Д - 4,

i — , о<z < —.
'2Ь 2

(4.H
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Внеся (4.1) в (1.7), для параболического серпа получим
_8/լ,___

(Л1 — //..) b
х (b - X).

У = >-
8//3

(Л։ - Ла)b
х (Ь— л-).

Из соотношений (1.17) и 
(4.1) легко получить выражение 
функции напряжений для ани­

(4.2)

зотропного стержня с поперечным сечением в виде параболического

у = Х

серпа

’Г(х, у) = — -'К 4֊ л |3«.Հ (ծ — xi х 3a։.։rtrt2v (b — '2х) 
«շշ ծ<,22

— № (4«՚ք2 ճււ«շշ)| 4՜ f2 а — «շշ^' (b — л' յ (b — xi x<։ն
4֊ yflnx՝2(/? — 2x)| y3(«n«22։/ — d\,c-)(b~— 6bx T 6x2)|

+ К’ J .3a3.rt„rf(l> -X) (* - 2x)x — 

—у Հ .(зс'Ь- ֊•; 2x (6Ժ - g) (x - b)^ 4- «u«32 (’ Wd 4֊ (18с/ - g) X

I X x (х-ծ)^ j J - л4 Wx - 8хг) -

— XiC*-l8</);&  x)j }+•••, (4.3|
где

c=ա = 64//Հ^։
(Л։ — hjb 1 (հՀ—հ2)Դհ

Ниже приводятся значения некоторых величин, необходимых 
при определении жесткости кручения и максимального напряжения 
стержня.

^==10э. А>а=!6.

16

(4.4)

Теперь, пользуясь формулой (2.7) и значениями (4.4), найдем 
величину жесткости кручения неортотродногО призматического стерж­
ня сечением в виде параболического серпа

16 (Л,— h2՝2b (, 16 1 nt 11 t t v105 aE I 9 1(1 ։)՜( ՚ ՜ * ’+ ։) X

Ха1,а.,..-(й, + А..г(14М= й|-А’)<&|!- <4-5)
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Для ортотропного стержня будем иметь

С. Gu '֊ (A, l-l6-*'  6՚փ (4.6105 1 9 b- G..J

tni՛. — ' '_____ 1 | _
16/»(//, л2)=|

Из выражения -3.5 для максимального касательного напряже­
ния веортотропно! о стержня сечением в виде параболического серпа 
получим

4Л,
9ճԽՀ - //.. -• />а

г՜ ’ (4.71
___1оЛа

9/7^/Л։ - ii3y-b- 

где
zlj = (Л, /л.) (2՚7|—31Л1/ь. 28/iJi. У iiհ) —

4-օ?շ(2//1—JО//* -֊ 88//М5- 18й>. - 78//^),

А. = <7п<7._.., I Л։ Л2)215А։А2 -н Л?Н-Л?։ | 
4-Н) .(й։ ■ Л2)*  (10А,//..-( հ՚ւ-էհ':).

Для ортотропного стержня будем иметь

105 Л/. _
1(5 А(АХ -Л., 2

4(л։ л..) (2л; — з1лМ. 4-28//։лЗч-л|) օՀ
9(Л,-//..)՜Դ2 ծ,3

16 (Л։ ՚ հՀ hi I֊ hi) C՝u 
9 (A։՜ (/Հ3

(4.8)

oj Кручение стержня сечением в виде параболического сег­
мента. (фиг. Ց). Настоящая задача является частным случаем пре­
дыдущей. Приняв hx = h. //.. = О. будем иметь

մ = 0. (4.9:

из (4.3). (4.5)

^22

J ь х х~ 3а՝-а^У (ծ- 2л‘) УгНа;. —

— /հ k;22-v (/? х) ՜ 4֊ yav. (b2 — 6bx 4 6.v2)| —
2-.

_ xa ’1 -՝) '* IՃ;. IЗЛ- 1- 1 Ox (X — b) | ֊ a, ։<г...х ; _v - b > |, (4.10)

tl 16 h- flnfl22 4- a\2

10Ցճք I 9 A2 ■՛•<
(4 11)
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ии1 = 105 ЛЬ
16 b/i3

81г / с , . 
9?;-/г

16/г .

• ж

Для ортотропного стержня и?, ( I 10) -(4.12) находим

‘1г(л. у) - ,JJ' ՛ 3^УЬ |3</3(Л — л-)л -,у3«п| -

5120 (Л A»-t-vn։։ 
ձսԼւ^

\ՇհԴ(ղ3 

ЮЗ

16

9
1 ճձԼ’

& О» 

հ9

та» — 105 Л1;

16 Ыг
9 ծ8 Գ»
_ 16 Л’ jGw 
՜ 9 ծ*  GM
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(4.12)

ti) Кручение стержня сечением в чаде полукубической пара­
болы (фи՝. Հ) Пусть сечение авиационного профиля ограничено лу-

/п =
9
__ I

3

гимн полукубическнх парабол

Фиг 4
It 

где л ֊ — 
b

О

1

8

I -

Вычисление показывает. что

ՀՀ = — է՝, = —• С — 0. d —
- I b

_ ֊ ճ. Հ = 6.175, A-. = 24J5O.

Имея в ниду (4.13). из (2.8) для ж- сткостн кручения находим1

Շ\=0.162/7֊֊1 1 1.428/7’ է!
<iK I & а

и

Ո
Максимальные напряжения возникают на контуре ռ самом широком 

месте сечения [ х յ» у = /Л

■ Бсмсс иипия формула жесткости кручении исортотропного стержня пчлу- 
•iciM и работе |Hj. по им нет «ырллення максимального нлпряження. которое здесь 

'ПрШЮДИТСЙ
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0,235 Н'-'-У 
b- ап_ Mt

1_Լ428^՜Պ:

ծ2 ai2

§ 5. О точности приближенных форуул жесткости кручения

Пользуясь найденным выражением (2.7). докажем, что для не­
ортотропных стержней, поперечное сечение которых ограничено 
кривой (1.7').

|jm — = —к------ s—•
>—о J h\ -|- հշ

(5.1)

где ./ —момент инерции относительно оси х. T—Ctai2— назовем 
приведенной геометрической жесткостью при кручении анизотропных 
стержней.

И меем

»» ?r։i
3

о

или учитывая (1.5). (2.2) и значения с։ и с2,

&չւ>՝ձչ ь,֊ hi п з? + 1)-

Следовательно, при помощи (2 7) и (5.2) находим

(Հ А.Р 
А! 4֊ Л? 4-0(/.5),

(5.2)

(5.3)

откуда и вытекает соотношение (5.1).
Соотношение (5.1։ или (5.3), для тонких анизотропных профи­

лей. эквивалентно следующему утверждению 

т 8>8,МД3 ('ձ,Ո 1 о Л
(------------ > 3q Н- 1 •
V P '

(5.4)

которое совпадает с формулой Гриффита (12|—Прескотта |13| для 
тонких изотропных профилей. Между прочим, формулу (5.4) можно 
лолучигь иным путем, т. е. приближенно интегрируя уравнение мем­
бранной аналогии для случая удлиненного поперечного сечения за­
кручиваемой анизотропной призмы |1-1.7' Точно такой же прибли­
женный результат для жесткое։в кручения тонких изотропных и 
ортотропных стержней получен и работах [1. 15-18).

Из приближенной формулы (5.4) видно. что жесткость кручения 
для гонких анизотропных стержней совпадает с формулой для жест­
кости гонких изотропных и орю тропных стержней.
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В частном случае, когда поперечное сечение представляет сим­
метричную область, т. е. Հ-=//., из (5.3) получим выражение

r=4J-F0(X5), (5.5)

которое совпадает с результатом для изотропного симметричного 
.стержня, полученным Д. 10. Пановым |3].

Формулы жесткости кручения (2.7) или (5.4) получены для 
тонких стержней. Естественно возникает вопрос: для каких стерж­
ней зги приближенные формулы можно считать точными? Ина­
че говоря, какому условию должен удовлетворять параметр / 

//։ -I /։.. _
՜ • чтобы выражение жесткости кручения неортотропного 

стержня |2.7) или (5.4) было бы точным?
С этой целью рассмотрим вопрос о точности приближенной фор­

мулы (2 7., когда в ней сохраняем один, два или более членов. 
Строго говоря, оценим погрешность, допускаемую нами при сохра­
нении первых членов этой формулы.

Для этой цели напишем выражение приведенной геометрической 
жесткости кручения для неортотропного призматического стержня 
сечением в виде авиационного профиля

I/ лг։«
Т=С,аг2=2“1-'' Ц Ч’(х. yjdxdy.

О ?*քքՏ
Внеся значение функции напряжений и учитывая выражения 

(1.10), (1.13), (1.16), из этой формулы находим

■/•֊ ■ г</ I) :. (5.6
Зр ' р /

Здесь введены обозначения
• 2/7.44 I I . . ։ .
'ո=կ I I M*- -V: (5.7)

՝ ք՝Հ

Ря (-Գ У; /.) = ‘F (x, у) — ( Л-. у ) — у J

֊ /?7Л(х, ֊֊)----------- ,'7<(л֊. (5.8)

а область D. отличается от области авиационного профиля D только 

гем. что все ординаты ограничивающих-се кривых уменьшены в от­
ношении 1:л.

Соста в и м выражение
Л, Ժ“[/

(5.9, 
ox- axdy оу-

Подставив значение рл из (5.8) в (5.9) и имея в виду уравнения 
(1.14), после некоторых элементарных преобразований получим [8|



В. С. Саркисян

R։(x. у; >.) <).л4(!/;„ , ֊ -г (5.Ю)

64

-где

Р„ I max

Рп = max 
п

Й։Р.(х. X)

</„ = п»ах D;vP(x։ ^)|-

Введем новую функцию следующим образом

.. О
' ՀՀ ՚ ՜ ---------- Г------5------------гр„(л֊, v:/.). (5.11)'■ Wa . + AA„) Պւ ֊ք֊ 2MJ ' >

Составим
• d'V ԺհՀ <ր'[Հ/^=«.ո _Հ_շՊ.. . ճ՞ Հ •

11 дхду ■ Оу-

Очевидно, подобно (5.10), будем иметь

i Rn (л. у; '■) | = | - Հ„ i|i/;^։-h>./^)an-|-2XflK(7rtJ А

I ժ2/ձ_յ օ (rPn , . д-Рп\ О
X ՛ аи------ 2t?r.-------- , л/г,, -— - ՜ -------- •------------г-s ----- X

I ՕՀՀ “ Охд-ղ ■ Ox" I (?„ 4՜+ սնւ՜ր 2^12<7„

ժ2/ձ,֊ւ •» д՝рп , . и'Ч\ О
- — - 2а,.. — H-/֊z2n —- <---------- .-------------- —77--------- х
<дхд\ дх2 <Рп-\՜*  кРп)Aii + 2/Հ?։շ<7«

х
^ Р„ ,

Պ։ 1-2 а
ОХ-

a-Р.

Ox(/7t . Ох-

i------ ------V~ ------о ----- 1лиря ։ 4- , + '’ЯцРЛ = ,յ<Լ 20- (5.12 '1

Таки.м образом, условия леммы, которые сформулированы и до­
казаны в работе удовлетворены. Следовательно,

I ,Հ (-V. У; /•) | < Ч\ (л, v)

или. учитывая (5.11). будем иметь

„кГму^ч,.,, и.»,
Здесь ’1՚*յ  (л. у) — функция напряжений при кручении эллипса

у2 —4/Xv(Z> х) = 0.

который, легко видеть, охватывает область D, ограниченную кривой 
(1.7).
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Функция напряжении для эллипса D*  имеет вид J8|
<М*.у)=  W ji-ճ-

«22 + 4>ձշ„ | /Л.։ b‘ I
Оценим выражения (5.7) при помощи (5.13) и (5.14).

(5.14)

D,

г/ (л, V. л) ахау < —՛ '• * Г. | | |Рл(л՛. y;K)-.dxdy 

Г).

<—к у у |р, Ա. у; X) I dxdy < Ч)*ц  + 2Ц^,1 т.

ն*
(5.15) 

где

'/'*  = 4 I f %dx“y ="Т- ;՛ <5-16>О JJ 2(ճ22-յ-4/.“Օ11)

Таким образом, учитывая (5.16), будем иметь

;,։ । < 2~Ь՝ а«К/>»-1+Ч)дп 4~2X<W?n 1

2
|я = 2. 4...., (5.17)

Несколько увеличивая правую часть неравенства (5.17), находим

г . , 1Ср«֊1 + '■/>„) «ս շ4։?յ
Տ--------------------(5.18)

Чтобы оценить точность формулы приведенной геометрической 
жесткости кручения, вычислим относительную погрешность

. . _ Уприбл. I Л ~-)l__  11/Լ-14՜ ^Р„) ДцН՜ 1
T-l-i-O I ’/-in -11 '՝ 1) г.
* прнбд. * J прнбл. ■“ ' прибл. у

(5.19)

Если мы хотим воспользоваться формулой (5.4). то относительная 
погрешность будет

fdr.b' | (/?, փ лр2) + 2>.« J2?., ]е — ■ ■ ■ ■ ________________________2 л
- ‘ пркбл. У

или, подставив значения из (5.4), получим

3^/А Ка 4- Хр2) аи - 2ш։2(7.|
s2<.----------֊֊<֊—j------------------------------------------------------------(օ.20)
16Да£ (3,?1-±ճ , з<? -֊ 11 °

Если при помощи (5.6) величину приведенной геометрической 
жесткости кручения анизотропного стержня желаем получить с точ­
ностью до 1%, то согласно (5.20) (учитывая, что р։ =• max j } = 

=0j значения >. должны удовлетворять неравенству 

5 Ипкти։ АН, с<рии фм ммлт. luyic, 5*  2
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16Ճ3ջ('3,пЛ1 

\ Р

_______  а 11Պ ՜1՜ q q լ
з? +1) 0

откуда находим
' ձ О H (. 39 4- 1 )

>.<0,4A|/ --------------- p-------------------- A (5.21)*
- 3-p (aj ։ p., 4- 2rt12v2)

Для наглядности рассмотрим численный пример. Пусть имеем 
1

т = । р — «у — 1, т. е. сечение стержня ограничено дугами полу-

кубической параболы (фиг. 4).
Вычисления показывают, что

970 
р<> = — ’ 7а = 0. (5.22)

^22

Тогда из (5.21) при помощи (5.22) находим

h <0.034 I (5.23)
ծ Г аи

ил и

Ճ!<հ^3Հ1. (5.23')’
ծ V G.

Таким образом получаем следующий результат. Для жесткости 
кручения рассматриваемого авиационного профиля можно пользо­
ваться практически точным выражением 

С, = 0,162 !РЬ— • (5.24)

если только имеет место (5.23).

Ниже, в таблицах 1 и 2, приведены некоторые значения у» под­

считанные по неравенству (5.23) при разных значениях коэффициен­
тов деформации.

Таблица I

Գ»
Գ, 1 0.5 0.4 0.25 0.10 0.05

н
Т< 0.031 0.024 0.021 0.017 о.оп 0.007

иблица 2

С»
а» 1 9 1G 25 40 50

н 
ь 0.03» 0.102 0.135 0.170 0.215 0.240
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Из таблицы 1 видно, что если приведенная физическая толщина 

0. = ^- 
ГГ

возрастает, то приближенная формула (5.24) применима для 

очень онких удлиненных профилей, а из таблицы 2 видно, что если 
G, убывает, то формулу (5.24) можно считать точной для достаточно
тонких профиле։'։. 

Если принять

в Л3д?.±-1, з^֊ь 1)
8WA*  \ р )
- з Р ՜ 5 зф(//։+л2)«х

х А։ —հ^\սՂՀռ^{հ^ 4- A..)2 — 12aJ2AjAJ lx{m, р, q) | 4(Л։ 4֊ Л3)3х

■ |(А։ - А2)а flf?o2 (т. р, q) Е ("*,  Р. </)]} # ('>,П 1 ■ Կ ~ 1

(5.25)
то относительная погрешность, согласно (5.19), будет

, հ____ №___________ (Рд 4 Պ, 4 2Чг</4____ ։
Յւ/ Л Ջ/ճ^ւ1. 5»-1) '

\ Р 7, ь _ ճ ձ /1յ ___________ Լ
Л'3։(ЛХ4֊А2)*  д/3'л_± 1 3<?+ Л

где
лз= (Л։ А։)“ 1<2ս«շ2 (/ц 4՜ Лг/ - 12л^,2Л1//2j '/յ

+ 4 (АЛ -Е Л։)2|(А։ - fi.,)֊a֊.p2 4- Л։Л.;апляао3|,

откуда, потребован, чтобы гч<0,01. получим, что значения л удов­
летворяют неравенству

а4 4 ЛХЭ 4- Bl2 4֊ С< 0. (5.26)
где

д _ _______Ргап_____ _
P^ix Е 2<W«

0,16ձ50 В (^—Х, 5g —
В =_______________ L֊£___________Լ х

3^(Л։±//2Г

| (At — Аг)2 խոճշտ (Ах 4- Л j2 - 12а2?//хЛ2)

I p4au 4- 2«։շ</4

Г 4 -b I՜ Z/2)2 fZiA ՜4՜ АЛ<*п^Л1  I
P4«u 4֊ ՚

С =-------------- Գ16ձՆ--------- չյ / Յա_4֊_լ։ + t j. (5 շ7)
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Для иллюстрации полученного результата опять рассмотрим чис­

ленный пример для того же авиационного профиля т — —• р—q -- 

— Q- Вычисления показывают, что 

/ն = <7з = 0.

Л = 637,875 74 = 40Й-՛

Тогда из (5.27) находим
738. io՜'. 12922՛ 10՜-^

д = о, в--- -------------- . с =----------------------—
լ-է- 0,129-^ 1 <0.129^

ДМ а11

Учитывая это, из (5.26) находим

Н֊<2Л/ - ~ ֊ - I/ -0.00004 i 0.00359-j 1-0.129 ^
ft I Պւ + 0,129л1։ » I an

или. перейдя к общепринятым обозначениям, получим

— <0,0126՛17 ■ (5
b -1

где
? = V 1+0,129 |4.։ л. • (1*=  °?- -

(;гз

а <։. .у — коэффициент Ченцова |19—21|, который характеризует сдви։ 
в плоскости, параллельной zoy, вызванный напряжением тх..

Для рассматриваемого стержня из (5.28) будем иметь

Н 0,118 
ft < 1ՀԳ (5.29»

так как 3=1.
Таким образом, если имеет место (5.28) для неортотропного 

стержня или (5.29) для ортотропного стержня, то

С/ = 0.162-/ —I I 1.428՛^՞ — 
а2г I. ft*  а„

(5.301

можно считать точной формулой для жесткости кручения авиацион­
ного профиля (ограниченного полукубической параболой).

В таблицах 3 и 4 приведены некоторые значения подсчитан- 
b

иые по неравенству (5.29). при разных значениях коэффициента де- 

формации, а в таблицах 5 и 6 приведены значения —՝ вычисленные 

по (5.28).
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н։а — 0 Таблица 3

Գ» ՚ 9 16 25 40 50

H
1ւ 0.Н8 0.354 0. 172 0.590 0.745 0.834

a,s = Ս Таблица I

II > 0,50 0.40 0.25 0.10 0.05

/У 
b 0.118 0,083 0.074 0.059 0.037 0.026

Н.-л, iy - — 0,4 ТаЯ.шцц ՜>

Գ»
6„ ~ 1 9 16 25 40 50

!Լ 
ь

0.120 0,261 0.481 0.601 0.760 0.850

Н.-.Ъ Օ' = -0,1 Таблица б

?£i_ 
Գ>

1 0.50 0.40 0.25 0.10 0.05

Г 0.120 0,085 0.076 0.060 0,038 0.017

Из этих таблиц видно, для каких анизотропных профилен верно 
выражение (5.30).
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Վ- II. Uuirqiijnili

ԵՐԿԱՐԱՑՎԱԾ ԱՎԽԱՅՒՈՆ ՊՐՈՖՒԼՆեՐՈՎ ԼԱՅՆԱԿԱՆ ԼԱՏՓԱԾ^ՆԵՐ 

ՈհՆեՅՈՂ. ԱՆՒԶՈՏՐՈՊ ՊՐՒՋԾԱՅԱՋեՎ ՋՈՂ-ЬГЬ ՈԼՈՐՈՒՄԸ

Ա II' Փ II «Ի П Ի Մ

Աշիաւաա ի)լան մեջ у իա ա <ւ»<1 4 երկարացված րնղհա հա ր սւեււքի ավիա­
ցիոն ոլրււֆի լհե րււվ լալն ական հատվածքներ անեցոզ անիզոտրոպ (ոչ օրիէո֊ 
լորուդ} պրիզմա լաձև ծոցերի ոլորման իւնզիրրւ

Լուծումը Ներկս'լացված 4 չարքով լւււա փոքր' А պարամետրի։ U տաց֊ 
փսծ են ամենաընդհանուր դեպքում լա րա /քների ֆունկցիա լի , ջոշափոզ րորամ- 
ների, մաքսիմում լա րւււմնհ րի ե ո / սրման կոչտա ի}րոն համար արաահալյււս- 
fj րււններ։

Աւսէէւմնաււիրված է ոլորման կսշտոէ-թլան մ ոտավոր բանաձևի ճչզրտու- 
քքբսն հարցը։ Ս տացված արզրււնքնևրի համար կազմված են ազքսսակներ

Դիտտրւր!ած են մի քանի կոնկրեա ի i’ll դիրնե ր:
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