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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

М. А. Алоян

О динамической устойчивости параболической 
арки переменного поперечного сечения

Статической устойчивости и свободным колебаниям параболи­
ческих ярок посвящено много работ как отечественных, так и зару­
бежных исследователей.

Сравните, ьно мало исследованы задачи о динамической устой­
чивости параболических арок. Насколько нам известно, единственной 
работой, посвященной решению згой задачи для пологих арок, яв­
ляется работа Н. Г. Бондаря |5], однако его решение содержит 
■ошибки |2, 3).

В настоящей статье рассматривается динамическая устойчивость 
двухшарнирных и бёсшарнирных параболических арок переменного 
сечения любого подъема, нагруженных вертикальной периодической 
нагрузкой, равномерно распределенной вдоль пролета арки.

Решение задачи дается применением приближенного метода 
Бубнова-Галерки на.

§ 1. Вывод основного дифференциального уравнения 
задачи и его решение

Рассмотрим тонкий, упругий криволинейный стержень (фиг. 1>, 
ось которого и все приложенные к нему силы лежаг в одной и той 
же плоскости хоу. Рассмотрим перемещения точек оси стержня в 
плоскости хоу. Обозначим через it и v проекции перемещения соот­
ветственно на оси х и у.

Координаты точек оси стержня после деформации будут

х, - х 4 и, 1 (յ յ ।
У1 = У + ^ I

где у — fix) — уравнение осевой линии недеформированоого криво­
линейного стержня, х — абсцисса точки.

Рассмотрим такие отклонения от первоначальной недеформи- 
рованной формы равновесия, при которых удлинение осевой линии 
стержня было бы малой величиной второго полядка. Эго условие 
дает следующую зависимость между перемещениями и и v

и- -yV, (12>
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полученную Л. С. Гильманом в работе |б|. В этой же работе дано 
изменение кривизны осевой линии криволинейного стержня

1 _լ=
?, р /ьГу'2 (1.3)

и условие, выражающее отсутствие поворота какого либо сечения
V՛ = 0. (1.4)

где р —радиус кривизны оси стержня в недеформированном состоянии, 
р, — радиус кривизны оси стержня после деформации.

Выделим бесконечно малый элемент ЛВ дуги стержня (фиг. 2) 
и составим уравнения его равновесия в декартовой системе коорди­
нат. Отбрасывая малые величины высших порядков, получим

Здесь и Ду — проекции главного вектора внутренних сил в 
сечении Л соответственно на оси л՛ и у, Л1 — изгибающий момент. 
и <?v— проекции внешней нагрузки соответственно на оси х и у.

Если ось стержня совпадает с веревочной кривой донной нагрузки 
(мы в дальнейшем будем рассматривать именно такие стержни), то 
стержень будет испытывать только сжатие или растяжение, но не 
изгиб. Тогда во всех сечениях изгибающий момент W = 0 и уравне­
ния равновесия для такого стержня примут вид

</А° 

dx

— <ly = 0.dx

< ֊|֊ հ.\Հ=օ։

(1.6»
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где Л'л и Л', соответственно значения А՛'., и /Уу в безмомептном со­
стоянии равновесия.

Так например, если Հ, =0, </,, = </ const, из (1.6) получаем
Nx֊ , А/' ֊ | ql—qx (/“расстояние между концевыми сече­

ниями по горизонтали), а осевая линия квадратная парабола.
Предположим, что внешняя нагрузка <у (д՞. է՝ есть некоторая 

периодическая фуикпня времени г. Тогда невозм у шейное безмомент- 
ное напряженное слет։ яние можно определит։ из системы уравнений 
(1.6), которая примет вид

/) • у'ДС -с, է, 0.

a 1հ(Հ. է) у?,(.х. л=о. 
дх

֊ М(Л-. r)-Vvi.r. Ւ 0, 
Px

(1.7)

Это будет верно, ест пренебречь силами инерции продольных 
колебав։՛!! (сен:нем, что стершей нах< штся ։не резонанса продоль­
ных колебаний).

Пусть теперь какой то внешний импульс отклонял стержень от 
его первоначального недеформированного состояния и заставил коле­
баться около этого состояния. Тогда во всех сечениях поя ня гея из­
гибающие моменты, а Л “(•**. () иЛ''у(л*, получат малые прираще­
ния. Приращения получат также координаты точек оси. которые мо­
гут быть определены из (1.1).

Уравнение изгнбных колебаний стержня можно получить из 
уравнений равновесия (1.5) воспользовавшись методом кинетостатики. 
Для этого, кроме՛ действующих на стержень сил с..« лует учесть еще 
и силы инерции, вызванные поперечными смещениями точек оси 
стержня. Влияниями продольных сил инерции, а также сил инерции, 

•связанных с вращением поперечных сечений относительно своих глав­
ных осей, будем пренебрегать.

После учета всех сделанных выше замечаний, система уравнений 
J1.51 примет вил

у֊ (М- 4- ^Vv) ֊ (V,v + Рд) - °՛

д • o/Vy! -«?у ; ру,\ =о. < 1-Н)

— - (Л> -ь W0 4- (Л* 4֊WA._) у' ֊ 0, 
охх

где W, и ձ,՚\՚։ — весьма малые приращения \\ и

Ւ I ֊Ւ v‘a (Fu i/T՜!—’м&и м лч7=----------, p=_,wV|ivz —• (1.9)
v օՒ ԺՒ
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т—масса единицы длины стержня. 
Имея в виду (1.1), получим

dv . ду_ 
fot _ дх дх 
дхх 1 . Он 

дх

дМ 
дх1

дМ
ЙХ

1 + Г дх
11.10)

Подставляя (1.1С) в (1.8), учитывая (1.7) и отбрасывая малые 
величины высших порядков, система уравнений (1.8) приводится к 
виду

6/6.'V,v

ax
ժչ.\>
дх

dv
9'дх

ди 
Чх

У'РХ = 0.

Р... = 0.

— «J(i+/)--w,+/w,=o.
дх ' дх

Исключив из (1.11 6.Vv и о.\’у, подставив значения
(1.9) и значение изгибающего момента

Рл и /\ из

в(х)___d*v
1 . И дх"

1.12И

получим следующее уравнение
Ժ2

<>.՝-:՝-
./(*) 
/Г+У

a-v
дх2

д 
дх

֊՚Հհ1 4-v'2)֊ 
дх

. dv ди. ՛
чку - dvr~ дх дх ,՛

pt’-y'w) -ЬУ'Ж ֊0. (1-13)

где /?(.<) ֊֊ жесткость изгиба в плоскости кривизны стержня.
Уравнение (1 13) и есть дифференциальное уравнение динами­

ческой устойчивости криволинейного стержня, очерченною по вере­
вочной кривой данной нагрузки. При у = 0 (113) принимает вид

ծ- 

дх2
o2v
дх2

. / V = о

и представляет известное дифференциальное уравнение динамической 
у сто и ч и вое г if прям ол и я е й но го с те р ж н я.

Если qx 0, qy = <;(/i (случай неповорачнваюшихся сил), то
из (1.7) будем иметь

V —4^х(/ х) и ^-о(/).
/2 8/

В этом случае (1.13) принимает следующий вид

(1.14)

^1 
дх" I

__/?«)__
Ի Г | -У *^՜ । чЧ] — 

ОХ
-Ւ

1- т (х) V 1 4- У'՜ ֊- (^ ֊ У'«) = О 
Ժ/-

(1.15)
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н представляет собой дифференциальное уравнение динамической 
устойчивости параболической арки нагруженной периодической, рав­
номерно распределенной вдоль пролета вертикальной нагрузкой Q(է). 
Весьма малая величина у"ЗА\ и 1.15» не учтена. В (1.14) /—стрела 
подъема. / — пролет арки-

Решение (1.15) ищем в виде
v{x, է) - Г(х) Г (t), J 
п<х. է} ֊ U(x} T(t). j

Нетрудно убедиться что точное разделение переменных подста­
новкой (1.16. невозможно. Поэтому задачу приходится решать при­
ближенными методами, среди которых наиболее удобным является 
метод Бу б и о ва - Г а л е р к и и а.

Пользуясь этим методом (переменные разделяются приближенно 
J7j). для функции 7’(0 получаем следующее дифференциальное урав­
нение

где

d"T (է) 
dt։

и>2 7(0 = 0. 1.17)

2 о иг — -

fl U)
I . ..'՛■•

■ \vdx
их2 I

I
‘I d'

1_

(1.18/
( И- у7/) Vdx

есть приближенное значение квадрата частоты свободных плоских 
колебаний ненагруженяой параболической арки, а 

есть приближенное- значение равномерно распределенной вдоль пролета 
критической нагрузки.

Если </(/ — г/։ |~70со$/>/ то уравнение 11.17) приводится к из­
вестному уравнению Матье

ՃԼ1ՃԼ-4-Հ(| - a cos р/) 7(0 =0. (1.17*)
dP

где
[ (1-20)
— квадрат частоты свободных плоских колебаний параболической 
арки нагруженной՛ постоянной составляющей силы </(/), а
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и = -*>- 11.21՛

— коэффициент пульсации.
Известно. что при определенных соотношениях между кояфг I 

фнниентами и»,? иц решение 1.1՜՜* ւ — 7'(t неограниченно возрастает.] 
Тогда, согласно (1.16՛, неограниченно возрастут и перемещения. По֊ I 
этому первоначальная параболическая форма ярки станет динамически 
неустойчивой. Совокупность всех тех точек в плоскости параметров 
/ 2<л \ (Iх»*—М։ ДЛЯ которых 7՝(/) неограниченно возрастает, образует об֊ 
V Р /
ласти динамической неустойчивости, наличие которых характерно-՛ I 
для параметрического резонанса. Практически наиболее опасной яв­
ляется первая область динамической неустойчивости границы кото- | 
рой определяются в |1|

1 7 БЯ 4«>Ջ 1 7
1-- ц- -■ р2— ш 1 -и | --յժ-}- Դ4----- (1-22)2 32 512՛ /Я 2 32' 512՝ Ч

В общем случае изменения внешней нагрузки по закону q(t)- | 
= q{ 4- У„Ф(0# где Ф (/) = Ф (/4-т) ֊ периодическая функция с перио­
дом уравнение (1.17) приводится к уравнению Хилла

ւ*փ|'"| 7՜(օ=օ. I

В этом случае уравнение можно решить метолом разложения 
7(f) по малому параметру у Условие отсутствия „вековых* членов 
в решении 7(f), т. с. требование периодичности решений, дает гра­
ницы областей динамической неустойчивости.

Для определения областей динамической п՝ устойчивости сначала 
необходимо r каждом частном случае определить иг и у из (1.18)— 
(1.21)

Перейдем к определению этих коэффициентов

§2. Двухшарнирная параболическая арка переменного 
поперечного сечения

Граничные условия двух шарнирной арки им-кл вил
и = v = .И = 0 при х = 0 и х = /. (2.1)» I

Принимая во внимание (1 12) и (1.1б| перепишем условия (2.1) 
в виде

6^Г=Г«(| при х = 0 ил=/. (2.2)1

Здесь и в дальнейшем будем рассматривать кососимметричную 
форму отклонения арки от ее первоначального недр формированного 
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ояния. Как показывают вычисления, эта форма хорошо аппрок- 
труется функцией [6)

|/ i х | = a sin -֊- х, (2.3)

рвлетворяющен (2 2).
С учетом (1.16) условие (1 2) примет вид

£/(х) = — у'V'(х). (2.41
Подставляя значения у' и V' (х) соответственно из (1.14) и (2.3) 

о (2.4), интегрируя и учитывая, что U (0) = 0\1 =0. для U\x) по­
лучим следующее выражение

U (х) = а I (՝2х — /) sin ՜'՜' х 4- ( cos х — 1) • (2.5)

Рассмотрим теперь два частных случая изменения поперечного 
сечения арки, которые с точки зрения их практического применения 
представляются наиболее важными.

а) Перйый случай. Сечение арки прямоугольное: высота остается 
постоянной, а ширина меняется по закону

ծ = -*"- = fr«J' է + /- . 
cos ծ

где ЬКА ширина ключевого сечения, $ — угол наклона к горизонту 
касательной к оси арки.

Тогда 1ля жесткости при изгибе и массы единицы длины арки 
8 сечении с абсциссой х бм..ем иметь

В(л| = -^- ֊ Й.ЛГ I I֊ v* : т(х> ми I 1 4- v'2 . 
cos փ

№ Ո г-^kJI3 г Iгде Вкя F. -жесткость при изгибе ключевого сечения, h 
12

Y
= const — высота сечений. mw= Ькяй— масса единицы длины в клю- 

ё
чевом сечении, у —объемный вес, Е модуль упругости материала 
арки, g— ускорение силы тяжести

Для этого случая изменения поперечных сечений, выражение
(1.18) принимает вид

I

Vdx 
с/х*

(2.6)

/Лкл (1 4- у՛'՜)f U— y'U I VUx
G

выражение (1.19). после интегрирования по частям его знаменателя 
с учетом (2.2). приводится к виду
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Г dlVВ„ ֊Vdx 
dx*

— f
Р
У

dV]dV ,— —dx
dx I dx

о
Подставляя I '(х). t'(x) из (2.3). 2.5) и (2.6) и (2.7). получас.

приближенное значение кшьрата 
нагрузки

частоты н значение критически

, В^ 
т^Р

к

где

Т?
8г»

96п» ' 
Z

3-Դ(16ր.Դ
Значения коэффициентов частоты ?. и устойчивости Aj в зави

симост-н от приведены и таблицах 1 н 2.

б) Второй случай. Сечение арчи прямоугольное; ширина остае:
постоянной, а высота меняется 

Л=^- 
cos j 

Тогда для жесткости при

по закону

изгибе и массы единицы длины арки
в сечении с обсцпссой х будем иметь

В , ՛----------
в (х) = —у- = В,л i I 4- /7гЧ т (х) -- тлЛ Г 1 + у'2 • (2.8)

cos3 Հ»
Применяя двукратное интегрирование по частям к числителям 

выражений (1.18). (1.19). учитывая (2.2) и (2.8). получим

и»' — 1'2.9)

ЧЛ/I г

y'L՛) Vdx

dx
i2.

(I+ /'’)- 
dx
dV և/l/ .—-dx 
dx I dx

А

у

у

1Լ

4
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Подставив V(л*), / (х) из (2.3), (2.5) в {2.9 и (2.10), получаем 
приближенное значение квадрата частоты и значение критической 
нагрузки

Значения коэффициентов частоты н устойчивости /<2 приведены 
у таблицах 1 и 2.

Таблица /

\Հ7'
0.1 0.2 0.3 Օ.4 0.5 0.6 0.8 1

ն 37.32 32.01 25.78 20.19 15.75 12.40 8,03 5.53
38.16 34,79 30.58 26.51 23,00 20.11 15.86 12.99

Ն 59.61 53.1'3 44.87 36.71 29.67 4.01 16.1? 11.32

Կ 61.28 58.77 54.96 50.46 ■15.88 41.60 34,11 28,97

§ 3. Бесшарнирная параболическая арка переменного 
поперечного сечения

Граничные условия бесшарнирной арки с учетом (1.4) и (1.16: 
можно написать в виде

U(x) = V'(x) - - V"(x) = 0 при х=0 и х = /. (3.1)

Кососимметричную форму отклонения ярки от ее первоначаль­
ного недеформированного состояния аппроксимируем буньл.нсй |6]

V(х) = ах (I — х) sin —х, (3.2)

удовлетворяющей (3.1). Подставив значения у' и V'(х) соответственно 
из 1.1’-) в .3 2) в (2 4). проинтегрировав и учитывая, что U 0)— 
= /7(/) 0. тля U(х) получим следующее выражение
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4- I 2л» - 3/х5 + /Հ1 - J А X + ֊ —I 
21?)

(3.3)

Рассмотрим опять вышеупомянутые два случая изменения попе­
речных сечений арки.

а) Первый, случай. Здесь выражения (1.18) и (1.19) принимают 
вил, аналогичный (2.6) и (2.7). Подставляя К(х) и й'(х) из (3.2). 
(3.3) в (2.61. (2.7). получим

. __  г/
7Л/,—Аз —’<йу <՛■ —7Г

где

Некоторые значении и /<3 приведены в таблицах 1 и 2.
б) Второй случай. Здесь (1.18. и (1.19) принимают вид, анало­

гичный (2 9) и (2.10). Подставляя V ы) и U {х) из (3.2). (3.3) в (2.9). 
(2.10). получим 

где

.. ձ) ,, D f
*-в- к‘-с7'

էՕ = ճ + ,(ր= Դ Ч. /44 ( 448 * 64^ _10\/ճմ.
4 15 \. 3 15 105 ^)\1)

а В и С имеют те же значения, что и в нервом случае. 
Некоторые значения и А; приведены в таблицах 1 и 2.
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Таблица 2

w 0,1 0.2 0.3 0.4 | 0.6 0.8 1

А՜
29.50
29,53

49.00
49.42 58.27

57.00
59.80

52.00
54.0»

41.00
46.3)

37.0
39.70

1
2

0.10 0.85 4.90 4.01 5.34 7.31 3
30.70 54. Ж) *1,10 101 00142.00 •70.00 193.00 1

К. 30. Кб 58 36 81.99 U3 0 • 142.11 180.52 219.27 2
0,51 -2.41 1.09 2.04 0.10 6.18 13.61 3

62.30 12.00 154.00 15 /.0 133.00 1 8.00 1
к> 62.14 111.02 141,33 1.>5.6՚ւ 155.73 141.65 125..-1 2

-0.26 0.87 1.04 2.46 6.5 6.53 3
65. 0 131 00204.00 277.09 444.00 87.00 700.00 1

А', 05.59 135? 4 212.06 293 91 467.21 645. ։'2 824.<‘7 2
0.14 1.26 3.95 6.101 5.22 9,93 17.72 3

Примечание. В строке 1 приведены значения коэффициентов устойчивости 
по Л. II. Диииику [8| в строке 2 приселены значения коэффициентов устойчивости, 
полученные и настоящей работе, в строке 3— разность в процентах.

* * tc

Таким образом, для нагрузки вида q (fl — q, — ?0cos/jf исследо­
вание динамической устойчивости параболической арки приближенно 
приводи гея (7| к уравнению (1.17*) типа Матье. Коэффициенты «»в и 
!«. уравнения (1.17*), необходимые для построения областей динами­
ческой неустойчивости по (1.2՜֊1), определяются выражениями (1 20) 
и (1.21), л которые входят критическая нагрузка и частота свобод­
ных колебаний непогруженной арки. Для рассмотренных двух случаев 
изменения поперечных сечений двуу шарнирной в бесшарнпрной па­
раболических арок переменного поперечного сечения получены при­
ближенные (в смысле метода Галеркииа) выражения для частот ос­
новной кососимметричной формы собственных колебаний и критиче­
ской нагрузки при кососимметричной форме потери статической устой­
чивости по двум полуволнам.

Чтобы судить о точности приближенных выражений для ш, в 
г. блице 3 приведены значения коэффициента частоты, вычисленные 
в работе |4| но оценкам А. Ф. Смирнова для беепгарнирной параболи­
ческой арки при первом случае изменения поперечных сечений.

73՜ 63.0

ъ 57.0

?з 59.6

0.1 0,2 0.3

56.1 46.5

5J .0 42.6

53.2 44.9

Таблица 3

0.-1 0,5

36.7 29.6

34.7 29,0

36.7 29.7

10 IVjsecr»» AU, серии Ф»м..ы,т|. нпух, 2
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В таблице 3 u <?j —оценки коэффициента частоты сверху и 
снизу, — коэффициент частоты полученной в настоящей работе 
(см. таблицу I). Табличные данные свидетельствуют об удовлетво­
рительной точности выражения для фч. Точность приближенного вы­
ражения является одновременно косвенной оценкой для остальных 
коэффициентов частоты.

При г֊ =0,1-:֊ 0,8 отклонения значений коэффициентов устой­

чивости от точных, как это видно из таблицы 2, в большинстве слу­
чаев составляет менее 6,5%. Имея это в виду, можно сказать, что 
приближенные выражения для полученные в настоящей работе, 
дают удовлетворительные для практических целей результаты. 
Ереванский политехнический институт 
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U*. I. Ik|»uu(i

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ ԿՏՐ4.ԱԾՔ ՈՒՆեՑՈՂ ՊԱՐԱԲՈԼԱԿԱՆ 
ԿԱԱԱՐՒ ԴհՆԱՄՒԿ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա Ս' «I» П Փ II b Ս'

/^ա<) nt иnt tfitшиիրվում Լ պա րա բո լական տոանցք ե փոփոխական
կտրվածք անեցոդ կամա րնե րի դինամ իկ կա րո,ն1էէ. թ լան խնդիրը։ Ч чип ցված կ 
խնդրի դիֆերենցիալ հավա սա րու մ ր, որի րսծսւմր 1՝ա.րնով֊
՛հալլորկինի մոտավոր ե դանակով բերվում / ( !. է / ) դիֆերենցիալ հավասար­
մանը, իսկ վերջինս, կախված աւլդոդ արտաքին, ժամանակի ընթաց բում 
պարբերաբար փուիոխվոդ բեոից, բերվում Լ Մ ս՛ալեի կամ Խիլլի դիֆերեն­
ցիալ հա վա и ար ու. iib երին :

երկհոդ ակ՛ս պալին ե ամրակցված ծ ա էրե ր՚էվ կամ ա րնե րի, նրանց կսւրր- 
վէոծքի էի Աքի ո ի՛մ ան երկու, հիմնական դեպրերի համար որոշված են՝ կրիտի­
կական ստատիկական րեոի մե ծ ու թլունը > սեփական աաւոտնոււեւերի հաճա- 
խականութլանր, իսկ ա լհահե տե' Աատլեի դիֆերենցիալ հավ ա սարմ ան դոր~ 
ծակիցներր ե արված ի դինամիկ տնկալտնէէւթլան աիրուքթ ր:
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