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ФИЗИКА

В. А. Шахбазян

О радиационных поправках низших порядков 
в скалярной квантовой электродинамике

При рассмотрении реиормалнзайионпой группы в скалярной 
электродинамике |1] |3] были использованы приближенные выраже
ния радиационных поправок низших порядков к одночастичным функ
циям Грина и вершинным частям, справедливые в ультрафиолетовой 
и инфракрасной областях (см., например, ф-лы (16) в |IJ). Представ
ляют. однако, интерес также точные выражения указанных поправок. 
Ниже приводятся формулы радиационных поправок низших порядков 
к мезонной и фотонной функциям Грина, справедливые во всей об
ласти изменения импульсного аргумента, расчет дважды логарифми
ческой ультрафиолетовой асимптотики верп инной части порядка ё2, и 
инфракрасной асимптотики четырехвершинной функции Z։ (опреде
ление последней см. в |)|—[3]). В последнем разделе статьи изла
гается получение второго обобщенного тождества Уорда в скалярной 
тл.гтролинамике. Рассмотрение везде проводится в формализме Дэф- 
фина-Кеммера.

§ 1. Радиационные поправки низших порядков к мезонной 
и фотонной функциям Грина

Пользуясь методом, развитым в [4|, для мезонной собственно- 
энергетцческрй части получаем во втором порядке теории возму
щений

vf2։/. 3<?а VM- ( 3t- е-^\. (М՝\2*8я8-А т ( 64_2 -б4_2 )In I т •It/’՜ "0-1֊
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+ 2т Р:. р^. 
т- р-

где

•А(Р) =

1ГГ , —In
P'

р- — т*
»Й2 '
?7ձ

I р- ֊ w21 »'•$.

4-ln^.
2 in՝

р - ֊ - пг ,

фиктивная .масса фотона, «веденная для устранения инфракрасн

(1.11

1 ։

расходимости- Выражение для /1(р) получено с точностью до .мнимо 
части. Из (1.1) следует, что при снятии промежуточной регулярнзадл 
Паули-Вилларса (т. е. при Л/->оо) -м(р) расходится. Как извести 
|4|, после устранения расходимостей из S-матрицы, регулярные части 
диаграмм, содержавших особености, определяются с точностью до ко
нечных полиномов по импульсам той же степени и операторной струн 
туры, что и устраненные сингулярные члены. Поэтому регулярна 

, *
часть (1.1) будет определяться с точностью до членов -^(р֊ w, 

X ~ոյ-.Ո-~ • ~/п. ~ Хт. с произвольными коэффициентами. Опре

деляя произвольные постоянные из условия обращения в нуль раднз; 
ционных поправок во внешние линии, мы получим не содержаще 
произвола конечное выражение для -(р\.

Учитывая, что полпая мезонная функция Грина определяете! 
формулой

(/(/>) = Д'(р)Ч ձ։՜ (р)^(р)б/(р),

мы получим следующее выражение с точностью до члено։
третьего порядка по е

— { гп'^>(Р) -г (А р-)Ь^(р) Г- np^j (Pl
т'2— р~

•где

(*ю(Р) = I 4- -g^-2 'Ц-֊.֊ _ 4 _ 12 
Р- Р-

т
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+8 у1 n S ^ ՜՜ I' d'u ՜' ’+ (4 + 8 ?)1 d‘ -1 ’ +
+ 8(3 — rfj) Л (m։) + 4 (3 — di) j.

Зе1’ I p- — nr / p‘ + nr . p" — nr \ . о .^^=64Տվ ֊у (-~)П|Ч< +։)]И֊». (i./)

При |p'*i nr нетрудно получить выражения для ճ.;շ)(/>). badp), 
/•'ip) и ?;2)(p). приведенные u jl|.

В инфракрасной области, т е. при р-->пг, имеем в согласии с 
151 в 16|

I %/Др»=б(։,+)=й'(р) = 1 + 8^ ;<Й-З)1п|/’-՜.֊ . (1.8)

Аналогично можно получить выражение для поперечной функции 
I рина фотона

Հր = mr kmkn . 
т п __ ______ (1 9)

Ա.10)

С точностью до члена - е4
е" 

14֊Т-г/(П

5 Ишгстив АН. «ерня фкх-ха։. илу».. -
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где

/(fc։) = I dx |4х(1 —х) — 11In т* — х (I ֊ - х) fi
rn- Н.П)!

о

Произведя те же преобразования, что 
параметрическому представлению |7|,

и в [1|. придем к следующей 
|8| фотонной функции Грина

֊(*“” 7')

При |А,г| >> т*

1 . у г
kl \ it 48*’J ЛГ-Կ Ч’-ЛЧИ 

4/Н»
(1Г

</<*’) = >+֊<= И£|+- (1.1

§ 2. О радиационных поправках к вершинным частям

Рассмотрим радиационные поправки к вершинным частям Г и Q] 
(определение Г и □ см. |1|. 12|). При их вычислении в общем слу! 
чае не удастся избавиться or конечных ин егрировяний. Поэтому пн 
лучаюшнеся вьцаження выпи-ыиать не будем. Ограничимся нахож
дением дважлы-логарнфмнческс А асимптотики функт ни Г по рядка Ժ 

и инфракрасной асимптотики функции Ը՜։ в низших приближениях по 
е* и հ. Методика нахождения дважды-логзрифмнческсй асимтотаЯ 
вершинке и части пт.рялк։ с՝ была разработана Судаковым |9| дЯ 
спинорной электродинамики. Техника вычисления типового inner ради 
дающего двойной лог. ри(|м. в сги.-^рвсй э. ектродинзмиье сохраняется 
без изменения. Раз. и՛ не в< знккас-т при исследовании матричных струк
тур. Типовой интеграл имеет вид

Г ԺՂ-'
J р/> - ^)= + 1(7 ֊ 4֊ -I й)

Асимптотика J при

Ռ3 -IZ7l»l7,|. IP*IW 
имеет вил |9J

(W

(2.2)

(2.3)

В числителе полннтегрпльного т ыражеиня вершинной части
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Хрр-А')- Լ (Р֊АТ֊Н֊(Р-АТ|Г'

вклад з дважды-логарифмическую асимптотику дают члены

Sg"| Г‘?Г“РГ' + Г'[—!•(?’ - ?=) |ГлР г + 
। I I Ո1 I

+ Г'?г4-^(р։-֊?1 I Г' | ■

Пользуясь свойствами пятирядного представления матриц Кеммера |10|. 
последнее выражение можно переписать в виде

2 г" Г' q Г՞ рГ'-|-£՞֊ 4՞ Xpq
1 Ч

или

֊ հ Р Г՞ Г qpn 4֊ Р О г" 4֊ р~;֊-֊ ХР9-

Так как справа и слева от вершинной части должны стоять функ
ции Грина мезона, рассмотрим следующее выражение

? + W~q*) l—հ р\'а 4֊ qp'+p q\"} Р 4֊֊^(Р2֊Р2) | -

Пользуясь неравенствами (2.2) и опять совершая преобразования с 
использованием свойств матриц Кеммера, получи՝.՛

ԼՀր-ց-) (֊q p\"n + qpa+P Հւ՝ո)1 р + — Ср" р2)

J + i Cf-q2) |^-r j р -г Ср-—рг] | •

Так же, как и в |9|. доказывается, что вклад недиагональной 
части функции Грина фотона ^(di — 1) в дважды-логарифмическую 

• асимптот ку равен нулю.
Окончательно для вершинного опера гора второго порядка по- 

лучаем 1

(ւ',հ I kS 
ւ ՜ 32^՜ ln ?. &1П —г 

qJ

t’3 ր' 4- qn y /г • /г----ооТ ------ --  иГ In In • (2.4)32 гл щ | р- I । q-

Перейдем к рассмотрению инфракрасной асимптотики функции
Таковая имеет место, когда i-вадр.иы четырех наружных импуль

сов стремятся к րոձ. При эюм, разумеется, существенно поведение 
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тех диаграмм, которые имеют инфракрасные особенности Такими 
особенностями обладают диаграммы б), в) и г) на фнг. 1.

Нахождение инфракрасных асимптотик значительно сложнее; 
нежели нахождение симметричных асимптотик в ультрафиолетовой 
области. Элементы S-матрицы, соответствующие диаграммам 16), 1в) 
и 1г) и обладающие матричной структурой Х^Х^, обозначим через 
She. 5<Р, S<?? (а. р, 7. 8 = 0, 1, 2, 3. 4). Тогда радиационные опе

раторы [4|. [11] четвертого порядка для рассеяния частиц одинаково 
го знака имеют вил

1 , _____________ ___________________
՜Տ' Դ։ (Р')в'-Г; <հ')* /')5՚1ն(֊Հ Л

//ճ։

(W

(<■/. р). (р. <?>

4- 2 АД (Л. а) +
՜ (л՛. (՚?Հ."՚ւ

<Р'.Р>
' 2 ф (Pi. А)

<Р>. рл (*7'.р>
4Հ Ч-Հ—р֊<7). (2.5

յ_ >
•Հ (Р')ЙФ4(<?/РФ*(—Р)5Ф4(—7) р

е^(р' -д'—р — д) 
4(2’^

(ч'.р'.ч' -Р). (ч'.р'.ч' - -о
Ճ All +

(pl.p. p,} (P'.'l'.P -р).(р'.»‘.р'-^

■7. V՛. Q՛ ֊ Р), i'l'.P. Հ - <>\

<Pt. р../’i) - (Г՛. ւՀ. p’ -P>. (p' p. P ֊<?>

<2.61

Здесь

■fi,!e(Pv = J (/ն k)ip„ k)IX(p} Л)/>(Дл 1Հ) l)'b(k) (1Դ. (2.7

(Pi/ Рг)= J (Pl - fr) (P= — fe) />(P1 !>(ps k) (k) (2.81

•W(Pv Pi. /ն)= i 3 JP, k}՝ — 3 (p5 4- 4

X
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1
пг 2 (Л ֊ А)84֊ А’)2 + 1(Л ֊А') (р2 + А)|* >

X & (р, k) D՝ (р2 4- А) D' (ру - А) ԼՀ [k\ d*k.

(Pi. Рь Pi) - I 4 «2 з (pj А)8 — 3 (р.. - А)24

4- ֊ճ[2(£։- k}~ (р2 —А)'*'4֊ |(.Պ֊ А)(р.. — А')12 I

X Z>(Pi ֊ А) Ռ-(բ,-k) ւղ (р3—k) D<֊(k) d*k,

(2-9)

(2.Ю)

/•/—причинная функция мезона в формализме Клейна-Гордона, Di- 
фотонная функция Грина. Использована стандартная калибровка

В формулах (2.5) и (2.6) суммирование производится ио выпи
санным значениям групп импульсов. Например, сумма

(Р, <?>
S

un./М и»։, <՛/'). Կ\ր՛)

означаем что берется сумма величин J'^iPi, р2). когда импульсы 
(Pt.Pt) принимают значения q'), (q',p') էհ, р), (/л ?).

р. q — начальные импульсы частиц.
р՛. q' - конечные импульсы частиц.

Ищется поведение интегралов (2.7)—(2.10) при р2, qz, q ՝, р* — т- 
одновременно в окрестности k '֊՜Օ. Отбрасывая в числи гелях все ма
лые члены, заметим, что для нахождения инфракрасных асимптотик 
miierpa.iOB (2.7) ֊(2.10) необходимо оценить ингегралы следующих 
типов

________ d՝k__________
(2рх k — а2) (2р^г 4 а-1 А2 а‘-= = р։- гп ’.

А= = (А0)г֊А2.

■ I J (2^^■ р =4 =4 =р ->т՜

Вычисляя нх обычным способом 112] в окрестности А —0. получим 
дующее выражение для функции D‘։2)

sx. s2, s3. e2, k ) = 1 4֊ er/, (sv s2. s3) 4- 

, P2 ու2In'---- 5— (2.H)
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где

Vs։<s>—1) 1 ֊ /(s, ֊ l)/s, 

l*.l +.‘/» I + /IM + 
+ ls»i) I — /!«։/(!' + |S»') 

_LS«I-*-*/» In 1 + +IM J •

/։ (si> s։՛ ֊՝՝։) - jgn։ | \)"_ ՜^~ $з |n 1 " J ($1 _ ‘ 'i 5i__
I՜ ֊ Ч 4ձ՜: ձ՚3 1 ֊ I U’i ֊ Օ/Հ՜

(fo|H-7,'g _|ո 1 4- V|S8J/( r^|6-2J 
-г|5, ) 1 ֊|/|՜տշ!/(1 4 |Հր ՚

________(‘ՂԼէճմ_______ln 1 •;- VMHWL 
4^Kl<lO 4֊ 1Տյ|)_ l~V|$։/(H.$al) I

0Լ+<?Г c = <P'—P)9 հ _ (Pz —v)2 . 
4/н* Am- i/л՛

(2.13)

(2.14)

$t 4՜ -’a t $з=1» $i > 1 • $շ < 0, Տյ ՜. 0. (2 15)
Чтобы получить выражение C’f’ для рассеяния частиц с противопо
ложными зарядами, в формулах (2.11) (2.13) следует произвести 
замену

§ 3. Об обобщенных тождествах Уорда в скалярной 
электродинамике

Как об этом упоминалось в |1|, при устранении расходимостей 
скалярной электродинамики, приходится пользоваться двумя тождест
вами Уорда—между мезонной собственно-энергетической частью и 
вершинной частью и между вершинной и комптоновской частями.

В работах 113] было получено, так называемое, обобщенное 
тождество Уорда в спинорной электродинамике. В скалярной электро
динамике возможно получить соответственно два обобщенных тож
дества Уорда. Первое из них по своей форме в точности совпадает с 
таковым в спинорной электродинамике. Получим второе обобщенное 
тождество Уорда между вершинной и комптоновской частями.

Для этого заметим, что соотношение для коэффициентных функций
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<11V^» /<Я+|(Х։. •, Хл=) = I Vo(=— XQ) ֊ ХЬ)
« о

К.ч (Х\, ..., хГ1),

(3.1)

полученное в |4|, справедливо также и в скалярной электродинамике. 
Рассматривая его для кзмнгоновекой (я | 2-го порядка) и вершинной 
(//4-1-го порядка) частей, запишем (3.1) в импульсном представлении

(/*!• * ’ ՚ ՚ /,/յ1՜ր ՜շ) — քՀ+i G9։» ‘ ’ ՜ >А> ՚ “՜շ* ՜ ՞ ՚ ’

-rL+i(Pv’-*- A» + *i. (3-2)

тде պ, »2 йнтересующче нас наружные фотонные линии. Штрихи 
означают, что из k и Г выитены о-функцан суммарных импульсов. 
Проинтегрируем (3.2. по всем импульсам, кроме p!t. гч. Надо 
заметить, что (как и Ռ+յ) представляет собой сумму членов, 
соогвегс; вующч.х последовательным включениям вершины с внешним 
фотонным импульсом во нее aiyrpe.iHHe мезонные линии никла. 
При этом, поскольку рассматривается комптоновская диаграмма, т. е. 
диаграмма с двумя внешними фотонными линиями и двумя внешними 
мезонными 1ИНИЯМИ, следует различать совокупность членов, в кото
рых фотонная линия с импульсом ~3 рас положена левее фотонной 
линии с импульсом ՜Խ от совокупности членов, в которых имеет 
место обратное. Поэтому при интегрировании комптоновского члена 
но всем внутренним линиям, получим

Հ.+։(₽>. •' -.РЛ. -։) ‘iPe ■ । rfPa+f ■ -dPt,., dpt^-- -dpr -

= «„n <Pa- Pb\*v ՜Տ> + Հ, .2 (/’«• P^֊V ->)• (3.3)

Здесь первый член представляет собой интеграл от суммы чле
нов, в которых линии с импульсом պ расположена левее линии с 
импульсом ՜2. Второй член соответствует обратному расположению 
внешних фотонных линий. Интегрируя вершинные части, из (3.3) 
получаем

”շ 4֊ Պ (ра, рь -2. պ) =-•

I “ Гя+1(ра.рй֊1֊-2^) -Г„+։{ра-Ь^.Р»А). (3.4)

Формул}' (3.4) можно переписать в виде

s«"к ‘^։{p'.p, k, *')р. k՛. k)=
I I

= r:+J (p', p' - k) ֊ r?+l (Հ 4֊ k', p), (3.5)
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где

Р. k. k՛I = КХа (р. - />' к, - JH.

Հ“։(Հ. p. к'. k} = <”,(/>, -P'l- k', k\.

Г”+1 (p'.p - /г') = г;7н (Р-Հ - p' k),

Гл i-յ (p’ - k'. p) = Гд+1 (p, -p' - k'\k).

Форму-13 (3.5) и представляет собой второе обобщенное тождестве 
Уорда в скалярной электродинамике.

В заключение, пользуюсь случаем выразить глубокую благодар
ность Д. В. Ширкону, под руководством которого выполнена настоя
щая работа.

Математический институт 
нм. В. А. Стеклова АН СССР Поступила 24 VI i960

•Լ. IT.. Տ-ահթսւցյան

ՍԿԱԼՅԱՐ ԿՎԱՆՏ* ՅհՆ ԷԼեԿՏՐԱԴՒՆԱՄԽԿԱՅՈհՄ ՑԱԾՐ ԿԱՐԳեՐՒ 
ՃՍՌԱԳԱՅ^ԱՏՒՆ Ոհ11ՈհՍՆեՐհ Ս՚ևՍհՆ

Ա Ս՛ Փ (I Փ Ո Ի Մ

I]in ա ղված //7/ ղրղոա մների ւոև и ա իք լան երկրորդ կարդամ ^'րինի մևղո֊ 
նալին և Տիոաոնա լին էիանկդիան1ւրի ոադիաէ/իււն ա ղ ղա մն/ւ ր ft ա ր in ահալտա- 
թրէւննե ր , որոնք ճշմարաաբի են իմ պա յաս լին ա [պամ և աների փո փ ո իւա թ ջան 
ամբողջ աիրաքծլււլմ: է՝երվա.մ 1; P~ կ'"1"ւ1' ղաղա ի) ա/ին մայրի կրկնակի լողա֊ 
րիիքմական աւր իմ ւոո ա իկա լի հ րյածր կարդևրա մ րււա է'՝-՜ի !l՝ ի միլհրուիսրն 
փոիւաղղեւյա [d (ան ,!,րինի ւիա.նկրյիա /ի ինւի ր ակա րմի ր ա и իմin run իկա լի հաջ- 
ւքարկր г

'Ւիւրրարկված Հ 11ւորղի րնէլհանրացված նա. լԱա իք լան ր դաղաթալին ե 
կոմւոոնովլան մաոԼրի միջև:
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