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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. Л. Баблоян

Изгиб круглых налов с продольными зубцами 
или выточкой

Рассматривается задача изгиба призматических стержней с по­
перечным сечением в виде кольцевого сектора с симметрично-распо­
ложенными зубцами и кольца с сектбрнальной выточкой, когда из­
гибающая сила действует вдоль оси симметрии. Решение задачи 
ищется в виде тригонометрических рядов, коэффициенты которых оп­
ределяются из бесконечных систем линейных уравнения. Доказывает­
ся. что эти системы вполне регулярны и имеют ограниченные сверху 
и стремящиеся к нулю (при р->х) свободные члены.

Подобные задачи рассматривались в работах Лейбензона |4|, 
Стивенсона |5, 6], М. Сигара и К. Пирсона [8] и других [2, 3, 7. 9. 10].

§ 1. Постановка задачи

Пусть внешняя изгибающая сила Р приложена на свободном 
конце стержня и действует вдоль оси симметрии поперечного сече­
ния стержня, т. е. изгиб не сопровождается кручением. Функция на­
пряжений при изгибе /• >.-, у । внутр։։ области поперечного сечения 
удовлетворяет следующему уравнению |4|

= y -j-^y 2 • <1J>

а на контуре сечения удовлетворяет условию

Ժ/* РI х՝ 1 ,, . I dy ,f ~ո~յ\շ V-2I rf4. • (12)

где x0—координата центра тяжести сечения, J осевой момент инер­
ции поперечного сечения относительно оси тр /(у)—произвольная 
функция, с—коэффициент Пуассона.

Положи м
/(У! = Ь--у֊ (1.3)

и перейдем к новым координатам следующим образом |2. 3|

х = Ье: cos?. у ֊ bc։ sin®. (1.4)
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Тогда уравнение (1.1) и условие (1.2) примут вид

V’F(«.|?)֊(1.5)

Касательные, напряжения при изгибе определяются формулами

t,-(f. -) =— Д- -~՜ 4- (Հ е™ ֊-\—2-^-Ժ cose I sin?;
г 4 ՝’ be( ot 2J b

(1.7)
?.,(/, փ)= Jr(,!- 1— 1 —- Y et cos? I cos?. 

v ’ r' be1 dv 2 J b

Ila осн симметрии y=0 (? —0;~) напряжение 0, i. e.

?) = const.
— <է =

1.8)

§ 2. Изгиб стержня с поперечным сечением в виде кольцевого 
сектора с симметрично-расположенными зубцами

Рассмотрим задачу изгиба стержня с поперечным сечением в 
виде кольцевого сектора с симметрично-расположенными зубцами, 
когда изгибающая сила Р проходит по оси симметрии (фиг. 1).

В силу симметрии области сечения, достаточно рассматривать 
только область A13CDEFGA. Чтобы решение, определенное в этой 

части области, распространилось на всю область сечения, требуется, 
чтобы на осн симметрии имело бы место соотношение (1.8).

Из граничного условия (1.6) следует

Ո ֊4--.)Տ1Որ ֊ ^՜- (2? + տւո2¥։
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ЛО. ?)=֊^' 2<p |֊sin2y).

.... РЬ3е<-

3 Игассгнз АН, серия tjim.-Mir. наук, 2

₽(^?)=֊շ7֊ (^—llSIn?-^(2? sln29)

(2.1)
с/. ч PJPsin?. f3z A։06'2f- ---- et----- COS?1 փձյ,

?а)֊
e3t . xoe2t
з ' '■ -v^ 3֊J

Из условия непрерывности граничных значений функции /’(С?) 
в точках С, D, получим выражения для Cj/ = 1, 2, 3) и коорди­
нату центра тяжести

- РА3 I 2 . х0?։Сг~ 2J I з чп?։ ь ’

Գ=֊՜ ՜ (е^ - 1)տ!ո?յ -Ւ -.Հ (в^ — 1

Р/?Р/>3| 2 х е -2/,?
С* 2J 2J I 3 е 1Տ Ո?1 ծ

(2.2,>

х0 _ 2 ։г3/* - е-^ I sin?2 - (е"* — 1, sin?։ 
հ՜ 3 ժ -6՝)?._Լ^։_ւ1?։

В области ABCDEh'GA функцию /' (Հօ) ищем в виде 11. 2. 3|

/•'(Л ?)-
Fj (f, ք՚ւ в области I. 
ՒՀ(ք. ՚հ>) в области II, 
Ւ\ (t. -s в области III.

(2.4)

Пользуясь условном симметрии (1 8) 
■(2.1), в силу 2.4) для ?) (/ — 1. 2, 3)

и граничными условиями 
получим следующие гра­

ничные условия 
քյՀՕ) = Օ.

ЛЬА.?)=^(֊4.ч>)= -^р- — (1 — е Ql՝) sin?

֊0֊~-i2?-rSin2T)

Л(0й) =- Р7г-(2? + ^п2?). 
•f J

РЬЛ<‘1֊ Г У /'և/նԱ։.?)=ճ4)— bslnT_ ^֊(2? ■ sln2=) +С։, 2.5)
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?,)֊
Ph3 Sintft 

27՜
[е«1.3 . хое’1г

~е-----21Гcos?

/Ղ(ք, ?շ) =
Pb3 sin <-% Xo^

- -, -- COS 
b 3»

Fi՝t,^) = Fjt, <pj,
=d3\ , 

Լ-Փ։ (?— ?i

^fO, <?)-/%(0,?Հ
dF2 ժ/’յ

O'

§ 2. Определение функции напряжений

Решив уравнение (1.5) методом разделения переменных и удов­
летворив условиям (2.5) н (2.6), как это сделано в работе [3], д|в 
функций /•'/(/, 9) (Z*- 1. 2, 3) получим выражения
f,(/,9)=Csln9[e«+«

o 11 ։ i

ад 0
■ tx

РЬ3е՜^՝ sh t -<in rJ

Pb-x,
47

2 Հ, А'д. sh ■:
shbfc?1 a I

sinS^r (2.7;

в области б • է Հ 0. 0 с Հ V, .

ր (է ւ Гс- I ' в-з/ 8hZ sh<Zi *• /) I . Pb3e.-^ , .7‘a(t. $) = G$m? e 4-c’ ----- . . 4------ ?— sM-sin?S Ո * լ ЬП/֊լ I •։

. o Pb֊x<ie^ Pb3 2(1—e-if.)_ ^^sln2?—2«_ , _ 3 sjI1?։+

, >v0?i(l -e -<)
b ֊ ®3

2 sin z.

A—1
Հ^է--^տ։ո^4Ьи гл( ?a ~*|)

Ջ “ X.sh^5^?i.slnV 
?j)G ՝?ii տհԽ(

?2
sh՜#՜ S1" s*(? (2.8

Կ

в области /, < f ,0. >?,<? •?,).

Л3(/, 9) = Csinv P'1 .. sh / sh(G —/)Լ> '* 2 _    Z------
sh r., sh G

/JAl./.T,
4- shZ-sln?֊|-C2-:

_^Ճ»^Տ|Ո^+W !)(?■-• ?)sin?,^(?-.9jslnya/L. t 
a J • 37 ?J֊?t G
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ph-x 9 »֊Գ/՜-Տ^ sinb
2 Й-l

ճ <_ 51nT/hltoil] slnT։< .

2 $ Yk shSfcf4- t) .------- > ՝---- r~՜է— sin 3* փ փ.) 
7=շ~<հ r։ °* sho*A

(2.9)

В области (0 f, ? <ТаЬ
где

я* = |1-Н-1)*+։<> 3'«1 о ր____ լ«____
(й Г 1)(^4֊9)

РЬЛ ֊ 3
J ^(?i + WT9)

£*=|1+(-1)*+1^ [ 8С_____ Ь—..
I (714-1.) (7? ։ 9)

Р/Р 71 — 3
7 и7Г1-1)(1р֊9)

k~ kit
7 & ~~i * °* —' .Г m՜Ч ?շ--Փ։

_ РЬ3 1 4-2о
՜ ՜ 8J l -l-o

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Для определения неизвестных коэффициентов X!t и У\. получаем 
совокупность двух бесконечных систем линейных уравнений

•V/л \ а^р YI. -|֊ Р},, 
л-։

1Р=1.2”) (2.13)

ծ-J
где 

_ 2.зр_ _ 1_
ԱԿ' (?2-фД |clh3p?։ 4֊clh?p(%. ф)| г?и֊Р;. ’

(2.14)
b - _ 1
,Ля McthM։4-cthMJ ՜ 1 5; ’

, _ __________ 1__________ I Ph3 չ [ 2{1-<г3'>)
р -с Cth?p(os- <?։)|2Հ^ (?2֊?։) 3

-֊“Ի (t - <■ "■) I ֊3,֊-;/^-ր-,տւ՚1Փ։ |, (2.15)
° I ՝Տ>Ն;, (?շ — 91) 1
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Գ = лц cth IBp I|sln ”+'՜1 - life՜) +

. / » 1 e՜'4' \1 I /W ,, \/ .L. \ s’n 9։

/ԶՀ, Pb3\ Sin <h P/Av0 (I—e-v. ).?։|
+ (3C - 27՜) ՜ --------- О---- I՛ (

R.. 8C------------------------Ж - AdL--------  12.1

Покажем, что системы (2.131 вполне регулярны. Действительно, 
для суммы модулей коэффициентов систем (2.13) имеют место сле­
дующие неравенства

* ctliBp(?2-<p։)-լ
£.lWl Clhp/(?s- Հ) ■ Ciller 2 '

(2.18)
VI/, ՛ c^* Wi - 1 1

l:r- c.th Эр/,-|-cIlHpA, ՜ 2 

т. e. системы (2.13) оказались вполне регулярными.
Легко увидеть из (2.15)—(2.17), что свободные члены систем 

(2.13) ограничены сверху и. при р—-гх, стремятся к нулю.
Числовые, примеры. В качестве числовых примеров рассмотрен 

изгиб стержней с поперечным сеченном в виде кольцевого сектора с 
внешними симметрично расположенными зубцами, с размерами 

t-i — t.. = 0,270; <р2 - <р։ - 0,2366; <р2 = ֊- и

Для этих случаев вычислены значения касательных напряжений 
в некоторых точках, которые показаны на фиг. 2 и 3.

Частные случаи. Рассмотрим изгиб стержня с поперечным се­
чением в виде кольцевого сектора с трещиной (фиг. 4). Решение 
этой задачи получается из формул ,2.7)-(2.9), переходя к пределу 
9։ = 0. Для функции напряжений получаем следующие выражения

F., (Հ •; ) — С sin 9 . v տհ է е՝՛ I е~Л՝ —7 
տհ /.

sh(G-W) 
տհ/։

Plr'e՛*՝—յ----- տհ Z-s։n v —

РЬ*х„ . Fb-Xtf - '*• Pb*s\n<^ , „ч. е-^1П29-------- վյ-----?- ֊յ^ - J ֊ր -

2sin<p-§ (—1* Z?/_. / x Ժ՜3’՛ e3fi \
------------ ... - л—:—v՝~r ( c'lv.j, ctiv./.r, —---------------- ■ a92 1 -cihofctj \ *• sho*/։ shoferj

shWrl П e։ г 2Տ1Ո9-Հ, M *1։V .. . #■ stnM------ տ1ոձ/ (2.191

в области ։0 т —6
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/%(/, ?) — С sin о ժ'ք е-1: 

W Sin
ЗЛр*

t,3Zx

ճԼսէՏ

-յլաւ
Ճ|>ձ1£

Sh Ъц է2

£^M's(n2?-;

2 sin ©4 Л (-i)wfit . ,u2 , *՜3'*\, Հ-- etho*./. 4-ctho,./M —
clh iut. — cth 3ft/n 1 sh <;kt

z . tn — t Pb'Xf. ...
■ . f ֊ ■; ' ' Г

տհ А

(2.20)

-йог

•CJL10J

Фиг. 2.

(2.21)
Ժ3-е(— 1 Ър sin с,И

Вы-

при ве­
ко ։ да

cth Zptx 4- cth 5,/շ

Для этого случая 
ден числовой пример.

/։ =. է.. = 0,270. ©•> =

полученные из (2.13)—(2.16) 
соответствующим предель­
ным переходом.

Для рассмотренного случая использованы значения 
’ -Vp = 0.

sho4 it., — է) „ 2sin ©., «•? ,.— sinS*<f> I Հ ֊ X’ Zia sh 6* A. T Z.> Ճ։
fc«l

u области (0 ՜

sh 7а? s»v
? ?շ, 0 է < /.).

Фиг. 3.

числены значения касатель­
ных напряжений в некоторых 
точках контура, которые при­
ведены на фиг. 4.

При ?* = * (фи։. 5) формулы 
нимают вид 

fs (/,©) —С sin© ёл։ I t’ <G sh/ տհ (Հ + 0
տհ Л

տհ է 
տհ ՛է..

տհ(/2 /) /W'« , .
- ----- տհ է ■ sm? —

• Il -, /։ տհ<Հ. է..
I) оз?

JJin..

x.-'fi'i

' I՝՛
Фиг. 4.

STM/

(2.19) и (2.20) упрощаются и при-

P^e-2tt
— - sh/sln?•»
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е֊'* — е֊-‘> տհ I/. г /)
cth/, - cth г. տհՀ S n? (2.22)

г .. . n | ... sh/ shir.. /) , РЬ*е',г^«.^֊Օտւոփ- +—,-s

(նշ /7/. e':- e ;r՛ sh(L — /) 
J I cth/, -|- cth /s sh/j sin (2.23)

Переходя к пределу при /г = О, из формулы (2.22) получим 
формулу функции напряжений для кольца с трещиной (фиг. 6)

Л(А?! = С։1п? е'Ч <■ “.i- Տ- (<հ/1՜1'>1 +
տհ < j sn 11

/'ծ3^՜2ք|4-------— sh է • sin <?. (’2-24)J

Ниже приводятся значения напряжений на некоторых линиях 
5 = 0.3. Հ- 0,270)

?) = —0,00863-cos9,

РЬ՝ 'л(О, ^) =-----յ֊ 0.67352-sin©,

9 • = 0.78528* sin ®.

РЬ- 
т՝^{— /։. ?) = հ 0,90922-sin ?.

Из формулы (2 19), предельным переходом Ճ = 0, после некото­
рого преобразования получим решение для кольцевого сектора

(Л ?) Ce°r I sin 9— sin у., — ,, ֊ )---- ֊-y£?fsino —\ sin3f? / Ս
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РФ8д-0 , РЬЛ sln3? .°£2'sln 2® + ժր — զ-sin «ք֊շ 4-47 67 Sin 3®շ

1
2s in ?г 

* ?Տ
shMG -H! e.3fl shо» է 

sli4-4 sh'Vi 
sinOfcy (2.25)

в области (— Л < / < 0. о հ. т հ ?,).
Отсюда, перейдя к пределу при f։->oo (aet։ = b). получим ре­

шение для кругового сектора (фиг. 7)

Հ* (Հ ®) = W (sin □ - sin <?2 - ) - Լյ sin ?
\ ՏաՕՀյ ք

РЬ"х0 , Л , Sln3<j> ։3.֊ Հ|/Դ-'Տ1ո2?+ w sln?:-s.n^£֊« +

^^Ջլ^(_1)։+1ճ,/»'Տ|ոՅ։? (2.26)
92 »՜

в области —00 < ր ' о. о < « < ?,).
Последние две формулы совпадают с ре­

зультатами. полученными М. Снгаро.м и К. Пир­
соном |8| другим путем.

каса­Интересно отметить, что в этом случае 

тельные напряжения в точке 0 не обращаются в бесконечность.
Из последней формулы, при ?2 = -, получается функция иапря 

женин при изгибе круглого вала с трещиной до центра

/•՛._, (t. у) = С sin® |<?3/ — ef I. (2.27)
Так как эта функция совпадает с функцией напряжений для 

круглого вала без трещины, полученной Л. С. Лейбеизояом |4|, то 
•едзлуег, что в этом случае наличие трещины не влияет на значения 
касательных напряжений.

§ 3. Изгиб стержня с поперечным сечением в виде 
кольца с секториальноЙ выточкой

Рассматривается задача изгиба стержня с поперечным сечением 
в виде кругового кольца с симметрично расположенной выточкой, 
когда изгибающая сила Р проходит по оси симметрии (фиг. 8).

Интегрируя граничное условие (1.6) но контуру сечения, по­
лучим

/-Vj3p_G'е------- (1 ?--'.)sln<?-----֊(29 + sln2f) •

Ph2 г
^(O.?) = - 4p(2?- Sln2®).
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/ЧА>. ?) = ֊?£*I (<>“*- l)sla? ■■ ттг՜՜ (2? + sin 2?) +Գ 
£v I -iP

Pft’sln c։
2.7

Հ
֊ e1 — ֊J eilcosf^

(3.1)
F[t, ֊) = ՇՆ /- (Л0)=0.

Обеспечивая непрерывность граничных значений функции напря­
жений в точках С. D, Е. F, получим значения C,(i - I. 2. 3 и фор­
мулу для координаты центра тяжести поперечною сечения вала

В области ABCDFGFHA функцию F (է, ?) ищем в виде (2.4). 
Тогда из (3.1) и (2.4) для функции Ft(t, ©) (Z — 1. 2, 3) получим сле­
дующие граничные условия и условия сопряжения

FJZ.0) = 0,
p.ifixЛ(0. ?) = ~֊7^(2?4֊տ1ո2?),

= —— I — (1 — e-2l‘) sin <P ֊ — (2<p 4- sin 2?) •

?)=֊^֊l:e։'—i)sin<p--^'՜- (2T + sin2?)l +c._.

Հ)
ef - ֊հ eQ( cos ©j

/րշ(^^) = ^(^^) = Գ

f2(0, ?) = F3(0, ?i.

(3.4)

(3.5)
Ժձ.| ^dF\ dF*\ =ժձ|
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Решив уравнение Н.5) и удовлетворив условиям (3.4) и (3.5). 
для функций Л, (t. i) (/ = 1, 2. 3) получим следующие выражения

х । = С sin © ем д е-з/. С _ 1
sh/, .sh/t

P/Av0//, -/ է 9ք \ , Pb*e֊^
2J ( /, ՜քՀ ‘)է-ր J տհ /-sin? —

Pb-x
. , ՜ <?2' sin 2с -г47

7՜1 ^֊Д‘^֊։1прЛ
Л <■ Տհ у II Cj

(3.6)

и области 0 < ? - ?։• - fl է ՕԼ

F,\r. c) = Csin? e*!-\֊e տհ'
Stl ք լ

տհ_(/։4 0 
տհ է-t

^՜ճյ'?1 Л- ___ Д , -2Л \ '՜ Ղ
2J խ, էՀ ) z-9։

Pb3e~՛^ է . 
----- --------տհ г- sin © —

/№0 9/ . »e11 stn 2© 2 V *»shMg-?) 
Կ К shrA(-— ?։j sinQ^Z —

’է.»

9 sh 2*(/։t/) ։ ч . .~7йЙ— (3.7)

в области (ք. < ? < w. — Л < < 0)

?) CsJncl^-է^ s?\z- 
sh t..

sh(/= 0] 
sh 4 J

Wsln©j - —« t Р№еи*-------- 57֊ ' ’ (e՝Zi — 1)------- -I — sh Z-sin © ֊ if J "Jv ՚Հ J Гл ./

տա 2c - <* ֊ " ™՜1Կ (Ц-
հյ ‘2.1 - — cs.

9 V ճ տհ
<Դ. տհ ձ* քշ 

հ - ։

տ1ոՆ(? —?։Н

2sln9։ *, c shT (Z —®)
!------ 1 - у. F.k . —,s։nr. է (3.8)

L Г, տհ Ն <*-?!) *

в области (’ր։ ?< ՜- 0 f էէ\.
где

3.9)

Для определения постоянных ճ!; и )Ղ но. учаем совокупность 
двух бесконечных систем линейных уравнений
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A'p ֊ V У* + Pp. 
к-l

' (3.10),j

У p ՜ '/>*,•> Aft ՜+֊ Qp,
ft-1 

где
- __^p  1

(9.11)
p _ _____________________ 1

kp /1|cthSp/1+cihap/2| * jjjH-cj ’

n՜ — /■’՛')֊•■,, (I c ՝\_______
Л՜ ,,<.֊ ^kthp/^ + cth^^-o,))

/> n In /Pf)3 '\/ է'՜3՛*’ \ 1ր cthop/j + cthop/., \ 'p ’ ( 2./ C)(Lth * sh/J^— 1՜

1 —e֊^ I . 
շԼ-slnCi jК

Эти системы вполне регулярны (см. 2 18). а свободные 

(3.13)

члены
этих систем ограничены сверху и. при р— >оо, стремятся к нулю.

Числовой 
изгиб стержня 
Принято

Д=2, 
а

пример. В качестве числового примера рассмотрен 
с поперечным сечением в виде кольца с трещиной.

b 5
а 3

с - b I
Ь~а 2՝ -0,2=11°27'

(г, = 0,51383: 4=0.18232) Вычислены значения касательных напря­
жений в некоторых точках, которые приведены в таблицах 1 и 2.

Из таблицы 1 видно, что максимальные значения касательного 
напряжения т.? получаются на внутреннем контуре.

р/,1 Таблица 1

>Վ 0 յճ 1
2 ! ք՛ 1 ?։ 30 ?ւ 4 60՝ 9,-ՒՉՕ՜ ?, • I2Q- •?ւ (-150՝ X

֊է։ 0 0.0923 0.1480 0.6497 0.9856 1,0354 0.7981 0,3105 0

և
~ 2

0 0.0704 0,1279 0.5264 0.8025 0,8422 0.6482 0,2774 0

0

Հ. 
շ

0 0,0403 С0 0,4680 0.7« 08 0.7395 0.5686 0.2385 0

— — Ս 0.4377 0,6447 0.6799 0,5289 0.2244 0
— 0 0,4038 0.6105 0,6500 0,5029 0.2110 0



Изгиб круглых валов ՛ ՝ '.бцзми или выточкой

Таблица 2

7=0 ?1
2 ?! 7! 30 ?, է 60 90՝ ր. 120 ?, + 150; к

0,0630 0.0G40 0.C693 0.071:1 0,0311 0.02-16 0.0775 0.1108 -0.1177

Частные случаи. Из формул (3.6) 
(3.13), перейдя к пределу при ?։—0, по­
лучим решение задачи изгиба для полого 
вала с трещиной (фиг. 9). Это решение 
совпидае] с формулами (2 22) и 2 23), т. е. 
наличие грешнны \8 на оси симметрии 
? = к. (—Zj в этом случае не имеет 
никакого значения для касательных напря- 
жеиий.

Для полого вала без трещины функ­
ция напряжений принимает вид

С sin? . jyst, sh I 
տհ հ

Pb3<՝ 
J sh /-sin p. (3.14)

Институт математики и механики 
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Ս.» Д. I»ui|* (ււյս>ք>

եՐԿԱՅՆԱԿԱՆ ԱԿՈՍ ԿԱՄ ԱՏԱէՌեՐ ՈհՆեՑՈՂ. ԿԼՈՐ ՋՈՂ-եՐՒ ԾՌՈՒՄԸ

II. Ս' <|> II փ ո Ь II'

Հո1յվսէծււսք դիտարկվտմ Լ պրիդմատիկ էյերի ծոման խնդիրը, երր 
ձոդի յայնակւոն կտրված րր իբենիդ նեբկա tmifhm մ

,ս ) սիմետրիկ ձեով էյ ասավ иբվ ած աաւււմնե բո վ օդակալին ւ/եկաոբ ,
ր) ••դտկտյին ււեկւոորի աեռբ անեւյայ ակորով շրջանային որյտկ, երբ 

ծււույ տմր անդն mil Լ հսւտւ]ած րի ււիմեսւրիայի առանդ,րոէյ!
հւնդիրյւ րերւիււմ Հ ւյծային անվերջ ււիստեմների յտծմտնր, !)>••(!} Լ 

սէրւիոմ, որ արյ սիստեմները լիովին սեէքսպյար են, իսկ ւսգասւ անդամներն 

րրւն//։/քյ( | կսւրդը։ Գիատրկված են if ի ըսւնի մասնավոր ւյեսյըեր, բերված 

են Ավալին ռրինտկներ: ,
Նման խնդիրնե րր դիսւսւ րկվեէ են 1,ե յրենդսնի | / U աի վ են и it'llի |,5, ճ]

41. Սիքյարի և ''էիրԱՈ է-Ւ |*| ւսշխաաա [Jբււ՚էւներա մ!
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