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Ր. Л. Оганян

Разложение по собственным и присоединенным 
функциям краевой задачи, порожденной 

несамосопряженным, сингулярным дифференциальным 
операторам второго порядка и краевым условием, 

зависящим от z

Рассмотрим краевую задачу на полуоси |0, со)

У"-<7(а-)У-Р-2‘։ = О, (А)

/(0) ֊ Л(Х)уцО) =0, (В)

где q{x]— комплекснозначная функция, суммируемая на полуоси 
10, չօ)

Со
1|</(х)Ц/х. in

з А (X) — четная и мезоморфная функция во всей X—плоскости, удов
летворяющая условию

/X А (>.)-> ос, когда Х-*ое, IX >0. (2)

Целью настоящей статьи является доказательство формул разло
жения во собственным и присоединенным функциям краевой задачи 
'1.41 —(ձ’I. Для вещественных г/(х) за щчн с краевым условием, за
висящим от л. рассмотрены А. В. Штраусом |4|. В случае, когда 
0 -гл-)<7(х)—комплекснозначная функция, суммируемая на полуоси 
|0, оо), а А(՛.) -const, формулы раллокенич получены М. А. Наймар- 
ком |1| в Б. Я. Левиным |3|. Метод доказательства, предложенный в 
настопц?й статье, по существу совтдаег с вычтным методом Коши 
и отличается от методов, используемых в 11, 2, 3, 4].

§ I. Определение и свойства некоторых решений 
дифференциального уравнения (А)

Как известно |2|. и случае (I) уравнение (А) имеет одно реше
ние — <ча. д) (IX > 0, 0 < д*< оо). удовлетворяющее интегральному 
•уравнению
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.. ч д» fsinHx—է) ... .. .е(к, ,\-) = e‘kr— I —f —' q {() е и, t) dt,
X

причем g(X, x)—при фиксированном х—голоморфная функция от / 
в полуплоскости 1Х><- и непрерывная в |>. : 0, X փ 0.

При к—>со имеют место асимптотические формулы

е (X, х) = eiKx е' (>., х) = (1.Ո

равномерно относительно х из интервала |0. со); для 1Х = 0

е (X, 0) е' (—X, 0) - г' (X, 0) е (—X, 0) = - 2м. (1.2)

Пусть *у(Х, х . с[՝к,х), տ(ՀՃ) -решения дифференциального урав
нения (Я), удовлетворяющие условиям:

‘u(X,0) = l, v'\\, О) = Л(Х),

с(Х. 0)-1, г'(Х, 0) = 0.

տ (X, 0) = 0, s' (X, 0) == X.
Заметим, что

о (X, х)—удовлетворяет краевому условию (/?) и при фиксиро
ванном х является четной и мероморфной функцией от ՝/■ во всей 
X—плоскости;

<? (Х. х), տ (X, х) — при фиксированном х—целые функции от X, при
чем տ (X, xj—нечетная;

при а֊>оо, IX >0 имеет место асимптотическая формула

տ (X, х) = sinXx 4֊ е~1Хх() ( -!* ) (1.3)

равномерно относительно х из любого конечного промежутка по
луоси (0, оо).

Для удобства введем следующие обозначения

а (X) ₽ е' (X, С) - Л (X) е (X. 0), ձ (X. х) . . т ') ■= ՛а ՛, л j iL I а ।

Из определения решений дифференциального уравнения (Л) 
с(Х, х), -и(Х, х), с(Х. х). s(X, х), 0(Х, XI и из единственности ре
шения задачи Коши следует, что

Т’ (X, х) = с (X, х) -ф — - s(X, х), (1.4)

•ն (X, х) = տ (X, х) — т (/.) v (л, х), (1,5)

Хг» (X. х) _ _ տ (X. х) Xg(X,x)
Д(Х) е(Х, 0) 1 л(Х)е (X, 0) ' * '
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Пусть А'—множество всех финитных функций на |0. со) с сум֊
wn производными. Для обобщенных преобразований 
/(л) из А' введем следующие обозначения

Фурье

Г Г/(A')-u(A. Л)б/Л, СДХ) = I/(л)«?(>., x}dx.

$/(>) = \f(x)s(K,x)dx, Ч',(Х) = \f(x))(\,x)dx.
О V

Из (1.4) и (1.5) следует, что
V,(X)=C/(X)+-^AW, 

л

^(>-)=5ze.)֊f-^(X)i/,(Xi.

Пусть

(1.7)

(1.8)

Лемма. /7pw Х—>ро, |Х>0 имеют место асимптотические 
формулы

11 -а (*Г “ ՜Տ,ոԽ՝+ ° ( т) + <Л'° ( г) 1
4-^‘?(х)Х + ^‘?(л)О(1), (1.9)

£1=е-^О (1) |- (1) + с1**«? (X) Х.+ eiU? (X) 0(1); (1-10)
“ (Л) 

причем при X->оо, IX > 0: <?(Х)->0.
Доказательство. Подставляя в (1.6) асимптотические фор 

мулы для е(Х,х), s(X, х) получим

s’nA,v ‘ е*-Ил -J <А’ф(л) л ֊)- e,u?(A)O( I) -

== — sinXx ժ՜’Հէ О /J j I sinXx О (-1Л -|- e

֊1֊ бА' с (л) a ֊I֊ է՚’Խ <p (X) О (1). 
Отсюда, ввиду

sinXxO / ֊ ) = е’Хл О f-у- с •" О 
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получим 1.9). .4 из (1.9). вл иду
/я'.'л р- էՀ՝. 

SinkA-= ------ ֊Հ֊ •
получим (1.10). Теперь покажем, что при д -эо, [л • 

'i (>•) ->0.
Действительно. Из определения «(>.) и (1.1) следует, что

а :>•) - շ' ('■, 0) — /i (/•) е (հ՝ 0) = й 1+°( ‘)1 • О - ե (>•)

-А A(M + O(lj —Л(Мо(44=Л Й(М Oli) -й(/.)О( 1 
\ Л / \ • •

~<>.о(4 )֊л0(4՜) ֊ "■-Л(') 1<'-Л|>.)|сЦ-57) 0(1). I

Отсюда, ввиду условия (2), следует, что при /. • х>. 1л.>0:1 
а(Х)->оо, но е(Х»О) 1 4- О/4֊ ^поэтому при X — <*>, IX >0: ® (Х)->0.1 

у К J
Лемма доказана.

§ 2. Основная формула

Пусть !..ц контур, идущий но вещественной оси от— R 

обходящий в верхней полуплоскости все особенности функций 

к R н| 
և I X) I

X ՚
/н(Х), лежащие на отрезке вещественной оси ( — Пусть /\—

Л(Х) 
множество всех полюсов----- . лежащих на отрезке вещественной!
оси [—Ք,Ք]. I

В дальнейшем существенную роль играет следующая лемма. 
Лемма. Для Любой fix] из К имеет место формула

J мм л-) «(>.)<?>■ = 
լհ՝

'Ж*1

рЖ-Հ) ^(/)Ф(л, r)^^ + K/yRes{v>(A)Tr(>-. х) ,֊֊|. (2.1)

•л* Л f R
Доказательство. Из (1.8)

tz/(X) v ()., х) т (/.) = ԱՀ- (/.) v (X. .с) - .S/(/.) v < х)
отсюда

V/(k) v (/.. л) т |>.) a՝i. j Ч*Дл) ? iX. х) (հ - ' ձ>(/.) ;՛ (/., х) մՀ. (2-2)1
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Очевидно, что
т •*.

| »FZ<X) x')dx -и (X. Հ) J/(/)^(X, t}dtd> 4-
Հ Կ ’’

г г4- j *’(Հ а*) 1/(Лф(л. Z'i dtd>. (2-3)

Գ

Два раза применив (1.5) получим
* х

( v (Հ л՜) \ ք(է) ՛? (Հ О dt d).= ( փ (а, л-) (/(Z) V (л. t) dt d՝K

՝Կ * և “

- ргНл, х) ^f(t)s(l,t)dtdk $(Х, х) (t)v (а, /) dt dt.. (2.4)

Подставив (2.4) в (2.3), а потом (2.3) н (2.2). получим

1Л(Х)-и(Х. д’) m(K}d>. ■■= j >Ь (X, х) \f(t) v (а. Z) dr dt

Կ Կ 6

ф(Л, х) /(Z)-HX, t]dtdK-y ( /l(k)rfX. (2.5)

'LH x
где

x . д
A (X) = 1>(Л, XI ^/(Օծ' (/-/I dt S(X,.V| ^f<t) v (X, t} dt S, (/.) v (X. a).

O V

Покажем, что

A (a) dx = — r.i 2 Res Л (X). (2.6)

Действительно. Пусть l'R контур, описываемый переменной -а, 
когда X пробегает контур LR, и направленный or R к R. Заменив 
а на —л и пользуясь нечетностью Л •/.), получим

|| Л (а) Ժհ = —

7-а՛

Из георемы Коши о вычетах и этой формулы получим

I Д։-Х!Л= J Д(Х)Л. 

R LR



22 Р. Л. Оганян

откуда следует формула (2.6).
Теперь покажем, что

У1<ея/1(>.)֊ ֊ 2 ReS(l/,(A)^p„ (2.7)

Из определения Д (>.)

z ■ Res Л Ճ R’es 1 v Ռ» Л‘) I / Мտ (^» Hdt —
Գ 1 nj

s(>..x)J/(/W. t}dt\ -2ReslS,(>.)«.(k,x)). (2.8)

I) R
Из (1.4) следует, что разность

■up., х) J/(/)s(X. /) <// —.s(X. x) p(£)i’(X. t)df 

a о
является целой функцией, поэтому 

-V X
Res j v (X. х) j f(t) տ(Հ i) df $ (X. x) ք\t] х/(X. Г) -0, (2.9)

1 Я о о

а из (1.4) и (1.7) следует, что разность

«/(>•)*(>•.-*) ։//(>.)■!/(Х.х)^

регулярна на множестве Рд. поэтому

2 Res ;Տ/(Խ v (Հ х)| = 2,Res {V>(X) v (X, x) -A-r| • (2.10)
PR pR I ЧЖ

Из (2.8)- (2.10) следует (2.7), а из (2.5) —(2.7) следует (2.1 , т. е. лемма 
доказана.

§ 3. Вычисление некоторых контурных интегралов

Через СА> обозначим полуокружность в верхней X—полуплоскости 
радиуса R с центром в нуле, направленную по часовой стрелке.

Лемма. Пусть ք(.^}(Լ1Հ. Ёсли՛ с (X) такая, что п.ри \~^(х>, 
IX > 0: ф(Х) — 0. то для любого фиксированного х «з (0, эд) при 
R —> эд
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х
? ք*1 «Տ'ս|7 (/)<-“ Л <й->0. (3.1)

О

Доказательство; Интегрируя по частям, получим
да . СК
|7(Г) е>“ dt '• /(0) - 4֊ j> (Пе“'3/. 

б о
нанду этого

j Ф (X) р 10 <м" մ/ ib. — if (0) փ (>.) с"‘ ib. I

C'R “ 'C՝fr
да 

4֊ i ?(X.c"r 
Գ & 

но н J>. > (I 
да да

< \{f(t)\dt<oo 
о о

(3.2)

поэтому к обоим интегралам справа в (3.2) применима лемма Жор
дана.

Демме. Пусть f(x) К Тогда д.։я любого фиксированного х 
л з [0, ос) при Я֊>ОС

X
[ е** ք \t • е~Гц О ( 4֊) dt dk—0. (3.3)

Գ :
да

Գ 0

(3.4)

Здесь под О J —J понимается функция <?(Հ х) (Ռ>0, 0<х<оо), 

удовлетворяющая при больц/их условию

T -^) I '<• | Հ| 

равномерно по х из каждого конечного интервала полуоси |0, оо). 
Докажем только (3 3), так как (3.4) доказывается аналогично.

. Доказательство. Обозначим 
г 

/«j7 t\e. 

Г о
Пусть
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R (cos® 4- Zsi ոտ).
Очевидно, что

|= 4» Pvsinv. 

показать, что
л՜
I’ /(/) dt (3.5)

х-л 

•льзуясь этим равенством легко 
г-3

If (Ml -< |/(Г)|Л
О

где о—любое число из [0. л|.
Перейдя к полярным координатам R и ? получим

/'(Re1- Rie՛1 d? (3.6)

Из (3.6) и (3.5) следует, что

/’ ( /., dt. F(Rc") Rd?*. с \ 
о

f\t\\dt+

х х ։ .г
j /(г Ա/7 d? = с |’,/(Հ)1օ7 d? ֊ с- |/(/)|^

.г - Տ 0 0 .г— 4
Однако, для любого фиксированного о>О, при R—

е- JWsinu

f)
а при

[ \ f(t}\dt-,O.

x֊o

Поэтому для любого г>0 можно найти сначала такое $4>0. а потом 
такое R,., что

£.

Գ
Отсюда следует утверждение (3.3) леммы.
Лемма. Пусть f(x)~ R՛. Гочда для любого фиксированного х 

из [0, ос), при R—>оо 
.։

Ф (Հ А-) С/(/)*!» (а. о dt d>.->— (3.7)
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S—■ -----------

?('•. t\dtdl----- -$-/(*).

Докажем только первую формулу, так как вторая доказывается 
аналогично.

Доказательство. Из определения •> |Х. л) и асимптотической 
формулы (1.1) следует

1 «|> (Հ л') I /U) т’(л. t)dtifh - I <•(/.. х) 1/(/) Հյ(>,/-ժ/մ>.= 
i յ յ յ j tt՝/՝>

Գ ° Գ

E = f [/(/) dtd>.֊- f 0( ; dtd>..

Կ 6 Կ
В первый интеграл правой части подставив (1.9), а во второй 

—(1.10), получим
X X

j՝ փ (X, х) р (/) г> (X, t) dtd'i.= — ( ейл ^/(/) sin)./ dt d>. I
I В: * Գ *■՛

+ eiU Oi

R

4- <?(>.) 0(1)
X 

ժ/ժ>.փ[ խ֊^ՕԱ) P

-t- ei)J 011) 4- e“l <? (Ճ)). 4 er'e z (X) О (111 dt d\.

Из предыдущих двух лемм и леммы Жордана следует, что по
следние два интеграла, при /?֊>ос, стремятся к нулю.

Остается показать, что при R->og

eiKX J /(/ ) sin fd dt d't. —> շ- f (x).

Գ 0 .
Пусть

для
I 0, для է > л.

Тогда

Г Г п Сj е'м յ/(/) sin X/ dt d՝K е>кл /* (?) sin X/ dt d/.
Լ с« 0
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# х, R ??
- j е‘‘' Ւ (/) sin л/ dt di. — i sin Хг /* । ք j sin ft dt d/. - ■ 

֊ A։ о -л՛ ’>

что и требовалось доказать.

§ 4. Теорема разложения

Пусть/.—контур, который для любого К>0 на отрезке веще
ственной оси | — /?, R\ совпадает с контуром LR. Из теоремы Коши о 
вычетах и формул (3.7) следует, что при /?— >ос

л ,, ■Հ-
'? (Հ Л) pYO^C'՝. t}dtdc ! Х»(х, Л-) (Л. t)dt d/.~*

և » ՝Կ

֊» i-f\x} ч- 2-/ У Res В (>.). (4.1
л՛

где
•« °?

Л(Х) - б (/., х) j/(/l V ւՀ t} dt I- v(c, x\ /(/) 0 (/., t)dt, 
II 0

а /V֊ множество всех полюсов Н(а), расположенных изд контуром L.
Лемма. Пусть множество всех полюсов հ(ն . располо

женных над контуром. . Тогда

У Res Z? (К = У Res V/(X) v (>., х) т(>.) 
,V Л'

2ис8;и-/(>.)1>(>,х)-^ (4.2,
лл.н ։ п V՝) I

Дока за I ел ьство. Из формул (1.4) и (1.5) следует, что раз
ность

Л Г/֊) — Vi (л) v (л. л) т (л) St(X) ճ (X, л) 

является целой функцией, поэтому
SResS(>.) = \Res|l/, Х)г»(Х, x)m(M| 
Xf .v

+ У Resl57(X)S(>,x)AW|. (4֊Յէ|

Очевидно, что

2 Res |S, (/.)«(>.. x) '֊r’l - У Res(s/(/.:«(z.,^)-(֊1!- Л.4)
Л' I h ) Л'ЛМ ՛ Л I

Из формул (1.4) и (1.7) следует, что разность
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էւ Ц ( A I

является регулярной на множестве И, а, следовательно, и на мно
жестве Л'Г)М. Поэтому

У, R-sls-OJM'-.x) ''4֊ У Res Н/, (л) т (>■••')-ГП֊!-
АТЫ! I А 1 л.|,И I AV)J

Из (4.3.1—(4 5) следует утверждение (4.2) леммы.
Заметим, что N совпадает е множеством всех корней уравнения 

р (х) е' (Հ 0) — п (X) е (X, 0) = 0,

расположенных нал контуром где //(X) и ра) не имеют общих 
. Ո (X)

корнен н Дх) =А (Л)-

Действительно. Из формул 1.4) и (1.5) следует, что разность
ос

Z? (X) — v (X, х) |/(£) б (/., т) dt

является целой функцией, поэтому N есть множество всех полюсов 
функции

ос

•У (Հ •*) Ի (it.
о

расположенных над контуром /_. а

л-, 1/(0* ('•> t) dt --Ц"?'՝՜

■» 
j/(Oe(X. t)dt.

U

up (l)c (X, л) 4 ո (/.լտ (X. х) 
р Ս) /;(Х)е(Х, б)

Отсюда следует наше утверждение относительно множества .V.
Теорема. Пусть в задаче (/!) — (/>').' q՝՝x)- комплекснозначная 

и суммируемая на полуоси |0, оо) функция. //(/.)—четная и меро- 
морфндя во всей к—плоскости Функция, удовлетворяющая условию 
и. — Л (X) —при X — оо, IX > 0.

Тогда любую f(x) из К чожно представить в виде

f(x) = '- I U/(X) v (X, д') րո X) d/ 2 I ՝7(Л)v х),п Ռ)1 
/ ’ J л-i.

- 2 £Res I Д,I + Ջ Res ’ И,(Х) v 1Հ x) . (4.6
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где L—контур, который для людого /? > 0 на отрезке веществен
ной оси | — R, R] совпадает с контуром ^—множество всех кор
ней уравнения р (X) с' (X, 01 — и (л) е (Հ 0) = 0. расположенных над 
контуром I.՝, М—множество всех полюсов հ (-У, расположенных 

, А(Х)нао контуром L: Р- -множества всех полюсов —-—, лежащих на

вещественной оси.
Доказательство. 1 Герейдя к пределу в формуле (2. ’) при 

Р—>оо и учитывая формулу (-1.11, получим

( Vf (X) v (/., х т (г) ԺՀ ir.ftx) 2-Z 2 Res В (X) -
. д’i.

2 Res • V7(X)^(X. x) h J • 

откуда
f(x) = ~ 1Հ(X) I՛ (X, x) m (X) (ft. sVResBO)

r.'
2 Res jv7(X) ֊u.;A, x)

Подставив сюда <4.2) получим 1.6Հ Теорема доказана.
В частности, если /;(/.) и т (/.) не имеют особенностей на веще

ственной оси, формулу (4.6) можно написать в виде
оо п

f(x) > հձ1/.)^(Հ 2 2 Res - V>(X) v(/.. x)/w (>.)} +
'•J a Լ/֊յ a I /■) y

0՛
2 2 RcJv7(X)V(X. Л') -M’ (4.7)

.vo.ii 1 «<>••) J
Действительно, в этом случае контур Л совпадает с вещественной 
осью, а на вещественной оси, как следует из формулы П.2),

m . i. /л очПользуясь нечетностью функции — и формулой (4.8)

получим 
<Х X

Vf I /.) v IX. х) т {/. । մճ = Vt (X) v i /., х) ֊-^-^֊—֊-.
се —ос

ձ"
а ввиду четности функций V'/O г (/. д՛) - —г—гг- *а ( հ : а 1 — - л)

f v'мvх) - 2 Jv’Mvх}

- ос ։>
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О'Зъеднная эти формулы, получим

֊ j V, (>•> » (>., X) т (,.) Л. = j V, (л) v (»., х) а ֊ Լ_ - ■ (4.9)

* f-

Подставив (4.9) н 4.6) и учти, что множество Р пусто, получим 
формулу (4.7), г. е. го, что и требовалось доказать.

Замечание I. Формула (4.7, доказана для /1л) из /<. но с по- 
• мощью предельною перехода ее можно распространить на все те 

функции /(.<;, для которых f (— q (.<)/(?;) -J Л\о. »).
Замечание 2. При Л (/.) ֊ const из формулы 14.7) получим

I /(Л-)- ֊ Ա,֊; ;г +

и

֊•- 2 У Res ( V/ (>.) V (/., л) т (>.) |. (4.10)
Л

где Л7—множество всех корней уравнения а {?.) = (), лежащих в 1Х>0.
В случае, когда (I 4- д?) q (Д՜)- -комплекснозначная функция, сум

мируемая на полуоси [0, эс). формула 4.10). доказана М. А. Най 
марком |1 и Б. Я Левиным [3|.

В замключение выражаю глубокую благодарность профессору 
Владимиру Александровичу Марченко, под руководством которого 
выполнена настоящая работа.
Харьковский госудлрстпсиный университет Поступила 23 VII i960

Ո-. OIhuGiuiTi

ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆ ԸՍՏ 1ГЬ ЬЯР 13ՒՆ ԽՆԴՐհ ՍԵՓԱԿԱՆ ԵՎ 
ՄԻԱԿՑՎԱԾ ՖՈՒՆԿՑՒԱՆԵւ՚հ, ՈՐԸ ԾՆՎԱԾ է ՈՋ ԵՆՔՆԱ£ԱԱմԼՈՒԾ 

ՍԻՆԳՈրՎՅԱՐ. ԴհՖԵՐԵսՑԻԱԼ եՐ^ՐՈՐԴ ԿԱՐԳԻ ՕՊԵՐԱՏՈՐՈՎ ԵՎ '-ՒՑ 
ԿԱխՎԱԾ ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՍԱՆՈՎ

Ա 1Г Փ II Փ II I՝ Մ

Աջ իէ ատ ու թ/ան մեջ ապացուցվում է հեսէերոլ թեորեման.
Թ ե ո ր ե մ tn 'I'fii/ni ft ( .4 -- Այ) խնդրում է/ (X ՝՛[> կոմպքևվէԱ արմևվք~

ներ րնդոէնող մ ft 1ք>4ւնկքյի“ Լ, որր բավարարում I, (IJ Աքալմանքէնէ
Ա(ք.)-նղու.լս հ մերոմորֆ ֆւո.նկէ]քէսւ I, ամբողջ է.-հարքմութրսն վրա, 

որը րաւքարարուէք Լ Հ2) պո։ fd ա 1ւ /էն է
դհսքվէում ամեն մ ft / (Л՜) ֆուЧиЬ ալքւ համար, որր ւրքւնքէա է ե ունք։ 

հսէնրաղոէ մա րե/ft ածանէ/րսլ աե՚ք/t ունքւ /1.6) րսւնաձևըէ
If էԱէէնավոր If h Ilf JUU d , երր I I ֊֊ A2) </{X) ֆունկէքքէան հանրաղա մարելքէ է 

|(.l, X.) կքէսաաո անէքրքւ վրա, /է (/.) - COHSl, Z/i(/.)-b չանի ե ղ ակի ու թ քունն ե ր
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իրական արւանց ։րի Հոա—(-1-6) բանաձև ր տպացտ ցել են Մ. 1Լ. Նա ր1' ա րկր |2] 
է'. Ցա. Լևինր [5]/

Ապացու քցի մեթոդը նման Է մ!,[Jույին և տարբերվում / [ 1, 2, 3 , է ’
աչխատութրււննևրոլմ էպտադործված մ ևթ ոտներից;
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