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МАТЕМАТИКА

Г. Л. Лунц

О рядах типа Тейлора-Дирихле

В статье рассматриваются вопросы, связанные со 
интегралов Стильт.»еса вида

сходимостью

со

z’^e:t dA (/). (1)

В частности, определяются области сходимости рядов типа 
Гейлора-Дирихле

со ,,lr- —Knz У ап г п е п (2)

где Хл >0, Хя f оо, а от,-натуральные числа или нули.
С помощью таких рядов могут выражаться решения некоторых 

линейных дифференциальных уравнений бесконечного порядка и урав­
нений с бесконечным множеством запаздываний.

§ 1. Лилии уровня модулей членов ряда (2)

Линин уровня модулей членов ряда (2) имеют уравнения вида 
X՝ 4 у2— Ле‘*х । А ^>0. ?>()). Элементарное исследование показывает, 
что, в зависимости от значения величины Aq\ эти линии имеют вид. 
показанный на фиг. 1—5.

Фиг. I. Фиг. 2.
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§ 2. Область абсолютной сходимости интеграла (1)

Пусть A /ւ—комплексная функция с ограниченной вариацией на 
всяком конечном отрезке действительной положительной полуоси; 
т(/)—неотрицательная функция действительного переменного;
г'(0 какая либо в’ётнь функции t'’<z>Ln-. однозначная в плоскости с со­
ответствующим разрезом и

г
In | dA (01

а. = |jm —------------- • р։= . -Г- , р2= цт -у— •
г г-« -(г) г^х(г)

ос
Пусть сначала j|d/l(0| = oo и, следовательно, а > 0.

■ I
Тогда, если |г|>1, при любом положительном г для п доста­

точно большою

я+։ "** -л(х-а- -Л
\г^е-г{ dA(t)\< Л|г|₽| ։ = Ве ՛ Р։ ' ՚

п
(А и В не зависят от л).

Если точка 2 такова, что hi I z j < (х — a) plr то-есть | г | < е₽‘<х~а>h 
то при достаточно малом е будет справедливо неравенство

In I z) _ ,. пX—а---------------г > о > 0.р,—€
а так как ряд с общим членом е~п-՝ сходится, то интеграл (I) схо­
дится абсолютно в области Gx: z| > 1, |zl

Если |z|«г I, то

«+» I
J \z-We-*dA (/) <C|z| 

л

откуда нетрудно заключить, что интеграл (Г) сходится абсолютно 
также и в обласи б/2: |г|«;1, |zl<£₽*<■’ Если р։ = 0. то область Gx 



О рядах типа Тейлора-Дирихле 9

пустая, если ?ք=օօ, то область G2 превращается в сегмент г | < 1. х>« 
(если а> I. то область G2. при ղ,= չշ. пустая).

Из определения числа а сЛе. уст. « го. как мало бы ни было 
г>0, существует такая последовательность (г, Г со). что

о

(I

Отсюда при |г|> 1 и х > О имеем

j' Iг'«>e֊։'dA (t)| > է՜'ր՛ er‘ ”՜ 1 

и
и. следовательно, интеграл (!) не сходится абсолютно ни н одной 
точке области |z|> I, 0<х<а. Если х <0, \г > 1, то

Կ

О

и поэтому, в случае а>0, интеграл (1) не сходится абсолютно в об­
ласти |zj> 1, х< 0. При а = 0, |z| 1, х О равенство

Հ-
Ա?«'Դ-?'մ/1(0| = օօ

о
очевидно. Таким образом, интеграл (I) не сходится абсолютно в об­
ласти О։:|г|>1. х<а. Если |г|< 1, то сначала подберем кс>0

такое Л, чтобы -(г)<—-- при г > Л. В силу определения числа 
Р1~ е

х. к заданным տ и Л можно подобрать такую последовательность 
W (րէ 1 ос), что

իժ4Ա)|>/՚(’՜։՛ . 

д

Тогда, при х>0, будем иметь
ri ri , . , 1п Iг I ,
('՚ T —■Kri ri («—О Г‘ ՚ "՝ 1 p։ :I (0|> |z|e‘ e 'e‘ =e

I. -
Отсюда очевидно, что интеграл (I) не сходится абсолютно в об­

ласти D2: |z < 1, a\>0. |շ՜|>^ւ(՝՜'“Լ Столь же простые выкладки показы­
вают, что интеграл (I) не сходится абсолютно в области Q։: е՜՛՛7 < | г | 1, 
х <0 (эта область пустая при а = 0). На фиг. 6 показаны области 
Gt, G2, D2. D. в случае 0<լ<*<Հ 1 и когда кривые |շ| = ճ₽»(-։՜ »
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Фиг. 6.

г] = ^-'1 “ принадлежат к виду, соответствующему фиг. 3-5.

Если

то, обозначив
1>

<х
In реЛ (6

а'= liin ՚ — (а'-СО),
а. г

мсжно с помощью несложных оценок доказать, что интеграл (1) 
сходится абсолютно в областях G՜: > 1, \г )< £?₽«<•*֊*'> и
|շ]<Հճ^(՝՜'') и не сходится абсолютно в области .г 0.

В случае а'= со интеграл (I сходится абсолютно во 
всей плоскости.

Нетрудно также доказать, что во всех случаях интеграл (I) 
сходится равномерно в любой конечной части области абсолютной 
сходимости и является функцией, аналитической в области абсолют­
ной сходимости (на римановой поверхности или на плоскости вне 
соответствующего разреза).

Если выбрать функцию .А (/) так, что /1(7) ֊0 в интервале |0Д։1 
и /1 (£} — а։ ; ц2 4- • • • -г в интервале |).п, ւ) (п= 1. 2. •••), то 
интеграл (1) превратится в ряд (2), причем
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тп — ՜ Сг.п), о =jiin • o., = lijn ——

in\(a‘i ւոշ;։<Կ|
а=Нгп —*~J_ . а' = Щп—------

ос Л« л—” А/Г

§ 3. Теорема Абеля для ряда 2i

Очевидно, что если ряд ;2) сходится абсолютно в некоторой 
точке ?о =■ х0 -/у0, то он сходится абсолютно во всякой точке г, в 
которой начиная с некоторого /г. выполнено неравенство

՜ւՒ (х~х^
\z\m"e Л/в или

Из определения чисел о։ и ք\. получаем отсюда следующую тео­
рему.

Теорема. А/.< посол ютной сходимости ряд (2) в точке з0
следует его абсолютная сходимость в областях
< । ?о \ ц С}..: х < х0. ) г | <
<|г0’е?«<г-г<

На фиг. 7 показаны области 6\ и 
0՝а в с. учае, когда кривые \г|- 
=|?olи |z| = |ze|ժ?։(է՜րյ принад­
лежат к виду, соответствующему 
фиг. 3 5, а на фиг. 8 а), б) в случае, 
когда эти кривые соответствуют фиг. 1.

Если р2 = ос. то из абсолютной 
сходимости ряда (2) в точке ~0 следует 
его абсолютная сходимость в области 
х>х0, (z|< z0 ժ՚(ր ՜յ * (фиг. 9 а), б)).

Գ :х>х0, |z|<

Фиг. 7.

что \п/։-оСкп), тоГ.сли последовательность ՀՀ такова, 
доказанная теорема остается сипаведливои и в том случае, когда 
в точке z0 ряд (2) сходится неабсолютно или даже, когда, в точке 
т0 члены ряда (2) ограничены по модулю.

Для доказательства запишем

где А—постоянная. Отсюда видно, что найдутся точки, сколь угодно 
близкие к точке ?0 - л*0 Ч-/у0. в которых ряд (2) сходится абсолютно.
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а * б
Фиг. 8.

R б

Фиг. 9.
Действительно, если յ*օ^Օււ точка г* — х*Н 7у* такова, что [2*1 = 
=|^| и х* *0՜Ւ£. где - сколь угодно малое положительное число, 

05 -- XQ =
то в точке т* ряд (2) мажорируется рядом е , который схо-

Ո г. 1
днтся ввиду условия 1п// = о(Х„). Так как области GJ н G*2, соответ­
ствующие точке г*. сколь угодно близки к областям 0\ и <7а, то ут­
верждение доказано.

Диалогичное утверждение справедливо и в случае, когда In л - 
= о(/пл).

§ 4. Сходимость ряда (2) в некоторых частных случаях

Теорем а. Если выполнено условие

11m 11". = о, (3)
Л- СП

то ряд (2) сходится абсолютно в областях 0Ղ: \ г ’ > 1, I z | < ef՝<x~*> 
и ճՁ:|շ|«^1, |г| < ^։<‘ *> и расходится в областях
| г | > е^х и Ռ.: | z |< 1, | z I > е^х՜ *>, где

k = Птп —------ .
/I-’ОО ^՝л

Доказательство. В силу определения числа k при достаточ­
но большом п имеем
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I r,ln —KI anz e
. ma ~'f.nx X |fc—л-т : ֊I тл 1ոխ| 

z| e — e

>0 сколь угодно мало, Но —— при достаточно
Pl £

большом п, поэтому в случае |г,.՜՜. 1 получим

In!-I 
?i —«

а в случае jz j 1 

е

in I-1

откуда следует абсолютная exo тимость ряда (2) в областях (7։ и G2 
(СС — Л^Т,

ряд у е , в силу условия Յւ. сходится при любом иол о.китель- 
fl-։

ном т]^. Из определения числа k следует также, что, каково бы ни 

было = >и, найдется такая бесконечная последовательность индексов 
(яр|, что

т„ —'՝nz А (£ —г| ч-/п In |z|—X А 
ап г l'e ՜ >е р ՞ .

р

Следовательно, в случае |z > Լ при достаточно большом р. будем 
иметь 

|г I > е?1(։ и с досрочно мало, а в случае |z j С 1 —аналогичноесли

если |г',>г1՛ Этим теорема доказана. Для случаев, соответству­
ющих фиг. 3—5 области 6\, (7г, 7Հ, /Ja указаны на фиг. 10 (для |А)< I).

Легко видеть, что если /с՛֊ ос, то ряд (2) сходится абсолютно

во всей плоскости. Если 1։т 7 =ос, то ряд сходится абсолютно в 
д - ОО

полу плоское, и д'>Л։ и расходится в полуплоскости x<^k (за исклю­
чением, быть може՛., точки z — U), го есть ведет себя как ряд Ди­

рихле (см. |1|): если Itm Л/։ =0. то ряд (2) сходится абсолютно в 
л - ЭС

круге |3|<1 и расходится вне этого круга, то есть ведет себя как 
ряд 1ейлора; ес.л же оо, го ряд (2) сходится абсолютно в об-



14 Г Л. Лулц

Фиг. 10.

.частях IZ| 1, |г՚<Հи |г| Հ I. л'^>7г и расходится в областях
|г| 1. ,հ<Հ/հ и |z |-< 1, \z |>е’-'<Л Ղ

Из результатов предыдущего параграфа следует, что, в случае 
когда выполнено условие. (3), существует область, состоящая не 
обязательно из одной связной компоненты (см. фиг. 1'. внутри ко­
торой ряд (2) сходится абсолютно и вне которой он ра. ходится 
(точки, в которых ряд сходится неабсолютно, могут находиться толь­
ко на границе этой Области, так как было доказано, что в любой 
окрестности такой точки имеются точки абсолют! ой сходимости, а 
вместе с ними н кусок области абсолютной сходимости . Таким обра­
зом, в этом отношении, нои выполнении условия 3). ряд (Հ/ ведет 
себя так же как ряд Тейлора и как ряд Дирихле в аналогичном слу­
чае (см. |1|). Отсюда, очевидно, что участвующие в формули, овке 
теоремы неравенства не определяют, вообще говоря (если р։ д рД 
точно область абсолютной сходимости и область, расходимости ряда 
(2) при выполнении условия (3). Однако эти неравенства не могут бьть 
улучшены. Действительно, задав произвольно действительные числа А՛, 
ft > 0. ft. > 0, построим три ряда вида (2) следующим образом. Пер-

. г I *П •’ ■ Iвые два ряда подберем так. чтобы для каждого из них 1пп
л - о-, лл

= -<»; кроме того для первого ряда выберем юслсдовательность так. 

чтобы lini -^-= ft (например. тп = |>.„) ft . а для второго ряда —так.
К • Հ» г,1п

Ն . In а.п 1 .чтобы lini ' = ft. I ретин ряд построим так. чтооы lini - --А.
Л-. <х П1п ' ՛ "Нвкя {՝п

а 11m — =6. где о любое число, промежу։очное между ft и ft. Для 
л - - ос Hi tt •

ряда, являющегося суммой построенных рядов будем иметь
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Vj 1Н ’ (1 п | • . АЛ — — ЛЛ
Нт . Нт..... — р։, Пт—= р2

«֊* 00 1П п_ И1л П — со П1п

на ю же время ряд будет с ходиться абсолютно в области Г?|<«*(։ *՛ 
и расходипся в области |г:>«֊(։ 61. так как первый в второй ряды 
сходятся абсолютно во всей плоскости.

Если вместо условия (3) выполнено усливяе.

I. In/г ЛПт --------= О,
л-» аз >t

(4)

го имеет место следующее утверждение Ряд (2) сходится абсо­
лютно в областях х 0. 'г <e-tX ‘ и х С0, |z| < и расхо­
дится в областях х > О, \z^>cS։՝ х и х < 0. | z|> где

».„ Ti,n ։пим_. 
/1—06 fn.I

Доказательство основано на простых оценках и мы его опускаем.

Если Ifni " 0. то при выполнении условия (4) ряд (2) схо-
л 05 at lt

дится абсолютно в круге |z|<„e** и расходится вне его; если же

Нт ' ' = ©о, го ряд сходится абсолютно в полуплоскости х>0и 
Л— ОС
расходится в полуплоскости х < 0. Заметим, что если одновременно 
выполнены ус. опия (3) и (4), то можно объединить соответствующие 
Области абсолютной сходимости п расходимости.

Полученные результаты можно распространить на случай, когда 
{Հ,! —последовательность комплексных чисел < I >-„ | J методом, 
примененным автором для обобщенных рядов Дирихле (см. [2|).

Московский институт
химического машиностроения Поступила 29 XI 1960

*Ь. Ц. Լուէւց

ԹեՅԼՈՐ-ԴհՕհհԼԷՒ ՏՒՊհ ШР4*ЬРЬ ՄՍԼԱԽՆ 
ա ւր փ n փ n ь и՛

Գիէէէսւրկւիէւմ Լ IIէէւի[ս։1աի 
օօ

(1) 
о

տևսյ>ի քւնտհււ րարք , «ք»// /1 (!}-/• '•՛աքապսւսւաւ։ ի/ան րն սւ րու թ {ան դեպքում 
րևրփսմ Լ Թելրւր-՚Ւի րի[ч ք ևի աիպի

У «/։гш«г-А"՜ • (2)
Կ I
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շարքի :-п I nitre ամ րողջ թւքեր են):
Որոշվում I, ալն տիրոպթր, որտեղ (I) ին ւոե դրալր (համապատա чիա 

նորեն (2) շարքր) բացարձակ ղուդամետ Է ե ш/'и տիր»։ լթր, որտեղ նա րտ- 
դարձակ ղտդամևտ չԼ : (2) Համար ապացուցվում Լ՜ Արելի տիպի
թեորեմա/

Հարոնի Լ, որ Դիրիխլեի չարքի համար բացարձակ ղու դամի/ոութրսն 
տիր/սլթի ե աարս/միտ։ ւթ րոն ս/իրոպթի հետ ւ1եկւոեղ կարող Հ ղոր/ւթ բո ն 
ունենալ ոչ բացարձակ դ///դս/միտտթլան տիրալթ (շերտ կամ կիսս/հտրթա֊ 
թրսն), ոակալհ աi'll դեպքս/.մ, երբ |II Հ2 = О Հ1է\ւ )՝իրիիէլեի չտբքր իրեն 
պահում Հ ալհոլեո, ինչպես Ո՚երորի շարրր, ե նրա համար դոլա թր/ւն ունի 
ալնպիսի տիրալթ էկիոահարթin/Jրոն!, որի ներո/ujf նա բացարձակ ղաղա- 
մետ է ե որի՛! դարս' տարամետ։ Համանման պնդում ապացուցվում է Ւ^եր 
քՈր-Դիրիի/լեի տիպի ( 2 ) չարքի համար ալն դեպքում,

երր 111 /2. (3)

Ipuil In ո — о (ա,,)։

Ապացուցվում է թեորեմա, որբ հաստատում է, որ (3) դեպքում (2) 
շարքը բացարձակ ղա դ/սմետ Հ (j ։ 1 2 1, \2 (?•'''л ՜" m G■ | Խ
121 <Հ е^՝1 “Я աիրա ։թներտ մ ե տարտմետ 1 • | ’ | 1 « | 2 | Շ^>!' 1 л'' **’
/Л : I Z | 1 . | ' . е ■' V՜ աիրա լթներա մ. որտեղ

. եո -— ւ.„ , 7~ •ո Ia* \^=11111 -> օՋ — հու • ի Խո---------- -•
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Եթե ք>։ Ղ>, ապա (}Ի 6.,. Dv D.: տիրտ լթները իրենց եզրերի հետ
միասին չեն ծաձկոէմ ամբողջ հարթաթլո՚նր և արյ պտաճաոով (2) շարքի 
րացարձտկ ղտ ղս։միտտթլան տիրւոլթր (3) ղեպքում, րնղհանրապես ասաւ} . 
չի համրնկնո։ մ i Gո^ի հետ։ Uակալն սւպացուցվտմ է, որ թեորեմայի 
մեջ ս/արտնակ՚չո ղ ա րղ լա՝ե րր *>։ ե Ղ. մեծ ութ լսւննե րի ա ft րմ ին'1։ե ր и Հ չի կա­
րող րարե րււվվե ji

ՕԽ G3. /Հ, D2 տիրտ լթներին համանման տիրտ չթներր կասաւրիոմ են նաև

(4) դեպքում f արւտեղ ի մեծս։ թ լան ։իսի։ա րեն մուծվում է 7. — |է.Ո ------ —
\ Л ր, 41 :

մեծ ութ լունը
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