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Кручение составных валов переменного сечения 
в условиях установившейся ползучести

В работе К. С Чобаняна (1| рассматривается задача о кручении 
круглых стержней переменного сечения, составленных из различных 
упругих материалов, спаянных по боковым поверхностям.

В настоящей заметке дается решение задачи об установившейся 
ползучести скручиваемых круглых составных стержней переменного 
сечения.

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения

Фиг 1.

Рассмотрим тело вращения, которое состоит из различных ма­
териалов, расположенных симметрично относительно оси вращения. 
Область осевого сечения этого тела, которое в дальнейшем будем 
называть составным стержнем переменного сечения, состоит из ряда 
областей Dlt соответствующих различным материалам, из
которых составлено данное тело. От­
несем составной стержень перемен­
ного сечения к цилиндрической систе­
ма координат rbz, направим ось г 
ндоль оси стержня (фиг. 1).

Пусть составной круглый стер­
жень переменного сечения в условиях 
установившейся ползучести находится только под действием скручн- 
нающих внешних усилий, симметрично распределенных относительно 
осн вращения.

Предположим, что материал /-го слоя скручиваемого стержня 
следует законам теории установившейся ползучести в наиболее общей 
форме, а именно—интенсивность скорости деформации Г является не­
которой функцией интенсивности касательных напряжений Т

V=fST)T. (1,1)
где /Д7) или Հ՛Ա’) —некоторая функция, характеризующая .материал 
г-го слоя стержня.

.'«'равнение равновесия будеч тождественно удовлетворено, если, 
как обычно, касательные напряжения и представить через одну 
функцию Ф(г, z), называемую функцией напряжений, в виде
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... 1 ԺՓ,
=------

Л ր2 dz ր' dr

Здесь через ՓՀ (ր, z) обозначена функция Ф(г, z) в области D,-.
Дифференциальное уравнение для функции напряжений Ф 

будет |2|

д - —/ (7') — I 4֊ ■֊ I — 
дг г3 ։) dr I dz I г

ԺՓ,-
dz = 0.

Если 
верхности

предста­

(1.4)

(1.5)

(1.6)

контура 
контуре

обозначить интенсивность усилия, действующего на по-
составного стержня, через p(s), где s—длина дуги

осевого сечения, отсчитываемая от произвольно выбранной на 
точки, io контурное условие будет |1]

( г- р (SI ds + Со, 

о

где Со -постоянная интегрирования.
Условия непрерывности на линиях 

вить в следующем виде |1|

Ф/- на

раздела Li։ можно

ну.
ԺՓ/

Ժ*
ԺՓ,
оЬ на Ltj.

Если линия раздела ԼԿ пересекается с контуром Ло, го постоянная 
Cij будет нулем, а если линия раздела целиком лежит внутри кон­
тура /,0. то функция Ф в области, ограниченной ձք/, будет опреде­
ляться с точностью до постоянной С.у. которая не влияет на величины 
напряжений. Поэтому все постоянные Сц можно принять равными 
нулю.

На оси сплошного вала напряжения равны нулю, поэтому функ­
ция Ф на оси z должна быть постоянной

Ф = const при г = 0. (1.7)

Таким образом, при установившейся ползучести скручиваемых 
симметричных составных стержней переменного сечения, функция на­
пряжений Ф(г, z) в каждой из областей Dt осевого сечения вала 
должна удовлетворять уравнению (1.3), контурному условию (1.4), 
условию (1.7) на оси г и условиям (1.5), (1.6) на линиях раздела Ll;.

В случае полого вала, на внутренней поверхности должно вы­
полняться условие 11.4), где/?($)—скручивающее внешнее усилие, дей­
ствующее на этой поверхности.

Пусть между -интенсивностями касательных напряжений и ско­
ростью сдвига имеет место степенной закон зависимости вида

. а
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т, = к. Г'. (1.8)

где К,, и. некоторые физические константы, определяемые из опыта, 
причем 0<յ*։<1.

Тогда уравнение (1.3) и условие (1.6) примут следующий вид [21

Как пример решения этой задачи, рассмотрим кручение цилин­
дрического и круглого конического стержней.

§ 2. Кручение конического стержня
Рассмотрим задачу о кручении составного круглого конического 

стержня с углом раствора 2). Направим ось շ цилиндрических ко­
ординат րքւ* по осн конического 
стержня, а центр координат по­
местим в вершине конуса (фиг. 2|.

В этом случае, для решения 
задачи удобно перейти к сфери­
ческим полярным координатам 
Возьмем сферическую систему ко­

Фиг. 2.
ординат r/hi, центр которой нахо­
дится в вершине конуса. Полагая

г <= psinO, г = pcosO. (2,0
для компонентов касательных напряжений в сферических координа­
тах будем иметь формулы

7.0 и_____1_ ,
°Հ՛ p2sin20 Հօ

(2.2)

o3sin20
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Допустим, что боковая поверхность стержня свободна от внеш­
них сил. Тогда контурное условие (1.4) приме։ вид |1|

При решении этой задачи примем, чю связь между интенсивностью 
касательных напряжений и скоростью сдвига выражается степенной 
зависимостью

/;=К<ГГ 24J

Решение задачи о кручении конического стержня ищем, прини­
мая компоненты напряжения -О’ и в виде |3|

= (М). <» = (). 12.5)
откуда следует, что 

ԺՓ—~=0, Ф( = ФД (2.6)

Тогда уравнение (1.9) в сферических координатах примет вит

^֊(2 + |l)clg0. =0. (2.7

Отсюда найдем
֊^֊ = C,(Sin(/)-'^. (2.8)

где С, постоянные интегрирования. Пользуясь условием 1.7 . можно 
окончательно написать

Ф; = С, [ (sln^d? (То=О). (2.9)

Ն-։
Здесь, на осн вала, вместо постоянной взят нуль, что не влияет на 
общность решения.

Остается определить постоянные интегрирования С\. С.,- -С,.. 
Для этого воспользуемся условием (1.10) и выражением крутящего 
момента.

Условие (1.10) в сферических координатах при условии (2.6) 
примет следующий вид

к‘ ՜ ՛՛ -՜ ՚ (^-)՚՛иа լ»- 4°’
Подставляя значение Ф из (2.9) в (2.10), получим

I с՝ V _ (^С\ ։ (2 11)

Приравнивая главный момент усилий, действующих в любом се­
чении конуса сферической поверхности р const, заданному значению 
крутящего момента Л4 в вершине, будем иметь
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.И -2-VCj’ sinO)r 'dh (io = O). (2.12)։-։ Ն-յ

(2.11) и (2'12) составляют систему ո уравнений, из которых мож­
но определить Cv Շ,։--Հո.

Нетрудно видеть, что решение (2.9) удовлетворяет всем уело 
виям, г. е. контурному условию (2.3), условию (1.7) на оси н усло­
виям (1.5) и 11.10) на линиях раздела

Подставляя значение Ф из (2.9) в 2.2; получим выражения ком 
понентов касательных напряжений в сферических координатах

- О’

-<л С (2-13)Чг '* if

§ 3 Кручение круглого стержня

Рассмотрим задачу о кручении составного круглого стержня, 
когда торцы стержня нагружены. Направим ось z цилиндрических 
координат րհշ по оси стержня, а
центр координат поместим в центре 
одного основания цилиндра (фиг. 3).

Связь между интенсивностью 
касательных напряжений и скоро­
стью сдвига примем в виде (1.8),

Пусть боковая поверхность 
стержня не нагружена, а на торцах 
действуют касательные напряже­
ния. распределенные постепенному
закону вида

Л = ֊«=֊ V1,
где -4,—неизвестны.

В этом случае ищем решение уравнения (1.9) в виде
Ф/ = ф, (Г).

Тогда уравнение (1.9) примет следующий вид 
1 ՜

d 1 / ԺՓ,
dr \ dr I

г *•

(3.1)

(3.21

13.3)

Интегрируя это уравнение и пользуясь условием (1.7), получим

Фх('') = -т4֊ г3 ՛*'. {г г ^г / = 1,2.-- л) (3.4)
Յ֊Ւ^ 1 1 
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где Bi—постоянные интегрирования. Здесь, на оси вала, вместо по­
стоянной взят нуль, что не влияет на общность решения.

Остается определить постоянные интегрирования ••• В„.
Для этого воспользуемся условием (1.10). которое в данном слу­

чае примет нид
1

1

= £ 1 ( Հ1 нз լч • (зф
Л/ ■' 2(1Լ dr I

г

n Подставляя значения —7- аг из (3.4) в (3.5) получим

Из 1.2), (3.1) и (3.4) следует, что

Al=Bi. (3.7)

С. чругой стороны, из выражения крутящего момента имеем

з4тгЛ!1'; • (з-8>
г-1 Դ՜-ւ

где ra = 0, rn= R, R— радиус круга.
(3.6) и (3.8) составляют п уравнений, из которых .можно опре­

делить неизвестные В* ••• Ва. Тогда Д,. .«Լ, Лп определим 
из (3.7).

Нетрудно видеть, что решение (3.4) удовлетворяет всем усло­
виям, т. е. контурному условию ւ3.1յ, условию (1.7) на оси 2 и усло­
виям 1.5 и (1.10) на линиях раздела Z./y.

Подставляя значение Ф4 из (3.3) в (1.2). получим выражения 
компонентов касательных напряжений в цилиндрических координатах

t<'> = 0, ri ’

֊V? = B;r •uz (3.9)
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ՓՈՓՈհԱԿԱՆ ձԱՏՈՒՅԹ ՈՒՆԵՑՈՂ. ԲԱՂԱԴՐՅԱԼ ԼՒՍԵՈ֊ՆԵՐՒ 
ՈԼՈՐՈՒՄԸ 1ԱՍՏԱՏՎ.ԱԾ ՍՈՂՔԽ ՊԱՅԱԱՆՆեՐՈՒԱԱ 1Г Փ П Փ П Ь 1Г

Աջհասւության մեջ դիտարկվում է կողմնային մակերհա քթնե(•"'/ A/n/,/T 
հետ դոդված և առանցրի նկատմամբ սիմետրիկ դասավորված էոարյւեյւ նյու­
թեր ի у կադմված փոփոխական in րամա դծ ով կւ"Ը I/' “եոի ոլորման քէՀ1էրյթր/է, 
երբ ա14 նյութերը դտնվում են հաս ւոասէված Ասդրի պայմաններում ե այւ- 
ւոտրին ուժերը աոանցըի նկաամ ամ ր ունեն սիմետրիկ у inn ա վո բա թ յան:

Ալս խնդրի լուծման մ ամանակ ընդունվում է, որ и ո դրի դե !ի ո րմ ա у ի ա յ/ր 
արադ ութ յան ե յարվածու թան ինտենսիվությունների միջև դո յա թյուն անի 
աստիխսնա լին կապ։

‘ք՛ննա րկվո դ խնդրի յա ծումը բերվում է յարա ւքների !ի անկըիա լի որոն­
մանը, որը յիսեոի աոանդքա յին հատույթի յուրա ,րան »յա /« I՝) տիրոլլթա մ 
բավայւարամ է ( 1.9) հավասարմ ան ր, (1-4) եդրային սլա յմ ան ին, / 1.7 J աոանց- 
րային ոյայմանին, իսկ աիրա յթների րամանման է,յ դծերի վր ա ք !.՛>} ե 
(1.10^ պայմաններին։

Աշխատության վերջում. որպեււ կիյւտոության արվում Լ հևտելայ երկու 
խնդիրների ճշդրիւո յա >)ում/»' 1. Կոնական բադագրյայ ձոդի ոլորումը 2. Կլոր 
րադադր լա յ ձողի ո յո րումր ։
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