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МАТЕМАТИКА

Г. Ц. Тумаркин

Разложение аналитических функций в ряд по 
рациональным дробям с заданным множеством полюсов

В работе |1| М. М. Джрбашян построил систему рациональных 
функций 'И, շ)|, являющуюся естественным обобщением хорошо 
известных полиномов Фабера. Было доказано, что при определенных 
ограничениях, налагаемых на односвязную область 6'. ограниченную 
жордановой спрямляемой кривой ? и на множество полюсов {aj, 
расположенных во внешности 7, любая аналитическая в G и непре
рывная в G функция f(z) разлагается в ряд вида

ОО 
/(2) = (2),

н-0

равномерно сходящийся внутри области G. При этом ограничения, 
накладываемые на расположение полюсов, носили очень общий ха
рактер: последовательность комплексных чисел (а/), в которых рас
полагаются полюса системы |.Ил(г)}, должна удовлетворить лишь 
требованию 

?/ = * (*/ )•где

Здесь да = •!» (г) ֊ конформно отображает область G — компоненту 
дополнения к 7, содержащую зо. на ]да|>1 (0(ос) =•->). В то же 
время условия, наложенные на область G, были довольно обремени
тельными. Требовалось, чтобы граница 7 области G была спрямляе
мой жордановой кривой такой, что функция (да) (производная функ
ции ciwl, осуществляющей конформное отображение области !да| I 
на а , (с(оо) = оо)] принадлежала классу т. е.

lim I (ге '1) -’ԺՕ < оо. 
/■-1+0,)

0

Заметим, что для произвольной жордановой спрямляемой кривой \ 
можно утверждать лишь, что 9' (к՛) ’ lfv
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Целью настоящей работы является: во-первых, показать, что не
сколько модифицируя определение системы предложенное
М. М. Джрбашяном, можно получить систему рациональных
дробей с полюсами в тех же точках .. образующую базис в зна
чительно более широком, чем это было у М М. Джрбашяна, про
странстве аналитических функций уже в произвольной области, огра
ниченной жордановой спрямляемой кривой у; во-вторых, установить 
необходимость выполнения условия (1 для возможности разложения 
в ряд любой функции из рассматриваемого класса.

Последнее непосредственно следует из приводимых в работе 
необходимых и достаточных условий, которым должна удовлетворять 
аналитическая в области G функция /(?), разлагающаяся в ряд ра
циональных дробей, когда для заданных полюсов не выполняется 
условие (1). Получающиеся результаты распространяются на произ
вольные конечно-связные области со спрямляемой границей. Перене
сение цитированных результатов М. М. Джрбашяна на .многосвязные 
области G было сделано Г. С. Кочаряном [2| в предположениях об 
области G н функции /(z), аналогичных тем, которые фигурировали в 
|1|. Наши результаты носят в этом отношении, как и в рдносвязном 
случае, гораздо более общий характер. В заключение делаются не
которые замечания, касающиеся поведения на границе области G 
рядов рациональных дробен, получающихся в результате разложения 
функции /{г).

Остановимся теперь более подробно на полученных в настоящей 
работе результатах.

В теореме 1 показывается, что для всяко։՜։ аналитической и об
ласти функции, представимой интегралом типа Коши

/(г) = 2^ К (2)

т
где /... (7Լ г. е. (| Jg (Q J ds < эс. составленный для нес ряд 

т
\ C»M,t (z) по рациональным дробям с заранее заданными полюсами 

удовлетворяющими условию I , будет равномерно сходиться 
внутри области (i. Отсюда, в частности, следует возможность разло
жения в ряд но введенной системе рациональных дробей любой 
функции, входящей в класс /Г2 (<7).

Из приводимой далее теоремы 2 следует необходимость условия 
։1) для возможности разложения в рассматриваемый ряд любой функ
ции класса Е, (6՝)*.

՜ /-.г !<•£,,՛ <7՜ . если найдется последовательность •замкнутых спрямляемых Кри
вых с <7, у ври л — оо такая, что

х. л = 1,2,..,

'л



Разложение аналитических функций и ряд по рациональным дробям 11я —•-—      ----------------------- -------- -   

В этой теореме рассматривается случай, когда точки, в которых 
находятся полюсы системы !.'И,*(г)  , не. удовлетворяют условию (1).

В этом предположении устанавливается необходимое и достаточ
ное условие для возможности разложения в рассматриваемый ряд 
функции /(.г , представимой интегралом типа Коши (2). Это условие 
заключается в том, что средн всевозможных представлений данной 
функции /(֊՝) в виде 2 существуем гакое. для которого функция 
g (С), фигурирующая в представлении (2), должна совпадать почти 
всюду на 7 с угловыми граничными значениями некоторой мероморф- 
ной в G функции/։'(z). обладающей свойством ք (г) В (z) - /:2 (G ). 
Здесь В (?) = ехр । . V G (z, я.)՝. где G (z, а/) — комплексная функция 

՝ / * ՛
i рина области G .

Так как любое представление данной функции /(z) интегралом 
типа Коши (2) получается прибавлением к функции g (Հ) граничных 
значений g-*(C)  некоторой, аналитической в области G . функции 
класса £յ((7՜). то отсюда немедленно следует следующее утвержде
ние. Если условие (1) нс выполняется, то необходимым условием 
1ля возможности разложения в ряд будет совпадение почти всюду 
на 7 функции g((,j любого представления /(Z) в виде (2) с гранич
ными значениями мероморфной функции gr(t) такой, что g^zjBfz)' 

iSx(G \. Заметим, что для областей класса В. И. Смирнова сфор
мулированное выше необходимое и достаточное условие будет иметь 
место уже для любого представления /fz) в виде (2). Легко видеть, 
что только что указанными свойствами обладает лишь довольно уз

кий подкласс функций. Например, всякая функция вида —-—- где 
z — а

<ւՀՇ՜ (причем а ay. j _ I. 2,...), представима интегралом Коши с 
§■(€) - —1— Но очевидно, что —!— в результате умножения на B\z)

Հ-а Լ—а
не. будет делаться граничным значением аналитической в области 
G функции и поэтому заведомо вс удовлетворяет указанному только 
что требованию. В теореме 3 установленные для односвязной обла
сти результаты распространяются на произвольные крнечносвязные 
области, ограниченные спрямляемыми кривыми.

После того, как выяснена возможность разложения аналитиче
ских в области G функций класса Е2 в ряды по системе рациональ
ных дробен с заранее заданными полюсами, удовлетворяющими ус
ловию (1), естественно поставить вопрос об исследовании граничных 
свойств получающихся рядов, точнее—вопрос: не будет ли иметь место 
сходимость в среднем частных сумм составленного ряда рациональ
ных дробей к функции /(-) —граничным значениям функции /{«)? 
Однако, опираясь па ранее установленные нами результаты, мы по
казываем, что для области (/, ограниченной произвольном спрямляе
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мой кривой, не являющейся областью, удовлетворяющей условию 
В. И. Смирнова, среди функций класса /:2(б?) имеются такие, для 
которых применение любого линейного перманентного метода сум
мирования к ряду рациональных дробей, соответствующему функции 
/(?). приводит к ряду, частные суммы которого 5Я(?) не могут быть 
на Հ даже равномерно ограничены пи в какой интегральной метрике

I 5’л (Հ) 1 ՛? (1) ds, где р>0, а ?(',) О подчинено лишь требованию

т
рп р (С) I փ' 'Հ d'. I > ֊ օօ խ, = ձ ,z) ֊ функция, обратная к շ = ?խ)[. 

7
В заключение делаются некоторые замечания по поводу коэффициен
тов и единственности разложений функций в рассматриваемые ряды

§ 1. Разложение аналитических в односвязной области функций, 
представимых интегралом типа Копп։, в ряд по 

рациональным дробям

Определим систему рациональных дробей (Л1я(г)} полюсами ко
торых являются заданные числа {«/՛. Для этого возьмем систему 
!Фл(да)! рациональных дробей, рассматривавшуюся Уолшем [3|, с 
полюсами в точках {£>), |?(£;) = «• |

Ф/, (да) =
(1-1^|?Р р да

1 — бяда у—։ 1 ?/да
(1.1

Система {Фя(е* ’); будет ортогональной на w|—I (см. |3] и |4)). 
Рассмотрим функцию Фя[ф(г)] /У (г). Так как |/У (zj- аналитическая 
в области 6 функция, причем У (г) ■ 0, то функция Фя|ф(г)| 1 ՚Հ;շ) 
имеет полюсы только в полюсах функции Փ«[փ(տ)|. т. е. в точках 
Xj. .... л„. Поэтому, сумма главных частей разложений функции 
Фя($(г)|У ՝Հ ,г) в окрестностях ее особых точек является рациональ
ной функцией с полюсами в точках а]։..., ая. Получающиеся таким 
образом рациональные дроби образуют систему 1Л4Я(2)|. в ряды по 
которой, как сейчас будет показано, могут быть разложены аналити
ческие в области (1 функции /(2), удовлетворяющие довольно общим 
условиям.

Прежде чем переходить к точной формулировке теоремы 1. за
метим. что все отличие системы JAf’(z)}, рассматриваемой нами, от 
системы {51Հ(շ)) М. М. Джрбашяна сводится к появлению до
полнительного множителя |/։р'(г| в определении функций Фя|й(2)|> 
X] 'У(г) . которого не было у функций, главные части которых при
водили к системе |/Ия(г)1 |см- |1|, формула (3)]. Подобный прием 
умножения порождающей функции применялся в теории полиномов 
Фабера.
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Теорема 1. Пусть G — произвольная область, ограниченная 
жордановой спрямляемой кривой ; и {д,последовательность 
комплексных чисел я (г . удовлетворяющих условию (/). Пусть, 
далее. •՝/«(?)! л I •!. < сть система рациональных дробей, кото
рая получается, если взять главные части функций Ф„|՚?(-)|1 'Հւ~)- 
.шь (Фя(^)} — ортогональная на , և?|֊=1 система рациональных 
дробей с полюсами в точках 3. > (а,определенная (формулой
(7.7) խ՛ -- փ (г) оает конформное отображение G на | | I. 
Ф(ос?) =■ ос |. Тогда для произвольной аналитической внутри области 
(i функции ք Լ՜ . представимой интегралом типа Коти-Лебега (2) 
< суммируемой в квадрате на •; функцией плотности g(C), имеет 
мест о ра зложенп е

ОО 
/(г) - 2СЯ/М;(г). 

п — I 
где

с. - . <•> Ф"Р 1г’11' Щd՛- (1.2)

При этом, получающийся ряд будет абсолютно и равномерно схо
диться внутри данной области G.

Доказательство. Возьмем какую-либо функцию /(?), удов
летворяющую условию (2). Тогда будет существовать || £(<)№<«>. 

т 
ճտ

Поэтому | g [?(£?)] г| Հ (гЛ)1 «">< эс. Функцию g |? (гг>)| I ’
<1

суммируемую с квадратом на |а»| - 1, можно, как известно, предста- 
вить в виде суммы граничных значений функций /<(к՛) и F.. (к>) ана
литических и входящих в класс Н.. соответственно в |w|<l и 
| и*  > 1 *

£kk՜0)] I ?V' ֊ ^)±Fr(e^). (1.3)

Согласно теореме Уолша (см. |3|). функцию /•', (ժ՚Ղ являющуюся 
граничными значениями функции /'дк՛). входящей л класс //2 в

-4- •• ь 'v
• £слк ֊ V Ղ-Հ' ^յ ‘ т<> V) НДр : ею՛ Полагая тогда

Г. к՛ У /•■|Лцг'|— 5| (\ctk‘. будем иметь /•’, гс՝ (:Н.. так как для всех г, 
* о X
.Դ. vo

Г Ь 11 Հ |-՜ db У I С՜^ '<«.֊• Аналогично и тля /-.j a"
։'» /{=0
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1^1 <1, можно будет разложить в ряд по полном, в силу условия 
(1), ортогональной системе рациональных дробей с. полюсами в точ
ках |3У|

<х>
Л («•'’) = 2слФ„(г'«). (1.41

П-1
Здесь

2»
с„ = j Fl (е*)  Ф„ (е«) М = -֊ | Л(5)ф^(?)<й, (1.5)

где Ф„(то) определяется формулой (1.2).
Ряд (1.4) будет сходиться в метрике Л. к /\ (<”*).
Поэтому

Л|ф(С)]/Ж ՏԳՓԱփ
*֊•1 Հ 

= Нт i | F, 0} - 2 С*Ф»  (гй) г М = 0.
п-“ J A-Iо

Откуда простые оценки покажут, что имеет место равенство

, г 2С4Ф*[НС)1ГЖ  ____
iimJ-Ы----------------------------л=_ЦМ*(С)1У-ИС) Д ։ 6,

п-'л 2тЛ ] Լ — Z 2-i J С — 2
J -j I
ч

равномерно во всякой замкнутой подобласти G։ a G.
Примем теперь во внимание, что функция />[ф(г)|1/ փ'(z) будет 

входить r класс Е2 в области (Г |т. к. Fe (•©} ( /Д] в |.w|> 1; это не
медленно следует из определения класса Е: (см., например, [5])].

11о функция Fe |у(z)|/՚Հ(z), E2czEt, как и всякая функция, 
принадлежащая классу Ех во внешности 7 и обращающаяся в 0 при 
z=«^*»  будет представляться во внешности 7 интегралом Коши. По
этому. если брать z внутри 7. то

гео |17)

Складывая (1.6) и (1-7) имеем

Hm VCt±iW)O
" •« Й .1 : - ՝

Так как f\. <» 0. чго сразу следует из определения /•'/w՛) (см сноску па
стр. 13 . а । оо ՝1 / со
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I

о 1 քՓ4* *(91/77 Մ^

• Этим свойство՝։ обладает, как уже указывалось, функция | ՜Հ՚ր/ւ՜. а функ, 
имя Փ^(փ|տ)| будет заведомо ограничена вблизи 7. Поэтому произведение ФЛ[’Ь(* I՛
• I У ։zi будет входить п класс E. \G |.

Заметим, что интеграл —I——ւ_j-ճ. j, определяет внут-
2“*J С —z

I 
ри 7 рациональную функцию, равную главной части мероморфной 
в области G функции ФЛ |Ф (z)| |' -У (г) с полюсами в точках я,-, /- 

- 1. • • .. k.
Действительно, если использовать введенное ранее обозначенис- 

Af*(z)  для только что описанной рациональной дроби, то разность 
Ф*  |փ (z)lW(2) — Afi (z) не будет иметь полюсов во внешности 7. 
а при z = oo имеет нуль по крайней мере 1-го порядка. Нетрудно 
видеть, что эта функция будет входить в класс £։(6’՜)*.  Но тогда

L i *̂11*  И 1:) АД (Լ) _ Q , հ Ը
2zZJ С -г ’ Հ '

т
Откуда

— Л = ± [ ЛЖ = ;И.
2«zJ Լ-2 2*Zj  C֊z

т 1
Учитывая далее равенство

i^t*wi+T ։[4(C)]i/m=ff<Q, п-9)
вытекающее из (1.3), а также возможность, согласно условию, пред
ставить внутри 7 функцию /(г) интегралом типа Коши (2). получим 
из (1.G), (1.7), (1.9) и (1.8)

lirn V СЛ/И1(2) =/(z), z С/. 
"՜*"՜  fc-l

Причем ряд стоящий слева будет сходиться равномерно внутри G.
Для завершения доказательства теоремы осталось лишь устано

вить справедливость формулы (1.2) для коэффициентов ряда (1.2). 
Из (1.5) имеем

с„ -֊Ц>,քծ(Չ1/4'(9 փ; 1՚|> (01/Հ (О «£• (1-Ю)
2zz յ

т
Если теперь сложить (1.10) с равенством

0=7^СлК>(С)1П^ фИш/ТЮЛ. <։•։։>
2~Z J

Т 
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то. принимая во внимание (1.9). получим формулу (1.2) для Сп. Ра
венство (111) будет справедливо, ибо функции |?1г)|| ՛!>' (z) и 
) -К131. как уже отмечалось, входят в класс /.՜2(6’ ). а функция 
ՓԼ|փ(£)] будет аналитична и заведомо ограничена в области G՜. что 
видно из определения (1.2) функции <։Հ (•»»). Это позволяет сразу 
установить, что произведение /\.|б (zi] | ՚Հ (£)Ф« ('М*)1 1 ։'Հ (г) входит 
в класс . Поэтому эта функция представима в области 6՜ ин
тегралом Коши по своим граничным значениям. Убедимся теперь, 
что рассматриваемая нами функция имеет в оо нуль по крайней мере 
второго порядка. Действительно, ранее уже указывалось, что функ
ция Ft |Շ(շ)| имеет при ? нуль по крайней мере 1-го порядка. 
Точно такое же положение будет и для функции Фя [б - |. что сразу 
следует из (1.2).

Приравнивая нулю коэффициент при ' в тейлоровском разло- 
Z

женин в окрестности г=со, получим (1.11), что и требовалось до
казать.

Так как всякая функция /(г) /:2((7.) представляется интегралом 
Коши через свои граничные значения

2r.i J , — z 
т

причем || \ ք (Հ)\2ւ/տ<Լх, то из теоремы 1 немедленно вытекает: 

т
Следствие. Для всякой аналитической в области G функции 

со
/(z), входящей в класс Г.., составленный для нее ряд УСвЛ1’Дг), где 

п I
Сг = ֊։.у/ '• Փ՛. 1Ф(;)|| ՛/(-) d\, будет равномерно сходиться вну- 

I
три области G.

Мы сейчас покажем, что для произвольных областей со спрям
ляемыми границами, результат, установленный в теореме 1. является 
более общим но сравнению с результатом, содержащимся в следст
вии. В самом деле, если область G не удовлетворяет условию В. И. 
Смирнова, то из того, что аналитическая в G функция f(z) предста
вима интегралом типа Коши-Лебега (2) с суммируемой в квадрате на 
7 функцией /(',) |даже более того с ограниченной на հ функцией 
/(C)) не следует вхождение функции /(z) в /Л (О’). Отсюда видно, 
что результат, установленный в теореме 1, ио может быть непосред
ственно выведен из результата, сформулированного в следствии. 
Действительно, рассмотрим функцию
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' /(г)-?' г. exp ֊7|՜/-_Լհ||ո>?'(<^)|<«- И->2)

о

Нами показано см |5|. гл. Ш|. что функция /iz), входящая в 
класс /1 ((7) и имеющая угловые граничные значения по модулю рвв- 
Йые 1 почти всюду на не может входить ни в один из классов 
/>((/). р>\. Из сказанного про функцию 1.12 следует, что она 
может быть взята в качестве примера функции /(?) с описанными

свойствами |зз g (') можно в данном случае принять /('.) — угловые 

граничные значения /'?||.

§ 2. Необходимые и достаточные условии для возможности 
разложения аналитической функции в ряд рациональных дробей 

в случае, когда заданные полюсы удовлетворяют условию

Теорема 2. Пусть f (z аналитична в области (J и пред
ставима интегралом типа Коши (2).

Пусть, далее, полюса системы рациональных Оробей :.ИЯ?)| 
таковы, что

Для того чтобы ряд (1Ջ). составленный для /(г) по системе 
Л£>г |. равномерно сходился к ней внутри О, необходимо и доста

точно, чтобы среди различных представлений функции f(z) инте
гралом типа Коши (2) нашлось такое, что функция g (Հ), фигури
рующая в представлении (2) совпадала почти всюду на հ с угло
выми граничными значениями некоторой мероморфной в области 
(} функции J'(:) ограниченного вида, обладающей свойством 
/Դյ Bir£/:C(G ).

Здесь #(z) —пересаженное при помощи конформного отображе
ния г) в область G . сходящееся в силу (2.1) произведение 
Бляшке А (г с нулями а точках <? или. что то же самое, В (?) ~

1 °° 1
֊ exp V (7 (?.«/) • где G z. aj — комплексная функция Грина об- 

՝>_/-։
ласгн G с полюсом в точке »/.

Д о к в л и т е л ь с т в о. Докажем вначале достаточность. Сохра
няем обозначения, использованные при доказательстве теоремы I.

В силу условия теоремы, функцию / г можно представить ин
тегралом типа Коши 2 так. что я|ф(<,А)П Հ(<?Պ будет 
почти всюду на а? = 1 с угловыми граничными значещрв^Ч»ер<н 
2 1Ьн<гтмм АН» серки фими։։, п*ум.  .4 I

''Ա|ևՕւ>
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морфной в w.՛ >1 функции /Пт(а')|1 <?' «У , которая после .умноже
ния на b (w) (произведение Бляшке с нулями в точках а. , 7=1.2.-) 
становится функцией класса Н2. Но тогда подобным же свойством 
будет обладать п функция F/.e^ , ибо по определению F (зд) Н,, в 
, к՛ | > 1. a F, (Ժ) = g խ (ew)| I <?' (e*  I Fr Мероморфную в 
]w|> 1 функцию, угловыми граничными значениями которой является 
функция А։|И՛), будем в дальнейшем также обозначать F (к՛). Так՜ 
как по условию /։(ос) = 0, a F. (.х>) = 0, то /у(оо)=0;

Покажем теперь, что ряд Фурье функции А, е® по ортогональ
ной системе Ф«(И1! (которая в рассматриваемом случае не является 
полной в пространстве граничных значений аналитических функций 
класса /7е| будет сходиться в метрике Լճ к 1՝՝,(ел\. Для этого. оче
видно. достаточно установить, что F։ ՛ i принадлежит .замыканию ли
нейной оболочки системы | —- ֊ I» где 3? = <р(а7).

I е*  — Հ} I
Возьмем в пространстве Լ2 какой-либо линейный функционал 

у (А), обращающийся в нуль на функциях рассматриваемой системы. 
Когда мы можем написать

2*

где <֊֊

Мы сейчас покажем, что отсюда следует равенство этого функ
ционала нулю на функции /д (Л Действительно. рассмотрим инте
грал типа Коши-Лебега

J € — W 
П

Определенные интегралом типа Коши-.Лебега (2.3) аналитические 
внутри и вне а՛! 1 функции (/(ы*)  и Q'(K’) при»адлежат. соответ
ственно в областях |сс*  | < I и i к՛ I, классам ЛА. Причем Q'֊(^)—0. 
и почти для всех 0, <>*-  11 2՜, имеем

V(i>)е *=  Q'je'11) ֊ Q'(e‘V. (2.4)
2s

Рассмотрим теперь интеграл Fi(e‘'J) q (0) выражающий инте-

U
ресующее нас значение взятого функционала. Учитывая (2.4), полу
чаем

(/•, ел </(<>)Л= \е։'‘Г։(ел)(/ ел <14. |2.5)

<1 (I

См примечание на стр. 13.
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Функция Fi(w)Q'(w) как произведение двух аналитических 
внутри круга «»|<Ч функций, входящих в класс А/; будет функ
цией класса Л/Р Поэтому 

2*
Ге'*/- ’, (е")С?'(ея) ԺՕ=0. (2.6)

и.

Заметим теперь, что второй интеграл к правой части равенства 
12.5) также равен нулю.

Действительно, как уже отмечалось в самом начале, произведе
ние 5, ս՜:Ո) ծ (с'՜՛) является граничным значением аналитической в МЦ>1 
функции класса /У2. Но из равенства (2.2) и (2.3) следует, что Qe(3/) = О

.՛ 1. Поэтому частное —֊ будет аналитической в zc* I Հ> ! 
b(w)

функцией, входящей, так же как и Q' (w), в класс/72 в |w|>l (см., 
иапр.. |5|, гл II). Тогда функция

Ց (/) О'։?1 - Л (е-‘) b (е“)
Ь(е )

как произведение граничных значений функций класса /Л, является 
граничными значениями функции класса Hv

Ранее отмечалось, что Q (ос)—О и F/(oo)=0. Поэтому функ
ция /•'( (t'՜՜6) будет граничными значениями аналитической в |w|>1 
функции, представимой интегралом Коши и имеющей в оо нуль по 
крайней мере второго порядка. Приравнивая пулю коэффициент при

а тейлоровском разложении этой функции в окрестности беско

нечно удаленной точки, получаем

(2.7)

2с
Из равенств (2.6) и (2.7) следует, что </՝'< մՏ==Օ. Это

6
доказывает принадлежность Функции Fi(e ') замыканию линейной обо
лочки системы (—J—j. /=1.2.... и возможность, в силу этого, пред-

ставить в виде суммы ряца Фурье по ортогональной системе 
՚։1՝րր (?Ղ. Далее, для завершения доказательства, надо повторить со
ответствующие рассуждения из теоремы 1.

Переходим к доказательству необходимости. Пусть известно, 
чю тля функции /(г) ряд (1.2) сходится к/(г) равномерно внутри 
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G. Заметим прежде всего, что для любой функции / г . представи
мой интегралом Коши (2), ряд из квадратов абсолютных величин ко
эффициентов должен сходиться

1 (* _____V с, =<оо. с, = — >('-)! I •/(■•) Л.
- 2՜։

В самом деле, функция g[f(c'։)|| Հ(ժ) Լ. <). 2՜, так как 
g ' ПрНЧеМ ЖИДУ (1.2), ЧИСЛЯ Сп МОЖНО рЯС 1ТЬ КЗК
коэффициенты Фурье разложения функции £ 'Հ <֊| в рил
по системе <1>л(?")|, ибо из (1.2) и (1.11) следует

Ci== (tfl? (^՚)յ|/՜7Ն՛*)  Фл(/)^ =

= j Л («'") Ф» (<«'*)  <Й = J Р, (<?'") Ф„ (ert) dh. I

6 и
ГЛ

Составим теперь ряд С„Ф„ (/'). 'Гак как ряд V | С, 2 сходится. 
Ո I 

2R
и |Ф«(г'и) յ </'■» —2-, то частные суммы 5’«(ел) рассматриваемого ря- 

о
да будут сходиться в среднем на |«‘ = 1. Обозначим сумму этого 
ряда через 5(<?‘5). Из сказанного имеем

•?К
Итр5(гм) Տ„(»',յլ։Ժ0=Օ. (2.81

о
Функции Տո (г) представляют из себя рациональные дроби с по

люсами в точках (Jj......../л Поэтому Sfl(e:’) можно, ко
нечно. считать граничными значениями класса //... Тогда равенство 
(2.8) позволяет сразу заключить, что S (/') также является гранич
ными значениями некоторой аналитической в круге | «’| < 1 функции 
•S*  (z). входящей в класс //2, к которой будет сходиться равномерно 
внутри |w|< 1 ряд ^С«Ф„(г). Это заключение .можно сразу сде

лать, опираясь на доказанное нами дополнение к теореме Хннчина- 
Островского о связи предела граничных значений с граничными зна
чениями предельной функции (см. |5|). То же самое можно легко 
доказать непосредственно.

Рассмотрим для этого неравенство

(՛ | (/) - 5„ (?*)  М .< S, (2.9 
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которое имеет место при п > N (г) н любом р > 1. Учитывая, что для 
всякой аналитической в |«*  <Հ 1 функции F(w) класса //.

3«
Г|Г (rZ)prf'i f|F(Z)|’d».

О О

о< r< I

опираясь на (2,9), получаем неравенство

f |S.,.F(rZ) S, (/■?•) -dO «.

О < г < I. п > Р > I.

(2.10)

Элементарные оценки поз иол я ют установить, используя (2.9 или 
(210). равномерную сходимость внутри |»’|<1 последовательности 
jS„(i)| к некоторой функции S*  (z). Переходя к пределу в неравен*  
стае (2.10) вначале при фиксированном г. о г յ и р — зо. имеем

։*
pS*  rZ)-S.(rZ: ւճ.11)

Отсюда уже видно, что S’(’) ՒԼ в i а? '1- Теперь достаточно 
в (2.11) г устремить к единице, чтобы получить неравенство

,2ч
[ S*(Z)-S„(e")  :Л n>N , . (2.12)

՚՛

Сравнивая (2.Ց) и (2.12) устанавливаем почти всюду на |-а*|=1  
следующее равенство. доказывающее наше утверждение

S*(Z)=S(Z).

Повторяя далее рассуждение, применявшееся при доказатель
но

стве теоремы I мы установим, что ряд VCnVf^(z) будет равномер- 
м-1

но сходиться внутри G к функции, которая может быть представлена 
интегралом типа Коши

। pw’w £ 
2гт J : ֊ :

Мы докажем теперь, что функция 5| Л -)|1 'Հ СЛ является уг
ловыми граничными значениями мероморфной в области G функции, 
обладающей следующим свойством: произведение этой функции на 
функцию Н (z , описанную в условии теоремы, является аналитической 
в области (i функцией, входящей в класс /:5(б՜ ). Отсюда будет 
следовать утверждение георемы.

Нужное нам заключение о свойствах функции .Տ'| >Հ՚]1 ’р (’,)
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вытекает из того, что .Տ'(ԺԾ) является не только, как отмечалось ра
нее, угловыми граничными значениями аналитической в к-*|<1  
функции, но совпадает кроме того почтя всюду па [«՛ = 1 также и 
с угловыми граничными значениями мероморфной и К’| 1 функции,

* Условие հ оо . = 0 легко обеспечить, умножая на — .

которая после умножения на b становятся в к»|>1 аналитиче
ской функцией класса Н... Для доказательства этого факта достаточно 
заметить, что из 2.8 вытекает

lim | .S (е‘ ) b (е1'1) — Տ„ (Z'> b (е ') |“ Ժ6 -֊- 0.

о
причем Sn (е1՝՝) Ь (£’՛՛) можно рассматривать как граничные значения 
функций S,։ (w) b (հհ՛) авали ւ ических и ограниченных о !w, 1,

Применяя к последовательности • ծխւ՛); рассуждения, ана
логичные использованным для последовательности }.S\ (<»՝»)!, получаем, 
что 5 (е,й) b (ел) есть граничные значения аналитической в к’ >1 
Функции класса АЛ, обращающейся в 0 при — ос [подобным свой
ством обладали все функции b («с)| Отсюда немедленно выво- 
1нм нужное нам заключение о свойствах функции ծ’ [՛?('))) '•?' • •

Отмеченное в условии теоремы специальное представление функ
ции у'՛.՝՛ интегралом тина Коши сразу получается, если взять функ
цию g*՜  ('Т - Տ[փ(Օ]| ■/’ . Тем самым наша георема полностью до
казана.

Сделаем некоторые замечания в связи с доказанной .еоремой.
1. В случае, когда G произвольная область, в формулировке 

георемы 2 нельзя утверждать про любое (а не только про спе
циальное) представление интегралом типа К'б'йтп (2) функции /(г), 
раскладывающейся в ряд рациональных дробей (1.2). что g ՜- яв
ляется угловыми граничными значениями мероморфной и 6 функ
ции # (z). для которой g(z)B(z) £՜.,(6 ւ. Действительно, пусть об
ласть G не удовлетворяет условию В. И. Смирнова Тогда, имея 
одно представление (2) функции /(;) с описанным свойством, мы до

бавим к #(*)  какую-либо функцию g (-) L..(f). которая является 

угловыми граничными значениями функции g(r> 7:'։ (6 ), такой. что 

g(z) E2(G՜). Пример функции с подобными свойствами был при
веден выше*.  Тогда интеграл типа Коши с функцией плотности

g(-) будет внутри области G изображать ту же самую функ

цию /(z). Но. очевидно, функция g(’,) 4-gl'.) уже не будет обладать 
требуемым свойством

Приведем теперь необходимое условие, непосредственно выте
кающее из теоремы 2 для возможности разложения функции /<z) в
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рассматриваемый ряд рациональных дробей, относящееся уже к про
извольному представлению функции/(г) интегралом типа Коши.

Теорема 3. Для возможности разложения функции /(?), 
представимой интегралом типа Коши (2), а ряд рациональных 
дробей при рассматриваемых в теореме 2 условиях, необходимо 
чтобы функция «■(֊) совпадала почти всюду на у с угловыми гра
ничными значениями мероморфной в G функции g(z) такой, что 
g(2)Z?(z)<

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства заметим, что согласно 
теореме 2 найдется функция #*(*)  такая, что

f z = где < эс,

причем £*Г,  //(’) является граничными значениями функции, входи
те»'։ 8 класс E.2(G Հ Так как по условию функция f(z) допускает 
внутри области (7 представление интегралом типа Коши 2.՛, то раз- 
ность ^(Т) g*(՞)  должна являться угловыми граничными значениями
аналитической н области 6' функции класса EJG ). Отсюда сразу 
следует заключение теоремы.

Мозкно, однако, отметить очень важный случай, когда указан
ным свинством обладают уже все представления данной функции.

Теорема 4. Пусть область G удовлетворяет условию В. И 
Смирнова Тогда для того, чтобы функция f(z). представимая ин
тегралом типа Коши (՝2), раскладывалась в ряо рациональных 
дробей, полюса которых удовлетворяют условию необходимо 
и достаточно, чтобы функция g (Հ) В г’, ւ являлась (почти всюду 
ни յ угловыми граничными значениями аналитической в области 
(1 функции класса Е2.

Доказательство следует немедленно из доказательства тео- 

ермы 2. ибо теперь про разность Փ(Հ) = (j| X V Հ (С
можно утверждать, что это есть угловые граничные значения 

Функции Ф(г) E2(Ci ). В самом деле, утверждение Ф(а) EyG сле

дует из Юго, что интеграл типа Коши с функцией Փ(Հ) равен гож- 
дественно нулю внутри G. Но для областей (Г класса В. II. Смир

нова известно, что если граничные значения функции Ф(г) класса 

А, суммируемы на 7 в какой-то степени />>1, со Ф|т։£ Е,,.

§ 3. Разложение аналитических функций в многосвязных 
областях в ряды рациональных дробей с заданными полюсами

Результаты, доказанные выше для односвязных областей, легко 
рпСйросграняются на многосвязные области.

Пусть G - многосвязная область с границей Г. состоящей из т 
замкнутых жордановых спрямляемых кривых 70....... ,т 5, причем
считаем, что ,п содержит ..., 7от внутри себя.
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Обозначим через w = од (z) функцию, осуществляющую кон-I 
формное отображение области О'*  - компоненты дополнения (}, огра
ниченной кривой либо на 2>1, если k - 0 fy(o>)=©e), либо 
на |w|< 1. если k — I.......т -1 Пусть а каждой из областей за
дана последовательность точек \^Г> J 1.2..... А о, 1....... т 1. в кото
рых могут располагаться полюса дробей. Построим, аналогично тому, 
как это было сделано для односвязного случай, систему рациональ
ных дробей /И* л (г) 1, полюсами которых будут заданные числа. Систем.՛. 
.'Иол(г) строится в точности так же, как и раньше. При построении си

стемы {.-И*„ (z)j, 1 2.•••. где /с —какое-либо число (1 А т 1),
надо будет отправляться от ортогональной системы рациональных 
дробей с полюсами в последовательности точек ф*;  . £*/  =
= '?fc !**/)՛  лежащих внутри к՛ <Հ I. Такая система имеет вид

փ^ս^ւ-յ)֊ п'-^К ........(3.01

1 — ‘ .. I I- >Հ7“֊'

Для определения Л/* я(. мы рассматриваем затем, подобно тому, 
как это делалось ранее, сумму главных частей разложений функций 
Փէ'»|'Հ՚.՚(շ)| I Ф*  2 в окрестности ее полюсов. Получающиеся рацио
нальные дроби обозначаем Повторяя проводившиеся выше
рассуждения, можно установить следующее. Пусть для рассматривж- 

ос
мого k >, 1 заданные точки {а*/  таковы, что ряд V 1 — 1,3А7|) расхи- 

К ՜՜ . . .......... ՚ '՚ հհ

дится. Тогда для любой аналитической во внешности функции 
/*  z . представимой интегралом типа Коши-Лебега

= ГЛе fuMC) (3.2)

7*
ОО 

составленный для функции fk(z) ряд (г) будет равномерно
л-1

сходи ться к ней в любой замкнутой подобласти внешности (7*  кривой -,к 
со

Л- (г> = У 2 , где Ск„ =
,‘g (з.з)

(«•՛) =
(i-ւԽ 18)'ն 

1 — ?*■/!  W

Ո՛ — 

/-J {և;՝*'
»

Если же при некотором k ֊֊ I окажется, что v I —’pw
7=i

то для равномерной сходимости внутри Gk ряда (3.3). составленного
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для функции /*(?).  представимой интегралом типа Коши (3.2). необ
ходимо и достаточно, чтобы существовало такое представление 3.2 , 
в котором g (%) являлась угловыми граничными значениями мероморф
ной в О\ функции g*(s՜)  ограниченного пила, для которой иронзвеле- 
иие gk(z) (г) входило бы в класс /:’2(6\). Здесь iik (z) = Ьк |ф*։  г |. 
а ծ*  (а՛*) —произведение Бляшке с нулями в точках :Հ . . 1. 2....- |Нс.ш
(Jk - область В. И. Смирнова, то подобным свойством обладает функ- 
ция g(C) в любом представлении Л- Ա в виде (3.2)|.

т -1
Пусть теперь в многосвязной области (/ с границей Г = U 

4-0 
дана аналитическая функция /(г), представимая интегралом типа Коши 

/(■?).= X где ( Ig(’) а^< 9С. (3.-0

^7 ’ ֊ }
Разбивая интеграл (3.4) на сумму интегралов типа Коши, взятых 

по кривым -Ա, ..... т— 1

1 «11. rt . - ,
/(=■)=>’/»(;) V 1֊|

Է-О * —и Հ'
I

>ւ применяя к /',(£) установленные ранее результаты, а для /к\г> 
А;=։......'и— 1. сделанные только что замечания, получаем:

Тео ре.на о. Пусть G — произвольная конечно-связная об
меть, ограниченная Жордановым спрямляемым контуром Г. состоя
щим из т кривых ........ причем ՜,0 содержит -1/г.
внутри себя. Пусть далее в каждой компоненте (лк дополнения 
области d задана последовательность точек и —по
следовательность рациональных дробей с полюсами в точках а*.  . 
построенная по указанному выше правилу. Тогда, чтобы 
для любой аналитической в области (г функции f(z). представи
мой интегралом типа Кошп (3.4) с суммируемой в квадрате (функ
цией плотности, составленный для /(>) ряд по системе Мк„ : 1 
равномерно сходился к f г внутри (i

f(z) = m\^CkltM‘kn(2)t (3.5)

4-0 я* J

՝де Cte определяются при к = I....... т — I. п — 1. 2.... , по форму
лам (3.3), а при k = 0 по формулам (!.'2), необходимо и достаточ
но выполнение условий 

06 / 1 \ 50
2(‘ Ջ0-ւ^)') = օօ ......

Если условия (3.6) не выполняются, то не все функции, пред
ставимые интегралами типа Коши (3.4) могут быть разложены н ряд 
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(3.5,. Необходимые и достаточные условия для возможности разло
жения даются а следующей теореме:

Теорема 6. Пусть сходится хотя бы один из рядов (3.6). 
Тогда для того, чтобы функцию f(z), представимую интегралом 
типа Коши-Лебега, (д.4), чожно было разложить в ряд (3.5), необ
ходимо и достаточно, чтобы среди ее представлений (3.4) сущест
вовало такое, в котором на каждом контуре ^k. k о. . . т — I. 
ограничивающем компоненту дополнения Gk, где соответствующий 
ряд (3.6) сходится, функция g (Լ) совпадала почти всюду с угловыми 
граничными значениями чероморфной в Gk функции gh(z) ограни
ченного вида. Причем произведение (г) обязано входить п
класс Е*(6ъ).

Здесь — bk | где bk (w) произведение Бляшке с 
нулями Հ з.ь, . / 1..... На контурах */ Л, ограничивающих компо
ненты дополнения, содержащие внутри себя точки а*/,  для которых 
соответствующий ряд н (3.6,1 расходится, никаких дополнительных 
условий на функцию g(<) не накладывается, кроме оговоренного 

вначале требования ( | £ (ч) I՜ ds <Լ oq,

՜՛՜*
Сделаем дополнительные замечания в связи с приведенной тео

ремой. Опираясь на теорему 4. доказывается
Георема 7. Пусть Gk области класса В И. Смирнова 

Тогда установленное в теореме 6 свойство g C будет иметь место 
для любого представления данной функции ք(շ) в виде (3.4), а не 
только для специального.

Для произвольной области G. для которой компоненты G*  не 
являются областями В. И. Смирнова, можно дать необходимое усло
вие возможности разложения функции /(z) в ряд. относящееся уже 
к любому представлению /(г) н виде (3.4) Соответствующее распро
странение теоремы 3. имевшей место для односвязного случая, по
лучается немедленно. II мы тогда имеем

Георема 8. Пусть функцию f (а), представимую интегралом 
типа Коши (3.4), можно разложить в ряд (3.5). Тогда на каждом 
и < контуров являющихся границами компоненты Gk дополне
ния (J со сходящимся рядом из (3.6), функция g (С) совпадает с уг
ловыми граничными значениями мероморфной в (ik функции gk(z) 
ограниченного вида, для которой произведение gk(z)Bk.z) является 
аналитической в Gk функцией класса /Гг

§ 4. Исследование сходимости рядов по рациональным дробям 
на границе области

В предыдущих параграфах были приведены результаты, касаю
щиеся сходимости, внутри области, рядов по построенной системе 
рациональных дробей с полюсами в заданных точках. Естественно 
после этого поставить вопрос о том. не будут ли получающиеся ряды 
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сходиться не только внутри области, ио также и из границе? Однако мы 
сейчас покажем, что для произвольных олносвязных областей (не 
являющихся областями В. 14. Смирнова) даже среди функций 
/(-’) класса /:'й существуют такие, что соответствующие им ряды 

00
\СсЛ/л(՜.) не будут сходиться в среднем на границе ;* области (7. 

ft- I
Более того, какой бы перманентный метод суммирования мы не при 

■30
меиилн кряду УС„Л4ЛГ, 1։ частные суммы г» (О получающегося ряда 

ո֊ 1
не могут быть равномерно ограничены в среднем в какой-либо инте
гральной метрике с весом р (1) 0, подчиненным лини, требованию

1пу(ч) |՚Հ 1Հւ (Հ j >— օշ.

При доказательстве только что сформулированного результата мы 
будем опираться на следующую теорему, ранее установленную ламк 
см. |6]. теорема 10..

Теорема 9. Пусть для функции ք(.) существует послеОо- 
вательность (г);, равномерно сходящаяся к ք (г) внутри О и 
такая, что I \Jn (') |z'p(Z) С< со, п ւ. շ.... р о. гое все f„[Z

/■'-1,2.... входят в класс I) в области (Լ и р(') удовлетворяет ус
ловию

( In р ('.) ՚ ’'Հ (Լ) д'. । > — . ւ'4-l)

Тогда и /(г) входит в класс /J в области (Հ
В работе |6| эта теорема была сформулирована в предположе

нии, что все г) многочлены. Однако, приведенное там доказатель
ство годится и для общего случая.

Непосредственным следствием указанной сейчас теоремы яв
ляется следующая теорема, из которой в качестве следствия мы 
сумеем вынести упомянутый выше результат.

Теорема 10. Предположим. что выполняется условие (1 < 
оля полюсов а:. П пусть Функция f(z), представимая интегралом 
тина :'\о.ши, такова, что частные суммы г ряда, полученного 
применением какого-либо перманентного истода. суммирования к 

| °®-
ряиу V СГ1Мп(гобладают свойством 

П— I
где для (<(",) выполняется условие (7./). Тогда f z входит в класс 
I) в области G.

Доказательство немедленно сводится к предыдущей геореме. 
Действительно, последовательность ’..(z) . в силу перманентности 

11<.с. -=1.2.
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рассматриваемого метода суммирования, будет сходиться к функции 

/(?)— ^’Ся.-Ия(г). Остается заметиւь. что -Wi(z), как функции ана- 

литические в замкнутой области (J, входят, очевидно, в класс Г) и, 
применив теорему 9. сразу можно получить нужное заключение.

Теорему 10 можно, конечно, применять в частности к функциям 
ք(֊), входящим в области G в класс /Л. Здесь представляет интерес 
рассмотрение случая, когда область G не является областью В. И 
Смирнова Ибо в областях, удовлетворяющих условию В. И. Смир
нова. всякая функция /,z\ из класса £2 входит в класс /Л В то же 
время, если область G не удовлетворяет условию В. И. Смирнова, 
то существуют функции f (z) такие, что f (z) ZF;(G), но D((i} 
(см., наир.. |4|). Учитывая это, мы получаем на основании теоремы 
К) следующую теорему.

Теорема 11. Если область G не удовлетворяет условию 
В. /7. Смирнова. то существуют аналитические и G функции /(г). 
принадлежащие классу для которых соответствующий ряд 
11.2) таков, что применение к нему любого перманентного метода 
суммирования приводит к ряду, последовательность част
ных сумм которого не может быть ограничена ни в какой инте
гральной метрике с весом <>('.), удовлетворяющим лишь условию

d\, где I I g (С) г մտ < ос. изображав

Приведем сейчас теорему, н которой дается тостаточиое усло
вие, при выполнении которого будет иметь место сходимость в сред-

нем на границе ряда У СЯЛ1Л (',) для любой функции из рассматри- 
п~ ւ

наем о го класса.
Теорема 12. Пусть область G такова, что любой интеграл 

типа Кои/и-Лебега — 
'2тЛ

т т
внутри G аналитическую функцию J ?■ класса, /С. Тогда, состав
ленный Оля функции /{Z}. представимой интегралом типа Коши 

•»
(2), ряд V 6Я.ИЛ (z) по системе рациональных дробей с полюсами, 

удовлетвориющими условию (I), будет сходиться на հ в метрике 
Լ2 к ք(Հ) - угловым граничным значениям f(z):

II
/г.) —vcX*G)i 5^ = o.

>-։р
Доказательство этой теоремы немедленно следует из наших не

давних результатов, касающихся интегралов типа Коши, которые 
будут приведены в другой статье.

11m 1
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В заключение сделаем некоторые замечания, касающиеся коэф
фициентов С,-, и единственности разложения функций в ряды рацио
нальных дробей с заданным множеством полюсов. Из доказанных 
ранее теорем следует, что для любой функции f(z) представимой ин
тегралом тина Коши (2). ряд из квадратов модулей коэффициентов

ОО
будет сходящимся: У|С’П2< оз. В самом деле, ведь С„ это ко- 

ո֊ I
аффициенты Фурье по ортогональной системе ;i| для функции 
Л (5) с суммируемым квадратом модуля на |- - 1. Естественно теперь 
поставить вопрос о том. имеет ли .место в нашем случае георема 
фншера-Рисса. т. е. будет ли для произвольной последовательности

ОО ОС

\СГ... удовлетворяющей условию V. Ся ֊<>֊, ряд X՛ Ся/Ия (г) равно- 
я->1 л = 1

мерно сходиться внутри 0՜ к функции /(г), изображаемой интегра
лом типа Коши (2)? Просматривая еще раз приведенные выше дока
зательства теорем, нетрудно видеть, что это действительно так. И 
мы получаем таким образом следующую теорему, аналогичную тео
реме- Фишера-(’веса.

Теорема 12. ..Z./я всякой аналитической в области (1 функ
ции /(г), представимой интегралом типа Коти. (2), коэффициенты.

ОО

определяемые по формулам (1.2), удовлетворяют условию X՝ । сп -<Լ 
~ I

<СЛ Справедливо также п обратное՝, по всякой последователь- 
сс

ногти С„\, для которой выполняется условие X’ С„ г<ое, мож- 
Г.

ОО
но составить ряб X՛ С„:\Гп (:), который окажется равномерно схо- 

я«« I
дящимся к некоторой функции J (:), представимой интегралом 

» -
типи Коти (2). При этом, если точки г, таковы, что х ( 1-

—— \<«с,мо оля функции հ{',) имеют место заключения
||)1 /

теорем 3 и 4.
Несформулированной сейчас теоремы вытекает следующее за

мечание о единственности разложения.
Возьмем любую функцию /(֊’’), представимую интегралом типа 

оо
Коши !2 . Тогда кроме ряда \CnM'n\z) с коэффициентами, опреде

лил
ляемыми по формулам (1.2), не может существовать сходящегося к
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ОО
/к ) внутри 6 ряда V Qr.'W,,(>). для 

«֊ ։
коэффициентов которого будет

со
СХОДИТЬСЯ рЯД X' I'- < ос . при условии, чтобы ХОТЯ бы при одним 

л л
п, п I 2.... имело место Сп -f Сп.
Московский Геологоразведочный институт Поступила 12X1960

им. С. Орджоникидзе

*Ь. 3‘ Snt.։fiut-l||i(i

ԱՆԱԼՒՏՒԿ ՖՈհՆԿՑԽԱՆհՐՒ Վ_եՐԱՄՈհՄԸ ՇԱՐՔՒ՝ 
ԸՍՏ РЬЧ-ЬГКЬЬРЬ ՏԸ4.Ս.Ծ ԲԱԶՄՈՒԹՅՈՒՆՆ ՈՒՆԵՑՈՂ ՌԱՑՒՈՆԱԼ 

ԿՈՏՈՐԱԿՆեՐՒ

IL Ս՜ Փ II Փ II I» Ս'

II. Մ. Ջրրաշլանր |7| աշիւատւս. թ րռն մեջ կաոա9kl է Ո Ш tj fill'll Ш I Ifllllնկ. 
ցիաների սիստեմ ր, որր հանդիսանում է Ֆարերի /<“»/ հաչանի պո՛
1ինո11հե րի րնակւոն րնդհան րաց ո ւմր ; Ապացուցվել էր, որ մ որդան րւ։ն ուդդհվւ 

կորով սահմանավւտկվ ած Q միակսւպ Ш ի րուլիք ի վրա ե \~ի արտաքինում 
դա и ա վո ր ված բևեռների 'Xj i րաղմու ի)լան վրա դրվոդ որոշակի սահմանս!’ 
վ' ակւււ!11ւե րի դեպքա մ (յ~ում անալիտիկ և (յ-ում անրնդհաա ամեն if ի քք՝} 
!ի անկցիա վեր է ածվում

ք {2) = X’ С.; И,г 2)

ւոեսրի շարքի, որր .ավա ишրտ \ ավւ դ ու դ >«/ մ ի ու վ ում Է (j աիրուվծ ի ներսում: 
1'.նդ ււմին րե հոների դ ա и ա վ и ր in իք լան վրա '/րվոդ ո ահմ ան ավէ ակւո.ւ1հ ե ր ր կրա ւ! 
1:ին շաւո քէնդտանուր րնուքի1. I, կաէսլլե^րս քքվերի հա րդականու ի/ րււնը, 
որի վրա դ աոավո րվամ /ւն ,1 | Ա , Z | սիստեմի րեեոներր, սլեար է րավարարի 
մ ի ա լն հե աե րս j պահանջի’1ւ'

(I)

որտեդ Հյ=՚յ a? I .*
11լստեդ Հւ}' - կոմէիորմ կերպով արտապատկերում է ■>- սլարա-

նակոդ (}  ՜|'« ի ք րա էքմ ան կո Ա որւնեն in սւիրտլիք ր ՀՀ՛ 1֊ի վրա

Միևնա լն մ ամանակ (՜[ աիրավքի վրա դրված պալմաններր ավե/ի էին 
րան պեար էր սպասել! Պահանջվում էր. որպեսզի (} տիրու լթի у ոահմանք. 
լինի մորդսւնլան ա իււդիսի ուդդելի կոր, որ հ (ս') ’իանկցիան որր 0֊իվրս 
|<£' ^> / տիրոէ լթի կոմֆորւէ արատսյաակերա մր իրադործող ՚ն (ԳՀ') (փ(°°/ = 

՜ ՜<) ֆունկցիա/ի ա ծ տն դ լա լն պա ական ե ր ի՜ք „ դասին, տլսին^հ՝
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2։
,'Х J Wtre‘')Vd<, <х, 

О
Նկատենք, որ d որդանլան ուղղելի կամա լական , կորի Համար կարելի 

Լ պնդել միալն, որ tf(w) ■- H ր։

Ներկա ալի/ատութլան նպատ/սկն Լ, աոաջին' ցու լդ տալ, որ փոքր ինչ 
ձև ա/իո խելով Մ. Մ. Ջրբաշլանի կողմից .11ո(՜հՀ սիստեմի Համար աոաջարկ֊ 
ված սահմանումը, կարելի է ստանալ նուլն 2 կետերում րևևոնևր ունեցող 
ոացիոնալ կոտորակների А'1п(2)\ սիստեմ, որր բաղիս է կաղմում զղալիսրեն 
ավելի լալն, քան դա Ջրրաշլանի մոտ էր, անալիտիկ ֆունկցիաների տարա֊ 
ձութ լան մեշ, արդեն մորդանլան ուղղելի Հ կորո/j սահմանափակված կամա֊ 
յական աիրուլթոււ). երկրորդ' հաստատել ( 1. J սլա (մանի կատարման ան- 
՚րա<1 եչտութլունր դիտարկված դասից ամեն մի ֆունկցիա չարքի վերածեր։։ 
Հնա րավոր ո ւթ լան հ ա մ ար։
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