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ТЕОРИЯ ПЛАСТИЧНОСТИ

М. М. Манукян

Пластическое кручение призматического стержня 
прямоугольного сечения со степенным 

упрочнением материала

В работе Дж. Г. Хута |1| решение задачи пластического круче*  
ння для стержня квадратного поперечного сечения дается с помощью 
численных методов. Л. М. Качанов [2], пользуясь разработанными им 
вариационными методами теории ползучести, дал приближенное ре­
шение задачи о ползучести скручиваемых стержней некоторых про­
филей.

Ниже рассматривается задач о пластическом кручении призма­
тического стержня прямоугольного сечения со степенным упрочнени­
ем материала, выраженным зависимостью (1.15). Задача сводится к 
нелинейному дифференциальному уравнению эллиптического типа, со­
держащему параметр 3, решение которого строится методом, данным 
в работе [3].

В качестве приложения приводится численный пример.

§ 1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу о кручении призматического стержня с про­
извольным поперечным сечением. Пусть боковая поверхность стержня 
свободна от внешних усилий, а к торцам приложены силы, действую­
щие в их плоскости, которые статически эквивалентны крутящему 
момент}՛ Л1.

Поместим начало прямоугольной системы координат xyz в неко­
торой точке торцевого сечения, направив ось z параллельно образую­
щим стержня.

Положим, как и в случае кручения упругих стержней, что ком­
поненты напряжений и деформаций, за исключением ՜։„ -у., 7^ и ivz, 
равны нулю. т. е.

<г — = °." ~ 'ху = 9,
(1.1) 

г։ = г, =։. = ^ = 0.

Тогда уравнения равновесия примут вид

.-ժ.՜«=օ. ^- = 0, + (1.2)
dz dz дх dy
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и будут тождественно удовлетворены, если, как обычно, положить

Ժ(/ dU
— » (1.3)

оу Ох

где функция напряжений Ս зависит только от х и у.
Пусть, далее, (Г) контур, ограничивающий односвязную область 

Զ поперечного сечения стержня, тогда
г//г = о (1.4)*

так как боковая поверхность стержня свободна от внешних усилий. 
При этом крутящий .момент

Условия

•И = 2| | Udxdy. (1.5)

неразрывности деформаций в силу (1.1) примут вид

= (1.6)с/у Ох ՝ '

где 6 — угол закручивания на единицу длины стержня.
В общем случае уравнение, связывающее интенсивность дефор­

маций и интенсивность напряжений, можно написать в следующем
виде

= (1.7)
где

(1.8)

с‘ ~ Հհ^֊ J/ (°х — * • ф (су ֊ հ- I2 4- (з. — 3г)՜՜ 4- 6 (՜՜у 4- \г 4- ';Х). (1.9)

В рассмотренном случае ՛ 1.8) и (1.9) примут вид

*/=րՀ.4-^.՛
____ Լ (1.10)

- « V -2 _ւ_ -2'' ~ 1 •.« + -V.-

Тогда основные уравнения, связывающие компоненты касательных
напряжений и деформации, принимают следующий вид

Внося эти выражения компонентов деформаций в уравнение нераз­
рывности (1.6) и принимая во внимание соотношение (1.3) получим

5֊k<=;j~j = -2e, (1.12)
Ox 1 Ox j Oy 1 dy |
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где

մ®՜Օ՜ (1.13)

Таким образом, решение задачи пластического кручения приз­
матического стержня приводится к решению дифференциального урав­
нения типа Монжа-Ампера (1.12) с граничным условием (1.4).

Положим, что /• (<з/) имеет вид

F (а,-) =։+3="-’ (т>1), (1.14)

где а= 1 , G - модуль сдвига, 3, т — числовые параметры.
G

Подставляя выражение /•'(<) нч ИЛ4) в (1.7), получим

в/ = а5/4-^7 (т>1). (1.15)

Экспериментальные исследования, выполненные за последнее 
время, показывают, что для некоторых материалов, как, например, 
твердая хромоникелевая сталь |1], алюминиевый сплав |4| и др., связь 
между деформациями и напряжениями достаточно хорошо описы­
вается зависимостью (1.15).

Внося выражение /’(г) из (1.14: в (1.12), найдем

յ 3GZ. (Ճ7) ~ - 260. (1.16)
()Х‘ dy2 

где 
ОТ - I

ծձԼՀ ՝ 2 ժչ7Աдх / \ ду ) дх Iշ(ձ') = ր{ 
дх (

ОТ—I

§ 2. Решение дифференциального уравнения (1.16)

Пользуясь методом, развитым в работе [3], будем искать реше­
ние уравнения (1.16) в виде ряда

U (х, у) = U9 (х, у) -{ 3(7, (х, у) 4՜ ,327/2 (х, >՛)+••• (2.1)
Подставляя это выражение в уравнение (1.16) и приравнивая 

коэффициенты при одиноковых степенях 3, получим

-р ՃՃղ e _ 2G0. (2.2)
дх- ду-

I ^rr + -vr-=-Gb<i/»)- <2-3>
дх- ду-

(2.4) 
дх- ду-

где
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Таким образом, решение нелинейного дифференциального урав­
нения (1.16) сводится к решению некоторой совокупности линейных 
рекуррентных дифференциальных уравнений (2.2), (2.3), (2.4| с ус­
ловием (1.4), причем крутящий момент .И определяется формулой (1.5).

Теперь рассмотрим задачу о пластическом кручении призмати­
ческого стержня прямоугольного поперечного сечения.

§ 3. Кручение призматического стержня прямоугольного 
' поперечного сечения

Рассмотрим задачу о кручении стержня прямоугольного попе՝ 
речного сечения, стороны которого равны 2а и 2ծ. Начало коорди­
нат совместим с центром прямоугольника.

Для определения функции 6’0(х, у) нужно решить уравнение 
(2.2) с условиями

Ц»(±а. у) = о,
(3.1) 

Ц>(х. ±ծ) = օ.

Решение берется в следующем виде |5|

Теперь перейдем к нахождению второго приближения. Для этого 
подставим выражение 6'0(х, у) из (3.2) в (2.3). Тогда дифференци­
альное уравнение (2.3) примет вид

Ճ՜Գ ь ГГД = _4-p(< у). (3.3
дх2 ду

где
<7 569 т

!>(*■  у) = ТГ Ж 1>Ա։• •• Հ ~ и )



Пл.-гы и О--. • ՛: -■ степенным . 1f-i ՝:. .-.-ри 1.Հ.1

m-1 т-1 յ
+ /(*։-<։ ’)’) ՜' 4.(ffl-l)|/(y>_fr-)>J.y»(/ «VI ՜ X

X |х*  (у® ֊ • -I- у’(.ժ — а։)։ + 4х=у։(л* 3 ֊ а») (у» ֊ й®)|). (3.4)

Для решения уравнения (3.3) при граничных условиях
Г ^։(±«.у)=о.

Ь\ (X, ± ծ) - О

умножим его на функцию —cos >■> vr/v (обращающуюся в нуль при 
b

у ± Ь) и проинтегрируем по частям получившееся выражение от 

у = - Ь до у = Ь.

Помучим линейное неоднородное дифференциальное уравнение с 
постоянны ми коэсрфипнеитами

֊Г — ՀԵ\ (х) » - 4spt (х). (3.6)
ах-

где 
ь

U\ . * IX) = -7՜ ( Շ'ւ <д՜’ У)cos х* У^У՝ <3-7)

-ь 
էր

р* fx) = —- i p x, у I cos>.fc ydy, (3.8)

֊ծ

I <2fe - JLl. (3.9)
2b

Интеграл соответствующего однородного уравнения будет

Cj.i (х| = Ct sh /-iX + D*ch  Хдх, (3.10)

а общее решение уравнения (3.6), получившееся из (3.10) варьиро­
ванием произвольных постоянных, можно записать в виде

sh/4x-}-^ech/.ftX — 
а

8ft -|\.(.՝)5hX.(X-Z)rfr, (3.11)

-a

где Ah и В* — произвольные постоянные.
Для определения .Ն и Н воспользуемся первым из граничных 

условий (3.5).
Из (3.7) и (3.5) слег.՛.՛ т. что
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у)х- а cos X». ydy = О,

ծ
(*4*). v-e=-| \ иЛх՝ v)x_„cosXfey<v = 0.

--ծ

(3.12)

Тогда получим
а

л 4ծ (*/lfe=-----------I
2k - 1 ,)

-Л

B 4ծ f
-a

sh X*  а

sh X*  (а — z)
chX*a

(3.13)

Подставляя значения Лк и В>: из
жение ձ/Jx, у) в следующем виде

(3.13) в (3.11). получим выра­

W,*U)
4ծ

2k- 1

Л
(sh Xfcx -г thXfc a chX*  x ?ft (z) chX*  zdz —

-a
н

(cthX*.a  shXtx-i-chXkx) շ,. (z) shX*  zdz
—a

x x
— 2 sh X*x  pk (z) chX*  zdz 2ch Xkx pfe (z) shX^zcfe}. (3.14) 

—a —a

После этого из (3.7) найдем функцию Ut(x, у) по формуле

Ц (а*,  у) = У U։,k (л*|  cosXky. (3.15)

Если ограничиваться первыми двумя приближениями, то реше­
ние дифференциального уравнения (1.16) можно представить в сле­
дующем виде

U(x. у) = 5— 
4 а2֊\֊Ь- 4՜

+ ?V ^։. k (a) cos Xfcy -խ 0 ([<•). 
fr-։

(3.16)

Из (1.3) и (3.16) для определения касательных напряжений по­
лучим формулы:
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I ՜ • 2 ՀՇՀ։ Wsin х‘у + 0 1П
“ \и ՜է՜ и > . ,« ?-1

(3.17)
_ 5G0 yd (Л ԱՀ ,

2 а- -I- й“- ■ " dx У '■ ’
ս է

Рассмотрим частный случай. Пусть т — 3. Тогда выражению 
?4(х) на основании (3.4) и (3.8) .можно придать следующий вид

₽*(*)= _ 5G0 _ 
2խԴ0)

х~ (л-= — а2) ч-՜ Ы

Л
где

+ ^(х=-аТ + ֊л3 * +
ЛА А* лк

(х2 — а2) (9л՜2 а2) (3.18)

здесь

պ = (-^ + 2Հ)('^)։+Հ.
a. = (W֊4.

<2յ=(Հ-յՀ)(հ*)= Հ. 
^4= ( — -4՜ 4՜ д’ ) (ք-kb)' 4- Л*  .

A" =k(k-!)•••[£ —(и 1)].

(3.19)

(3.20)

Подставляя значение ?к{х) из (3.18) r (3.14). найдем

1Л. *(*)  =
2(֊ I)**»  G

ՀԴ
5GG

2 (a2 + ծ2)
խ?և (a) 4- 3a2Aa (xj 4-

4- 3a3/j3 (x) «Л (Հ) I - (3-21)
где

••

Հ(*>  = ®։(л-՛ + '
ch /.fca

л2(-о֊ ¥։(л) - AU)^.
ch).*a

(3.22)
Л:։(А-) = (x) -T J\{X — /3(a)c£֊^.

ch>.ft a

h. (X) = «4 (A) г Л tx) - Հ (a) .
ch/.^a

r i(x) 4-x..: ֊ (лм’|2(^«)2.

?։(x) --= (/.M՜)”֊ ('^ )u 3 (kftA-)8 (k*a- 2 [(XfeX)*  — (Xfea)։J 4-

Лб P«*x) ‘ — ЗДз Հ 4՜ 6 (X*a) 4. (3.23)
3 Излсстт АН. серия физ.-мдт. наук. № ь
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?а(л-) = О,
?4 (Л) « 9 (Х*х)<  — 10 @*x) 2 4- (ХАа)\

* Численные значения G и Տ взяты из вышеуказанной работы Дж. Г. Хута (1Լ

/,ս>=Հ (Хжхр-л^мг+л-՛.
/. (х) = д£(чх)*-зл}  (>.»«)* + ^.

(3.24>
А(х) = (л*х) 24-Л?>։

Л (х) = 9Д‘ (>*х)«  ֊ ЮЛ’ (Հճ)2 - 9Հ .

Ограничиваясь первыми двумя приближениями, для функции на­
пряжений U{x, у) и компонентов касательных напряжении т։_- и ՜v.- 
при гл = 3, получим следующие выражения:

и(х, V1=^(£.-^v^) +
4 а- 4- Ь-

b [2 (<7*4 ֊ ծ2)
■ ՚ ! и 1ՊՊ <А) 1
*=։

4- За2Л2 (х) 4- За3/г3 (х) 4֊ (•*)]  cos 4у 4֊ 0 (р2).

560 (х2—Vs) у X --------------------- -------

(3.25)

2 а2 I֊ Ь2

_ Гу (-п** 1
2(«24-ծ2) I ~

560

4- За=Л= (х) 4- 3«Л (х) 4- а./1А (х)| sin л*у  ֊I О (З2), 

_ 500 х (у2 — ծ2)

(3.26)

2 а- 4- Ь2

(ՊՀ (*)4֊

26 
b

_560 
2(.ճ24-

г»
У(֊1)' 
- Հ։ й-1

[Mi(*  4֊

— 3fl2/u (x) 4֊ За3//3 (x) ; й4Л4 (х) cos >.ку -| 0 (Зг) 

В качестве приложения рассмотрим кручение стержня

(3.27> 

квадратно­
го поперечного сечения, сделанного из твердой хромоникелевой стали. 
Связь между деформациями и напряжениями представим в виде |1|

(3.28)

где5՜
6 = 9,45-10՞ кг/см2.

3 «= 0,921 • 10֊։а см' :кг\
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В таблице 1 даются численные значения функции напряжений в 
а а

точках л-֊—, у — ֊_- и касательного напряжения х в точке х — а, 
2

)՛•“() при условии aGf) — 22,4-10*  кг см.. Таблица составлена с точ­
ностью первых двух приближений.

) -к 7.7310* а 4,90-10* а

•• 0) кг}см* -30.24-10* 12.39-10*

Из этой таблицы следует, что в этом случае абсолютное значе­
ние касательного напряжения при пластическом кручении со степен­
ным упрочнением материала в 2,5 раза меньше, чем при упругой де­
формации.

Наконец отметим, что численные значения функции напряжении 
и касательного напряжения очень близки к численным значениям для 
этой же задачи, полученным Дж. Г. Хутом [II сеточным методом.

отличается на 2,5%, а - ՛«, 0) — на 4%.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР

Ереванский госуниверситет

U*. U‘. U*i։iGnt 1цшП

ՈԻ֊ՂՂԱՆԿՅՈհՆ ՃԱՏՈՒՅԹՈՎ. ՊՐԻՋՍ՚ԱՏՒԿ ՋՈՂ.Ւ ՊԼԱՍՏԻԿԱԿԱՆ 
ՈԼՈՐՈՒՄԸ ՆՅՈՒԹԻ ԱՍՏԻՃԱՆԱՅԻՆ ԱՄՐԱՊՆԴ-ԱԱՄԲ

II. I)' Փ I) <|> II I֊ Ս'

Таблица I.
Численные значения функции напряжении и 

И L касательного напряж е и и я
| 8 = 0 | jUQtS>|.10"u * ••

Здесь значению ;=0 со­
ответствует решение упругой 
задачи, а значению 3 —0,921 X 
X Ю՜14 соответствует реше­
ние задачи пластического кру­
чения со степенным упрочне­
нием материала.

,, / а а
например, Շ՛ ( - > • —

Поступила 4 VI! I960

'/.Лр^/։Ь ժամտնակներս կա տա րւքսւծ կ րսսլերիմենտալ հհ տաղոաոլթ/ուն֊
ներր Ifni iff են տալիս, որ մի քանի նր/լթԼրքր համար, ինչպես օրինակ, (սրո֊
մոնիկելալին մետաղի [ 11 . արումինա լին ձուլվածքի 
և ղ h !ի и ր մա у ի ան ձ ր ի միգե կապն արաահա րաիւ ւ tf է'

I 7| /« ալլՍ, լարամների

Կ = Я5/ 4- Im > 11 ( 1 .15)

տեսքով, որտեղ 3 ——-, Q-ն սահքի մոդուլն է, 'ձ֊ն ե (քէ֊լւ պարամետրեր 
G

են, որոնք բնորոշս։ մ են դեֆորմացիալի և լարս։ մների կորերի շեղման աս֊ 
սփճանր ղծալին սրենքիւր

Ներկա աշխատութլան մեջ քննարկվում Լ ուդդանկլուն հատսւլթով պրիղ- 
մասվէկ ձողի պլաստիկական ոլորման իւնղիրբ, երբ ղեֆորմաղիս։լի և քարում֊ 
ների ինաենււիվո։ քէ/լունների միջև դորէւիք (ուն ունի ^1.15) տեսքի կապ։
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Խնդրի լուծումր րերվւսմ Հ՜ ‘"իպի ոչ դծւպին դիֆերենցիալ հավա-
սարմանր, "(՛ի լուծման համար օդա աւլործվււ։ մ է աչխասւութ լան մեչ
շարադրված մևթոդր։ Ս.շի։ա սւո ։. թ լան վերգո։.մ րննարկվում h թվա լին օրինակ։
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