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МАТЕМАТИКА

Ж. Н. Кешишян

Об аналитическом продолжении обобщенных 
факториальных рядов

Определение. Обобщенным факториальным рядом называется 
ряд 

где ап \п. = 0, 1, 2,...: — комплексные числа, г — комплексная перемен
ная, а числа ая(л = 1, 2, 3....) удовлетворяют условиям

В частности, когда все a„ = /z. то обобщенный факториальный ряд 
(1) совпадает с обыкновенным факториальным рядом

Известно (см. 11 ]), что для каждого обобщенного факториаль
ного ряда существует вещественное число X, которое называется абс
циссой сходимости обобщенного факториального ряда, такое, что для 
л* = Re(z)>>. ряд (1) сходится (не считая точки z ——ал). а для 
х — Re {z) < X ряд (1) расходится. Причем возможно, что Х=оо и 
Х= — оо>

Нахождение обсциссы сходимости X ряда (1) связано со сходи
мостью числового ряда

Պ) - ai -г Պ - а3 Н----- . (2)
Известно, что если ряд (2) расходится, то Х>0 и

In У.ак
X = litn —А՜՜֊— 

л— п 1 
շ- 
*-։ а*

(3)
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а если ряд (2) сходится, то и
. °*

In У,ак
Х = Пгп----к—------  (4)

»- - Л ] 
у,— 
Г”1

Ряд (1) в полуплоскости .г—Հ где 5— произволь
ное положительное число, сходится равномерно (вне окрестности то
чек z= а„). Следовательно, в полуплоскости а* — Re (:)> /■ сумма 
ряда (1) /(z) является голоморфной функцией (за исключением точек 
z — —а„). Вообще говоря, на прямой х / функция /(zj может не. 
иметь особых точек (исключая точки ֊ — ая), следовательно, может 
быть аналитической в более широкой области, чем полуплоскость 
х = Re (z) > X.

В настоящей статье изучается вопрос об аналитическом продол
жении обобщенных факториальных рядов.

В работе |2| I В. Бадалян, применяя несколько раз преобразо
вание Абеля к введенным им обобщенным рядам Тейлора, получил 
средние суммирования нового вида, которые назвал обобщенными 
средними Чезаро.

В настоящей работе доказывается, что если аналогично приме
нить преобразование Абеля относительно ряда (1) один или несколько 
раз, то получится ряд типа обобщенного факториального ряда, абс
цисса сходимости которого не превосходит абсциссу сходимости / 
ряда (11.

Настоящая статья состоит из двух параграфов. В § 1 доказы
вается несколько вспомогательных лемм. В § 2 доказываются две ос
новные теоремы об аналитическом продолжении обобщенных факто
риальных рядов.

Назовем обобщенный интерполяционный ряд Ньютона

общий ряд Дирихле
. у 1

-° л-։ал
g (г) = v а„е

л- U

(5)

(6)

(7)

и обобщенный факториальный ряд

ассоциированными.
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В работе [1] доказано, что ряды (5), (б)-и (7) имеют общую 
абсциссу сходимости, а в работе |3| доказано, что при выполнении 
условия

, Տ՜
» * •“*
у £__<», (8)

Л- I л
где а —некоторое положительное число, на общей прямой сходимо
сти х = >. особенности функций /(?), glz) и ofz) совпадают.

В конце настоящей работы применяются результаты § 2 относи
тельно обобщенных интерполяционных рядов Ньютона н общих ря
дов Дирихле и получается теорема об аналитическом продолжении 
функций /(?) и g z) за прямую сходимости х — Հ

§ 1. Вспомогательные леммы
Введем следующие обозначения:

Л»=л!?’=У,а։ (п = 0. 1. 2....).
Л-0

k±p-1

п i 1 (®Л ap-t)
Л^ = у 
*— ■ fr'1 р

“՜" ’ П («- - «/■)
րյ-р- 1

р - 1, 2. 3....; п Р — I. р, Р Г 1....).
и ~р

П М
(г) - .4՛/” *=£+!_________

Г. + Р

П (*+«*)
к-Р

(р = О, 1. 2....; //=1, 2, 3....).

Лемма 1. Если последовательность чисел ;ая) удовлетворяет 
условиям (.4), го 

«+/»-!

------ <—exp (a,-v_t)y J- 
Р (aw-a„) *k ^Հ,ո

Р [р= 1. 2, 3,...; k^p. p-f-I, р + 2....), 
где Вр — конечная постоянная, зависящая только от р.

Доказательство. Так как по условию леммы 0<֊р—<1 и

•2л0< — < 1 при т р. то имеем
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*+р- 1
П (ата-֊ал-։) 

т**р

п (««-«,)
т-р~\

ехр
h+p

2 ln
т р4-1

аР֊1

1-^
^П5

ар —gp,i

а*+/> ~ аР 1

кЛ-р
ехр (ар —аР_։) 2 

т-р- 1

X exp

Легко видеть, что

®/Л
X

k+p <х> .
\’ у _
-р+1 л-2 11

а«

т

где Яр —конечная постоянная, зависящая только от р, потому что ряд 
լ

2 ֊2 по условиям леммы сходится.
«-/>+1ат

Следовательно.
k+p-\

П («« - V1)

jn-p%р gp-1
*+Р „ пП (««-*,)

Яр ехр (ар
k~p

-аР-0 2 ֊

где

-Яр< — ехр
а+р

(ял ~ ал - ։) 2 —
т-р^-т

Вр = *р В},е

'р-*> 

ар

в зависит только от р.
Лемма 2. Если вещественное 

(3), а последовательность чисел (ал| 
для произвольного положительного 
число N— A'(s) такое, что для всех

число X определяется формулой 
удовлетворяет условиям (4), то 
числа е существует натуральное
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■ -■ ■ । ■   —---------- ------------  ■ — — г   = - - — = - — —

(/> = 0. 1. 2,...),

где Мр — конечная постоянная, зависящая только от р.
До казательетво. Докажем лемму методом математической 

индукции. По формуле (3) для произвольного положительного числа 
£ существует натуральное число N = N [з.] такое, что

I Ля |<ехр Ռ-М) У-
1 Я/: -

если 1.1)

Теперь оценим д!?. Учитывая (1.1) и лемму 1, когда р = 1, по
лучим

k
- П1”
S ИЛтн֊— 

‘■W+l
т-2

<|-Հ?1 -г В։ехр

4՜ I '

Так как но условиям леммы выражение

стремится к нулю, когда ռ стремится к бесконечности, то
п 4-1 л11 1

М։ехр O-H-aj 4-е) У, — У ֊֊ ’
д-2 J/.-1 а*

где /И։ — конечная постоянная.
Предположим, что лемма верна для р~ 1, и докажем, что 

она будет верна также для р.
Учитывая лемму 1 получим
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л
14Р>|<|Л‘«)!+ շ к՜1’

л-л'+։

л-+л-։
Р| 'Лт &р-\
т-р______________
՜ k+p

PI («с,— а,) 
я։ ֊р+1

<Мл 'Н /Ид֊։Вдехр (Х-рар + е) V-- 
л-о-а*

I я+/' 11/" IV< Мр ехр (л I֊ ар-Р е) У — ( У - ) , 

где /Ир —конечная постоянная, зависящая только от р, потому что 
выражение

стремится к нулю, когда п стремится к бесконечности.
Лемма доказана.
Лемма 3. Если последовательность чисел {ая| удовлетворяет 

условиям (/1), то для каждого z, отличного от —«хв(л = 1, 2, 3,...),
п+р

Р|
k—p+i__________

Ч+Р
PI (2 -г- 3*)
Й-.-Р

< Ср ехр — (х 4- «р) У — 
к~р а*.

ИЛ?)|,

где

Ср — конечная постоянная. 
Доказательство.

зависящая только от р, a x=Re{z). 
Имеем

п-\-Р

П (а* - М

Р] V֊«fc)
k-p

Из условий (Л) получим, что
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Cexpf-^ V _1Аехр — ֊Հ | ] - арСрехр| - iP\ — ).

где

г 1Ср = —ехр
«/•

— конечная постоянная.

Следовательно,
л+’#>
]~| (аЛ а.'»)

fe-P+»________
п~р

]՜| < ~ ~ ар)
к~р

Лемма доказана.
Лемма 4. Если последовательность чисел {аЯ1 удовлетворяет 

условиям (/!)', то на всяком конечном замкнутом множестве в полу
плоскости л՛ — Re (?) >• Հ которое не содержит окрестности точек 
Z- — ап (// = 1, 2, 3,...), равномерно

Itm Ri'” (г) = О (р=О. 1.2....). 
Л-*»

Доказа гельст во. Пусть £—-конечное замкнутое множество 
в полуплоскости л՜ Re(z)^>/., которое не содержит окрестности 
точек z = ։я (« = 1,2,3, ...). Выберем положительное число £ на
столько малым, чтобы х — Re > /. 4֊ г для всех точек множества Е. 
Тогда из лемм (2) и (3) получим, что

1/?!'”(г)|<ЛГ„С/,ехр

Из условий (А) следует, что F(z) = ---------------- — — меро-

.морфная функция, полюсы которой есть точки z = — лп (п = 1. 2,3,...). 
Следовательно, равномерно на множестве Е

\\mFn(z)-F{z)
П->~

и. кроме того, F(z] на множестве //ограничена. 
Поэтому на множестве Е равномерно

UmR?>(2)=0.

Лемма доказана.
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§ 2. Основные теоремы

Теперь докажем следующую основную теорему.
Теорема 1. Пусть обобщенный факториальный ряд

Л2) = а0— 1-^—— *—-4-л,— - — (2-1)
z z(z-{-a։) z(z4-<h)(z + М

имеет неотрицательную абсциссу сходимости X.
Тогда
1. Ряд

п ч-р+1

~ П а‘
g&= ------- (2-2)

՞՜" П (?֊!-«»)

где
Л 4-/7

] ] (аЙ ал)
л<Р) fe-P-t՛1____________— Ля ——֊,

П а‘
Л-р+2

имеет абсциссу сходимости /7>+1, не превосходящую абсциссу сходи
мости X ряда (2.1).

2. Всюду в полуплоскости х — Re (z) > X

/(z) = Qp(z) rg(z), (2.3)
•где

Գ (Z) = Л -֊- 4֊ 4*’ - Հ՞՞է- 4 z + «2 (2 + “յ)(2 + Պ)

Чр -I
I ] (■** ap)

I л • ։___________
i •'Ap-t 2p

n (z4-«*)

*-p+l

(2.4i

Доказательство. Сперва докажем первую часть теоремы. 
Если ряд

п+р
п («*֊«,)

--------  (2.5) 
я-Р П

Л-р+2

сходится, то обсцисса сходимости /у+j ряда (2.2) неположительна.
Следовательно, в этом случае первая часть теоремы доказана.

Теперь предположим, что ряд (2.5) расходится. Тогда по фор
муле (3)
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Xp+1 = )im 
г.---

Оценим числа Л«р>. Учитывая лемму 2 и условия И), получим
- / п ■ Р IX Г п ^Р '-° 1 / ֊ \ /

= ֊ехр/-»„ у 1)ехр շ 2֊( —)
^ft+pi-ւ ' т-р-Ц*™/ m~p+l j~2.i \Лт'

3p+i exp

где е — произвольное положительное число, a zz > Az (е). 
Следовательно,

| л Л +Р 1 л 1ш 2(-1М?> 3А щ2А

Отсюда

--------------------«X + ։)-i=^- + (p + l)֊t=^ + 
1--------------------------------- 1 1

2֊ 2- 2՜
ft=p3fc fc-pa* k-pak

Следовательно,

X 4֊ Е.

Так как произвольное число, то Первая часть теоре
мы доказана.

Для доказательства второй части теоремы применим р -| 1 раз 
преобразование Абеля относительно ряда (2.1).

Как мы знаем, преобразование Абеля относительно ряда
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ео
У UnVa

-г- о 
имеет вид 

со ОО
v unVn = V UnVn 4- lim Սհսո. 
п-0 n-Q

где

Un^ Va։. 
i-U

Принимая в ряде '2.1)

П »*
«• = ая. ՀԿ = ------------

Ո 1 ֊ -Ь 1 
*-о

получим 
л а

«. П ’» П ’*
/(.’) = 2 •■'.л֊7Т-!------+lim ■Ն~* ՛

՞՜° П(г + «*>

По лемме 4 последний предел равен нулю для нсех z, /?t’lz)>X. 
Следовательно, для таких г

П*
/<֊’>= V-ն—— (շտ)— rt-rl

’ ք]է*+«»)
Jbrl

Преобразуем ряд (2.6) следующим образом 
п я-?5

, П’։ п<»*—«։)
/(’)- Х'Чтг1---- ---------

°՜0 П(։‘_в1) ГР*4՜’*)
*-։

Теперь применим преобразование Абеля относительно послед
него ряда, принимая

п

յ՜|а* f](a * •“а»)
Ия=дч_2^-------- ------------------------- (« = 0.1.2.4

п + • л-.՝։
]"](’* — «։) Пи+а*)
*-? »-։
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Тогда получим

/(*)==

«+։

(1)*-2_________
п «-(֊'J

П (- + »»)
А'-З

Ո 4-1

ГК^й—Պ) 
+ 1հո.Հ^-;

П ։> 4՜ а*)
Л— 1

Предел в последнем
z. Следовательно, для таких z

выражении по лемме 4 равен нулю для всех

и+1

ос П <«* - Պ)
V л<1)Л 2

ГГ ՜ - Лл п.Т~
" 1 П <г + «»)

к -2

(2.7!

Напишем ряд (2.7) в следующем виде

/(Z) = Л, ■ ■ * - ■ 
г ֊}- “շ

» П(а‘-։։) 
1-У^’Ч-

л“‘ П (**֊֊«»)
Л=3

л-2

П^՜^)
*շՅ
л + 2
П 12 4՜а*)

Применим преобразование Абеля относительно этого ряда, принимая

«л = Л'

У| (*& а։) 

(ПЛ-2________ _
г. fit 2

П(я* -*շ)

к-Տ

л+2

П («* - Պ։)
---------------

П<24- ’л)
Получим

со

в+2

П («* - аг!
/<г) = Л z а„

У 4’?^-------- ֊ + lim Л
--- , ո՜- 'ձ . л->-

п U 4- «*) 
к-3

[-]<■- 1
(2>А—3
” Տ-Ւ2

]՜] (г 4" а*1 

h֊ J

/(’) = Л.

(л =0, 1,2,...).

По лемме 4 предел в последнем выражении равен нулю для всех 
х - Яе(г)>/.. Следовательно, для таких z

f\z\=A,—\-------+ Д!”
Z — <х.,

аг
(г4֊«Д(^- «Л

л 1 2
„ п (»»- «։)

у ---------------
Пу-ձ
П U 4- Лк)

(2.8)

к-З

Применяя преобразование Абеля р 4- I раз относительно ряда 
(2.1) и каждый раз учитывая лемму 4. получим в полуплоскости 
Re (z) > >.
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« П («Л—Яр)

П ՝2 + ^
Ь^р-1

(2.9)

Но последний ряд можно преобразовать следующим образок։
л+р

<» П (а*~

п (*+«*)
k-p + 1

п+р+ J

11 **
֊Տ^Հ՜ր

П f> - ^) 
ծ p+l

Теорема доказана.
Если ряд 2.1: имеет неположительную абсциссу сходимости, то 

получается следующая основная теорема.
Теорема 2. Пусть обобщенный факториальный ряд

/(г)=.аоА+ а,---------21֊

2 z(z4֊«։)
4֊ а.,-------- ֊'֊-*--------

?(շ а։)(г4-«3)
(2-1)

имеет неположительную абсциссу сходимости Հ. 

Тогда
1. Ряд

п-гр
v PI (ЛА р ք՝ — $)

gW = 2Л<«2^---------------- (2.10)— Л4-р-Р1
П(’+м

Л-р+1
где

П + Р

П (аА“ар)
* p-rl______________

л+р+ 1
]-| (afc 4- — 8) 

ft-p+Զ

л?>= շ

АЧ-р’֊։
П («а — «р-1)

Д<р֊։>лт=р----------------------
k+p

П (а* ~
т=р+1

,։ *<«>= շ __Ջւ Ո —1"—_ 
л-о <>. '•

а о — произвольное положительное число, имеет абсциссу сходимости 
Хр+։. не превосходящую абсциссу сходимости X ряда (2.1).

2. В полуплоскости .г = Re (z) > /.

f\z] = Qp(z)4֊g(^),
где
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Зр-1
Ո (®*“ ар)

q; (г) = Л40> —1— + Л',” -—— + ■ • • + л;?.!1’*֊^---------- .
г + «* (z + a3)(z +а։) Հ

П (2 4֊ а*)
Д-Р+1

Доказательство. Обозначим z = & + >.— Z. Тогда ряд (2.1} 
преобразуется в следующий ряд

л w=/(® +1 ֊ 8)=-3~г + а, Հ X
X — 3 W 4” X — - О I л — о) (04 -у X — о)

(X — 3) (а, -I - X — о) а։а2
, CZ.։ հՎ

(w 4֊ X — 3) (га <4 - X — 3) ՜ (X — 3) (а։ 4֊ X — 3) (аг 4֊ X — 3)
L_______ (Х - $) («3 4- X - 6) (а,-1-Х - 5)_______

(w 4-'— 5) (w 4- а։ 4՜ X — 3} (w 4- «շ 4-1— 3)

Легко видеть, что абсцисса сходимости X' ряда (2.11) равна 
« 5>0. Следовательно, по первой теореме ряд

п+р +1
«, п <а‘+к-։)

■И-)=
J-] (w4-^4-X- 3)

k-pi\

имеет абсциссу сходимости Х.?+ь не превосходящую абсциссу схо
димости 3 ряда (2.11), и в полуплоскости /te(w)>3

և (w) = Qp t «• I 4- б (w).
где

Q,(®) = AS>>—-±— + А11’> 
w 4՜ X ֊- о

аэ —
(w 4՜ аз 4՜ X — 3) I ш 4՜ я< 4՜ X — 3)

+ Л'С1>)
Р | (а* ар) 

k^p+l___________
‘̂р
Г! (w 4- 4~ — °)

Следовательно, ряд

S (г)

-•։+/>+։
~ _ П

— Л4-Р+1

X -3)

՞՜' П (г + «л)
*=р+1

имеет абсциссу сходимости Хр+։, не превосходящую абсциссу сходи-
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мости X ряда (2.1) (так как ХрЧ_։ = Хр_։-}-X - ог^Х), и в полуплоско
сти Rtf(z)J>X

/и) =<?;>(?) ш.
Теорема доказана.
Одно применение основных теорем. В $ 2 мы доказали, что 

посредством преобразования Абеля возможно получить аналитическое 
продолжение обобщенных факториальных рядов.

В начале настоящей работы мы заметили, что Г. В. Бадаляном 
было доказано, что при условии (8) на общей прямой сходимости 
х —особенности функций (5). (6i и (7) совпадают. Но легко дока
зать, что для совпадения особенностей функций (5), (6) и (7) на об
щей прямой х = к достаточно только условия (Л). Следовательно, 
когда выполняются условия (А), ассоциированные ряды (о), (6) и (7) 
имеют общую абсциссу сходимости X, и на общей прямой сходимости 
х — f. особые точки функции յ (г), g .՝) и ?(-) совпадают.

Сопоставляя этот факт с результатом, сформулированным в на
чале замечания, можно доказать следующую теорему:

Теорема. Если
Хр+| < /■ или Хр+|<^Х, 

то функции /(z) и g(z) аналитически продолжаются за прямую схо
димости х = X.

В заключение выражаю благодарность Г. В. Бадаляну за поста
новку задачи и оказанную помощь при выполнении настоящей работы.

Институт математики и механики 
ЛИ Армянском ССР Поступила 24 111 I960

‘ъ- *BLc|tBunG

ԸՆԴՃԱՆՐԱՑՐԱԾ ՖԱԿՏՈՐՒԱԼ WP-FbPb ԱՆՍւԼՒՏՒԿ 
ՍԱՐՈհՆԱԿՍԱՆ ՄԱՍՒՆ

и. Մ փ ո փ п ь Մ

Հոդվածում ։։։ ս։ւ։11եասիրվո։ մ / ընդհանրացրած ֆակաորիալ շարքևրի 
անալիտիկ շարունակման հարցը։

Ապացուցվում Լ, որ ընդհանրացրած ֆակտորիս։լ շարքի նկատմամր մեկ 
կամ մի քանի անդամ կիրաոե չով Սրելի ձևա։իոխ։։ւի} քունը, կնտանանք ընդ֊ 
հանրացրած ֆսւկ։ոորիալ £MPP> "('I1 դուդամիտութ լան ւորսցիսը չի դերս։֊ 
էլան g ում տրված ընդհանրացրած ֆակտորիս։ ք դուդամիտուքժ  լան
աըսցիււին։

Սաացված արդրոնքներր հոդվածի վերջում կիրաովա մ են եքուտոնի 
ընդհանրացրած ինտ ե ր պո լա ցի ոն շարքերի ո։ ՚1"իրիի։[եի ընդհանուր շարքերի 
նկատմամր ե ոտացվում Հ ի}ե։։րեմա ալդ շարքերի անալիտիկ շարունակ
ման մասին։
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