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IO- М Айвазян

Уравнения движения заряженных тел в обшей 
теории относительности

Как известно, н обшей теории относительности уравнения дви­
жения не нужно добавлять к уравнениям поля, т. к. они уже содер­
жатся в них. Однако, их получение из уравнений поля оказалось 

֊очень грудной задачей, которая впервые была решена в 1927 г. 
[Эйнштейном и Гро.ммсром [1| для одной частицы с исчезающе малой 
кассой. Задача двух тел оказалась значительно труднее и была ре­
шен?. Эйнштейном, Инфельлом и Гоффманом [2|. Независимо от них. 

кураннения движения для двух тел в ньютоновом приближении были 
[получены Фоком |3|. Уравнения движения к носленыотоновом прибли- 
I; женин. на основании работы Фока, были получены Петровой |4] и 

Папапетру |5|.
Сравнительно недавно Пнфельдом |6) было показано, что урав­

нения движения могут быть сравнительно просто получены из урав- 
■Йеиин поля, если предположить, что тензор энергии-импульса пропор- 
I цион.:л ?н обобщенным о-функциям.

Целью настоящей работы было обобщение метода Инфельда на 
Изучай заряженных тел В работе получены уравнения движения 
WbtoToiioaa порядка тля двух заряженных тел.

Г 1. Уравнения гравитационного поля н нашем случае, т. е. при 
;ыичии заряженных тел и внешних электромагнитных полей, имеют 
следующий вил:

ՏրԱՀ... 4 Ո „ ). (1)

■Здесь. как и ниже, буквы, напечатанные жирным шрифтом, обо- 
I .Jii84iiii.iT тензорную плотность. Кроме того, принята система единиц 
<-՛ . — 1 (к — гравитационная постоянная)

Как видно из ih. правая часть уравнений содержит тензор 
■::!о.р;ии-имнульса электромагнитного поля, которое создается зарядами 
тел и внешними электромагнитными полями.

Для простоты, с самого начала считаем, что у нас имеются только 
двг зараженных тела и нет внешних электромагнитных полей об- 
Сушении- на случай многих тел не представляет труда, а в ньютоно- 
i’ow приближении попросту тривиально)
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Пусть >ти тела движутся ио мировым линиям, координаты коЯ 
рых обозначим через է и Теперь, вслед за Инфельдом, пред­
положим. что Тмех. имеет с-образные особенности, т. е. что

=‘Гч + v •»։.

где индексы слева вверху обозначают номера тел. Следует отмени 
что стоящие здесь ч-функции не являются обычными Հ-функщип 
Дирака. Помимо обычных свойств ռ-фупкций они обладают еш 
дополнительным снопе гном

է/Հ\'=Օ. f>‘ {X՝ •;՝) Л- :՝|.

где А* целое число, а интегрирование производится по всему гре; 
мерному объему (под повторными греческими индексами нодразум; 
«зется суммирование от 0 до 3. а по լ латинскими—от 1 до 3).

Как было показано Тулкзуекым |7|. выбор 7щ.ч. в виде (2) одж) 
значки определяет вид 1". Можно показать, что теорема Тулкзуея 
останется справедливой в при наличии электромагнитного поля, та 
что и в пашем случае мы будем иметь

-<«■ if. 
где

„• (ГС <£’Z *=----. Z .
ds

а связь между р и т дается уравнением

Я•1 մՏ

где ds = (g^dz'd-՝»'». Здесь и ниже черта над выражением означает, 
что оно взято на мировой линии н выкинуты сингулярности. Мы по­
кажем ниже, что a=const. Основываясь на этом и принимая во зил! 
мание- соображения размерности. назовем ;л массой покоя.

Таким образом.

7м';.х = *5 (д' —Ч (,VJ — V.I.

2. Как известно, десять дифференциальных уравнений второ։ 
порядка определяют гесять н -известных величин g--.. которые опр| 
деляют поле. Однако эти десять уравнений удовлетворяют также; 
четырем тождествам, называемым свернутыми тождествами Бьянки|

(>' ՛, Հ «) =о- I'i

Эти тождества как бы переопределяют систему уравнений нем 
В этом-то. в основном, и заключается причина того, что уравнен 
движения содержатся в уравнениях поля.
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Из свернутых тождеств Бьянки следует, что должно тождественно 
выполняться соотношение,

(7ՀՃ 4֊ Г»Ь):?=0. (7)

Следующие соотношения, записанные в обтековариантвом виде 
н вытекающие непосредственно из свернутых тождеств Бьянки, мы 
назовем уравнениями движения для первого тела

Տք(ՈՃ 4- րձ « ); -d'x = 0. (8)
as J

Здесь интегрирование производится по всему трехмерному про­
странству по координатам верного тела.

Можно легко показать, что для тензора энсргии-и.мпульса элек- 
i рома пип кого поля, определяемого выражением

ГД м = 1 F"■ F ՛ - ’-.?=• л- F.) , (9)

6 силу уравнений Максвелла, записанных в общековариантной форме

- 4?՚ւ= 
I ֊Ճ

F։.Ն -J 4֊ л ‘I՜ F Ո, ։ ՜ 0.

•՛■■- __ -° ^Х ‘
J Ւ՜Հ dt.

лелует, что

nLi;--AVl

(10)

(HI

(12)

(13)

Следовательно, уравнения движения для первого тела можно 
шнсать в виде

Ճ- С| (7-Ч . ; 1 ՜ -я !rfJx. (14)

Так как
(■f՝4)iS = (։^4).?+| ’ (15)

1 :л՛' J
U

= (‘/л =’Ւ՚Տ). ,4- (W4).u, (16)

то легко показать, что

(17)
da J

Примем теперь, что

? = й(а:'-Г). (18)
! Иисс:н« АН. серия физ.-чит. лаук, № 5
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Тогда, учитывая все последние соотношения, мы получим урав­
нения движения для первого тела

УГ’ 4- У;“" 4-Ьх । * IfV' -'ер#' = 0. (19)
I Р J

Напомним здесь, что

А = ք Д5(х։ —V)d3x.

Теперь, с помощью (19) можно показать, что р- const. Действи­
тельно. умножим (19) на £« ?' и просуммируем по а. Получим 

VW՛?' 4֊ 4֊ ։Р * Z յ&Հ՛?'? - *<?/-,£,.; Г՛ = 0. (20)
I р J

Примем здесь пока, что для g и Л, выполняются соотношени; 

и •

Как было показано Инфельдом. соотношение

Л Զ = АВ

выполняется, если величины Л и В не имеют на мировой линии ого 
бенностей четного порядка, т. е.. например, если для величины crips 
ведливо вблизи мировой линии разложение

■4 = -f + v + z1 + ^(x։-5') + ”'’ 1
где р- -- (.V — ;J 11 хя — V՝).

Очевидно, что выполнение этого условия нужно будет кзжлш 
раз проверять.

Считая, что (21) и (22 выполняются, перепишем (20) в виде

У ?в • + V g*-.; Г 4- ։i* У'. 'И* ՝ ՝՜ —1լ- = °- :^а

Принимая во внимание выражения

1н>. *] + Г'р. Р-1 R
и

г.о = ?.Л’. О

а также то, что последний член в (20а) равен нулю (так как там 
стоит произведение симметричного тензора на антисимметричный՝ из 
(20а) получим
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Հ -|-£А(7- ?•=>•) = 0. (25)
2 ds

Из последнего соотношения видно, что ;л = const.
Следовательно, уравнения движения несколько упрощаются и 

։рннимают вид

К' + V | Լ } ;Դ’ ֊ Դ » 0. (26)

Легко проверить, что эти уравнения можно получить из вариа­
ционного принципа

of [ j (—’յւժտ 4 'eA-dx") Տ (а' — - 0. (27)

где А, потенциалы электромагнитного поля. Очевидно, что резуль­
тат такого варьирования при •*֊-*() и е = 0 дает нам геодезическую 
линию, которая отличается от геодезической линии в общей теории 
относительности тем. что вместо л” в ней стоят Г.

Нас. однако, интересует лишь пространственная часть \ равнений 
(26). Временная компонента этих уравнений есть

'/п 4 Կո 1 ° j ? Ւ - te /Л>= о. (28)
I R I

Учитывая это. находим, что пространственная часть уравнений 
<26) имеет вид

՝т ? 4- ՛« У™ V ։» - «ж 1 ° I i-‘ V ։» -j- ’m { к I £ V >е 7* ? = 0. (29)

Из этих уравнений мы и получим, с помощью метода аппрокси­
мации. уравнения движения в ньютоновом приближении.

3. Для получения уравнений движения нужно выбрать опреде­
лимый метод аппроксимации, так как точное решение уравнений 
гравитационного поля оказывается невозможным.

Вслед за Инфельдом. мы будем разлагать величины в ряды по 
Инвариантному параметру /. 1 с. Например.

А=0А 4֊ ։.4 4-2/14 ••• (30)

Далее примем, что дифференцирование по времени увеличивает 
порядок на единицу. Символически это можно записать в виде

— [А = (4-1.4. (31)
UI

Естественно принять, что разложение Г начинается с нуля. Тогда 
и. соотношения

«= масса X ускорение (32)чС (расстояние)՜'
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видно, что разложение массы начинается с двойки

т - ..т -Է- ,/л -4- бт -Ь • ■ • (33)

Из соотношения

заряд X заряд . ,о։.масса _> ускорение (34)
(расстояние)2

видно, что порядок заряда нужно положить равным двум. т. е.

с? = 2е. (35)

Аналог ично можно показать, что должны выполняться следующие 
разложения

•чг*к1О __ । *րք!Շ1 мех. — շ < мех. "Т 4 / мех. i

Год* __ *тр<'Л՛ յ
мех* — мел. мех. » VpW

•ргял   оплч/։ । *»»шп 
/ меь — շ< чех. . и мех. •

Получим теперь решения уравнений Максвелла во втором при­
ближении. Из уравнений

А(|
<Лх։ at

(лЛ — ;л) -г (л1— ТЛ.

Г,?։Т + Л,,3 !-ձ;,,=0

видно, что выполняются соотношения

jpo* = ЛР™ -(-•••
(37)

Г J-...
Далее имеем

А 4я1йг (Л-՝ - ։■՝! + 4х’й (х — Հ). (38)
oxs

Из этого уравнения находим

? ----------- ------------- {--------- ------------ (39)

Отсюда видно, что разложения Лл. ы начинаются минимум с 
четырех

й.и = Л..+ («)

И т. д.
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Для решения уравнений поля (1) положим 

~ Ti;iV և-д. , 

= ДИ- ։
(41)

где 7]р—галлилеева метрика

т|'сю — 1 > 'ап — г>хп •

а 'Լ,—малые добавки к ней.
Подставим теперь (-11) в уравнения поля и приравняем члены 

одинакового порядка. В ньютоновом приближении нам понадобится 
только лишь Jtw. Для нее получается следующее выражение

2 -т 2 '-т 
շ'Կ<յ— ~ 1Г — ‘ր՜~' (42)

Нетрудно заметить, что все условия, накладываемые на g,, и 
Fv. выполняются для Ji,)0 и

Приравнивая члены иаинизшего порядка, из (29) получим урав­
нения ньютонова порядка

շ/ZZ ; = - ֊-
U\k

Հ/Հրո\ д / \
г ) 'Ւ О'* \ г / • (43

(44)

где г расстояние между телами. Как видно, они совпадают с класси­
ческими.

Аналогично можно получить и уравнения движения в посленью- 
тоновом приближении, которые мы здесь выписывать не будем.

Заметим еще. что уравнения (43) можно было бы получить из 
уравнений движения в лагранжевой форме

Ժ д/. _ (Н. =0 
dt о ֊1 <Я* ’

где /. — ’/?? ) ։-ք- ?’•
при дополнительных условиях

• •

U.;. «g՜.. 0
д- ’ а-' '

(45)
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3» 1Г. tl»u|iut]jiuG

ԼՒՑՔՍԼՎ_ՈՐՎ_ԱԾ ՄԱՐՄհՆՆեՐհ ՇԱՐԺՍԱՆ ZUAUUUPflNTbbPe 
ZUPUFbP^UbnKF3Ub ՏեՍՈհ^ՅՈՒնՈհՍ

Ա Մ Փ II Փ II Ի 1Г

ԱչիէԱէէՈՈէ [d լան մեգ րնդհանա ր հարարերականա [J քան տեսաթ լան ւրււլս 
հավասարումնհրից և H ալավելլի հավասարա մներիд, ցրվաձ րնդհանա ր //«'/* 
րիանա աեսքսվ, նլա ասն լան մււաաւիւ րա jd լամր ասացված են շարժման м 

վասարսւմնե ր' երկա. / իցքսւվи րված մարմինների համար, րնդանելւււի ւ 

1 յ\խ. ե մարմինների //',97’համեմատական են Դիրակի րնգհանրալիիւ 
էրֆա նկցիանե րին:
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