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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. А. Хачатрян

Об устойчивости круговой цилиндрической 
оболочки при некоторых нагрузках

1. В настоящей работе рассматривается устойчивость трансвер- 
с֊։.֊ыю-изотропной круговой цилиндрической оболочки средней длины 
при совместном действии осевого и равномерного поперечного дав­
ления и при кручении

Эти задачи подробно рассмотрены многими авторами, однако 
։<с они исходят из классической теории оболочек, т. е. теории, ко 

лорая опирается на гипотезы Кирхгоффя-Лява
Здесь мы будем исходить из общей теории анизотропных обо­

лочек предложенной С. А. Амбарцумяном Ц|. учитывающей влияние 
поперечных сдвигов на напряженное и деформированное, состояние 
оболочек.

За координатную поверхность принимается срединная поверх- 
ног ь рассматриваемой оболочки, которая представляется координа­
тами а՛ 3 (а — вдоль образующей, 3 — по дуге поперечного сечения) 
и радиусом кривизны /? consi. Координатная ось , направлена по 
внешней нормали к срединной поверхности оболочки. Принимается 
также, что плоскости изотропии в каждой точке параллельны средин­
ной поверхности оболочки.

В основу теории, данной в работе '1|, кладутся следующие ги­
потезы;

а) нормальные напряжения на площадках, параллельных ере- 
птнной поверхности, пренебрегаются по сравнению с прочими напря­
жениями;

б) расстояния по нормали т между двумя точками оболочки 
. числе деформации остаются неизменными:

в) касательные напряжения и - . по толщине оболочки изме­
няются по закону квадратной параболы

֊-'G U.,

где 3i. i а, ^ — неизвестные функции, h—толщина оболочки.
Исходя из теории пологих цилиндрических оболочек, для тан- 

■ генииальных сил (Гр Л. 5), моментов (.И,, .М2, //) и перерезывающих 
՛ !՛..! (Д' Vj получим следующие выражения |2|:
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где /:. * модуль упругости и козффициен! Пуассона в плоскости։ 
изотропии; О' модуль сдвига в плоскостях, нормальных к срединной 
поверхности; м. г. տ՛ — перемещения точек срединной поверхности по 
направлениям соответственно а. 3 и հ

Эти усилия и моменты при отсутствии тангенциальных cotniR’ 
ляющих внешней нагрузки должны удовлетворять следующим лиф* 
ференииальным уравнениям равновесия

oZ֊+dS֊o. «
дх д’. дх ԺՅ

^_z = o. В

R ժ։ ԺՅ

ох аЗ
off Ժ.Վ 

Ox Ծ֊Յ

где Z интенсивность нормальной составляющей внешней нпгру:
Подставляя (1 2) в (1.3). будем иметь:

/ 0= 1 —» о՛ \ I—-» * да՛I — 4----------- )// -------— (•.
W 2 ԺՅ’/ 2 <ոժՅ R Ox

1 ' * / '-'-I - 5
2 oxtfa ՝ 2 <hz di- ' R <)'i
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ճձս. /£+Լր><?ն?..Լ±1'ՃՃ .1րր?=0
(?a 10 G' \lr 2 д&/ 2 Ժ։ԺՅ E

10 Ծ'| 2 ՚ 2 //?. շք- Е

где

ձ ժ2
ԺՅՏ

Из последних трех уравнений этой системы, исключив - и Հ 
окончательно получим следующую систему трех дифференциальных 
уравнений относительно перемещений и, v и а»:

д- I — * <Е \ 1 + > d~v , v Ժս1՛
дл՝ 2 d'i2 ՝ 2 длд$ R (Խ.

1 v д՝и /1 — > д- о- \ I dw .• /------ _֊ 1------) v-------- = О,
2 \ 2 д'Е д'?’; R ԺՅ

1.5i

£/!J
121.1->’) ձձ^ + (1 *օձ) Z- Eh / du <)v <£՛ \

R ]—E) \u2

k° 10(1
Eh-
֊^Cjf

При рассмотрении вопроса устойчивости, предполагаем, что рас­
сматриваемая оболочка до потери устойчивости ^находится в безмо- 
м-ешном напряженном состоянии. Тогда уравнения устойчивое;и по­
лучим. если в (1.5) заменим Z выражением |3]

z=7.?№ 7,„л՛ ,,ձ. |1е)
г)а2 (Հ-հ <ՈՕՀ

где 7'|. 7՜«. Տ —внутренние тангенциальные силы начального безмо 
менгного состояния оболочки. Причем уже под и. v, тс нужно по­
нимать дополнительные перемещения, подучающиеся вследствие по­
тери устойчивости

Таким образом, подставляя (1.6) в (15), получим следующие 
три уравнения устойчивости относительно »допольннтельных переме­
щений и. V. w:

/ д - 1 — •> о - \ ,1 + ' (E v( - ------) и-1- ----
удя՝ 2 с/ֆ' ՝ 2 <лд'б R оа
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Eli / да ( Օջ
AHI _ v) V tfa Հ ф 77

Поступая так. как в |4|. эту систему представим в виде

— (1 —£ծձ)ձձ I 7՜?—' г"'к’ 2S -^1 =0.
’ I <п- д'? дад?

ДД// - V Ժ°ս։ 1 ժ\’է'
A? Ժօր1 R

АД-V = 2 v Ժ3»’ 1 d3ic>
R (f^ R o’i3

Eh9
12(1

. . A X , . . dlwձձձձ iC------ 1 — А.Д Ի--------
/?= ՚ Ժ։4

Уравнения (1.8) отличаются от соответствующих уравнений КЛ| 
сическон теории устойчивости цилиндрических оболочек наличя 
членов с коэффициентом /<•„.

2 Рассмотрим случай, когда оболочка подвергнута одноврея! 
ному действию осевого сжатия и равномерного поперечного давлен! 
При этом имеем

т? = р. г: = _ чр. s = о (2.1)

Первые два уравнения системы (1.8) остаются без изменений; 
а третье уравнение в силу (2.1 принимает вид

Ճ/? ЧАЛА 1 I---- ДДДДг;՛ — 1 — А’,.Л —- —
12(1- ■<= (?• “ Ժ։1

4-(1-Հձ)ձձ(/>ժ^ = <2.2|
\ 6/а- Ժ&" /

Принимая

, m-j. . ո'ճи = .4 cos----- sin — •
/ R

r> . т~л n'i _Jt» = /?sin------ cos—• 2.3|
/ R

։ m-j. n'i®=Csln------sin •
I R

где .1. ft. С —некоторые постоянные, /—длина оболочки, удовлегп^ 
рим условиям шарнирного опирания оболочки по краям

Подставляя (2.3) в первые два уравнения 1.8 . получим

(л’+№)2 '>'Հ )֊ /г Is
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где
rn-R 
~г

Далее, подставляя значения «՛ из (2.3) в (2.2), из условия су­
ществования нетривиального решения (С ■■ 0, г. к. при С 0. в силу 
241 имеем .4«-Л֊0 получим уравнение для определения крити­

ческих значений внешних сил

где

Мл 4- qRn- „ _ (չլ №r t*
Eh ՜£ 1 - A<>? - /г) (у.® ո֊ -

- 7/2 ь ™С~=---------------- - R — — =-------------—- -----
12(1—Ք3 10(1 •r"i/?-Y7

(2 5)

12.6)

Отметим, что формула (2.5) при q -0, т, е. когда оболочка 
находится под действием только осевых сжимающих сил. совпадает 
с соответствующей формулой, полученной для трансверсально-изб- 
тропной цилиндрической панели [6|. если только в (2.5) заменить п 
через лп/О (0 — центральный угол поперечного сечения панелиI.

Дальнейшее исследование можно произвести методом, аналогич­
ным методу, данному в книге С. Г1 Тимошенко |5|. А именно, при тай­
ных значениях коэффициента А, если известны размеры оболочки и 
приняты определенные значения для чисел /л и 2л, которые означают 
Соответственно число полуволн в осевом и окружном направлениях 
.уравнение (2.5) представит некоторую линейную зависимость между 
величинами P-Eli и qRiEh, определяющими внешние давления. Если 
принять эти величины за прямоугольные координаты, уравнение (2.5) 
определит прямую линию.

Каждый раз фиксируя гп и давая п различные значения, полу- 
Ушем систему таких прямых. Части этих прямых, имеющих для дан­
ной обсциссы наименьшие ординаты, образуют ломаную линию, кото­
рую можно использовать для определения критических значений 
внешних- сил.

Предположим, что внешние силы меняются гак, что их отношение 
остается постоянным {PqR - const). Тогда нужно построить прямую, 
представляющую данное отношение, точки пересечения которой с 
Ломаными линиями определяют соответствующие критические значе­
ния внешних сил.

Примером такого отношения может служить, например, случай 
.ылиндрической оболочки, закрытой но краям, подвергнутой дейст­
вию равномерного внешнего давления. В этом случае PqR —1..

3. В случае кручения рассматриваемой оболочки моментами 
приложенными на концах, имеем

Г?= 7՜? = 0. S (3.1)
2г/?- 

ме .В приложенный крутящий момент.
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При этом первые два уравнения системы il.Si остаются без из­
менения. а третье уравнение в силу 3.1 принимает вид

£'АЛ /:Л 1 г. М 1 /, <?՜«' л /о!
 ДДДАчЛ — 1 հրձ} 1—АлД)АА = О. (З֊1 
12(1->2)-------------- R- T.R- М3

Относительно граничных условий отметим, что удовлетворить 
всем граничным условиям весьма затру шительно. С другой сторо­
ны. известно |4, 5|. что при кручении не очень коротких ободом t 
замена заделки краев оболочки шарнирным закреплением мало ••-..։• 
Зывается на ее усгоичи.чосги Пе тому здесь, как и в |4|. будем удоз* 
летнорять только следующим граничным условиям

'К- = 0 при а = О и а — I. (3.31

Тогда решение уравнения (3.2) можно представить в виде

-;-?)■ I
При этом условия (3.3.1 сводятся к следующим

с, а = о,

С. sin/ и. ‘ — п -г ) С-sin/ —л—)=0.
V 1 /? R / ■ ՝ ■ • R R ’

Эти условия имеют место при любом р и отличных от нуля значе 
ниях Cit если

• : 1 Hi) ...

т. с., когда

J4 - !А1 =
'Imr.R

I
(т 1. 2....). 13.

Подставляя (3;4) ,ч (3.2). получим

Vz | 
՜" Н2(1 -՛

Eh
R” P'

"'о 
1Ё пй)

M
֊R՞

«=)
(;ւ֊ - //-)• I / a
---------------- SITI (•!,— Ո

Rn I \ R

Отсюда для критического значения крутящего момента получим :.?.-
л у ю щ е с- в ы ра ж е и и е

(t֊ г.'-г
с=—~ . ֊•-.֊<։I /тр |1 k а: тг)|

—ճճ_.
Ո(-Հ Ո-)- (3.1

гд < ■ и А’ определяются по формулам (2.6) Причем ;ч(( - 1,2) уди։ 
летворяют условию (3.5), кроме того они юлжны быть такими, чп 
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•'*ы выражение (3.6) принимало одно и го же значение при i = 1 и 
i = 2. Учитывая это, можно дальнейшее исследование произнести 
графическим методом, аналогичным метолу, данному к |4|.

Для этого заменим в формуле (3.6) величину а, на ч и рассмот­
рим при фиксированном п выражение

//ч [1 А'(р2 Ч- zr)j fi(/-' Ч- fi' ՜

|ШК функцию а. Так как эта функция нечетная относительно ?, го 
достаточно рассмотреть ее при р 0.

С целью исследования графика функции (3.7). представим ее в 
виде суммы у у։ ф у2, где

(’1՜ «Т 'Г' о цчу։ = с------ - -------- --------- \՝.,=----------- 1-------- (3.8)
Ма[] • А’(р2 — ГГ)] " Л(и- - П‘\-

Рассматривая отдельно у. и у.. замечаем, что. на всей положи- 
гельной осп и, имеет единственный экстремум-минимум при

2(1 • А-л2)ц = «и = -------- :--- ֊֊ Ո, l3.9l
3-| 9 4-4А№(1 ч-Л№)

М у,- имеет единственный экстремум-максимум при ՚ւ^;ւօ: = Հ/| 3 :
причем, как нетрудно показать.

՚՜3. ГО)

Из этих рассмотрений, а также рассмотрением производных 
функций ;3.8) приходим к выводу, что функция у (3.7) монотонно 
убивас:. принимая свое минимальное значение 
0<!1<Д‘ь։. а потом монотонно возрастает до а 
й несколько больше, чем п\ 3. это уже зависит 

где-то в интервале 
Л) 3 । может быть 
от геометрических

» механических постоянных рассматриваемо}: оболочки!

Ո
Ограничимся рассмотрением кривой v=y(p) только в интервале 

:> л| 3. Примерный график этой кривой показан па фиг. 1.
Допустим, что в эту кривую проведена хорда, параллельная оси 

?. длиной 2т-R I т фиксированное 
Натуральное число).

[.Здесь предполагаем mi о размеры 
рассматриваемой оболочки такие, что 
указанное построение возможно при не­
котором значении т i

Гогда ясно, что ордината этой хор­
ды лает значение Л1* -R-fzh. так как 
при этом удовлетворяются условия (3.5) 
и V(>t) = y(!\v. Но так как эта ордината зависит от чисел т и п.
10 она при различных значениях т и п. можеть принимать различные 
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значения. Наименьшее из этих ординат. соответствующих всевозш 
ным натуральным т и п, определяет значение искомой критичес 
нагрузки.

Исходя из этого и учитывая, что указанная выше хорда бу. 
расположена тех։ ниже, чем меньше ее длина. принимаем т = I. । 

Таким образом, с целью определения критического зниче։ 
крутящего момента <3.71 нужно пос:роить графики функции 3.7 
рассматриваемом интервале для ряда натуральных и и, вкладыши 
эти графики указанную хорду длиной 2r. R(. выбрать из них тот. П| 
котором ординат хорды будет наименьшей.

Естественно. что такой путь нахождения наименьшего знамен 
критической силы потребует установления верхней границы мне 
п некоторое число А Определит։, такое V можно следующим <։
ризом.

Рассмотрим у։ (3.8). коюр. а. как указывалось выше, на Mi 
положительной оси ՛* имеет единственный минимум при
равный

•4 «Դ
у։.м1я~г‘" =«-’ «Рщ|1 $ 5J /?УГ (3.11)

Нетрудно показать что . возрастанием л и ;|/г) моногон 
возрастают.

Построим теперь при каком-нибудь значении я։ кривую у«уЫ 
■՛• ՜ и вложим в нее горизонтальную хорду длиной 2-R I. Пуп 

ордината этой хорды будет у0
Определив л0 из равенства

У о — , л0)

и учитывая, что г (л) возрастает с возрастанием п, можно л։> Прин 
мать за искомую верхнюю границу числа п. Однако нахождение 
из (3.12) связано с большими затруднениями. Поэтому в (3.12) за 
мени.м z(«o выражением 

т. е. в (3.։!) положим и„։ = л | 3
Гог.та для а9 получим

2\ 4с’-| ЗЛув /
Ясно, что при такой замене (3.13) получим для <ч„ несколько больга 
значение, чем оно могло получиться из (3.12).

Таким образом, учитывая свойства рассмотренных вЫше фук 
ций и их рафиков, в качестве V можем взять ближайшее к «о (3.1 
целое число.

Институт математики и исхаиинн 
АН ApuuiiCKoi'i ССР Поступил.! 13 У ||
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ԿԼՈՐ ԳԼԱՆԱՅՒՆ ЭДИГЬЯЬ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ԱԱՍՒՆ 
ՈՐՈՇ ՐեՌեՐՒ ԴեՊ-ՐՈՒՄ

Ա Մ Փ II II I’ ։ր

Աշիէււրւոա իք լունու մ դիտարկվում են արրոնսվերոա [•իդոտրոպ ՛հլա /7/»у 
պւաորա и տված կ/՚՚ր զլանա լին (d ա դ ուն (d ի կա լւււնու իմ լան հետելսւ/ խնդիր՝ 
ъЬГр' ա} երր թաղանթի միաժամանակ տզզամ են տասնդ pin լին սեզ՝
մօո և հավասարաչափ բաշխված արտաքին ճն ՝ ո ւ մր, ր. երր թաղանթր
էրոնւխւմ Լ ոլորոդ մ էւմ ենւււների ազդ եզո t ի! քան սււււէր

<,ետադոտա.թքան •»////՛pin մ րնկտծ Է U. 4.• Համրարձամլան ի կողմից 
1НПШ ր,, դրված անիզոտրոպ թ ադանթների րնզհանու ր աե ոտ թ լան ր , որտեղ 
կատարվում են հեոէելալ րնղանելա թ րոններր.

I) թաղանթի միշի’ս մակերե ուլթին դադտհեո 'աւրթակներտմ դործսէլ 
նորմա/ լարումներն արհամարհվում են ւ1րււս լարա ilitերի նկատմամբ!

2} թ ադանթ ի միզին if ակե րե ու լթ ին նորմալ դծ ա լին Լլեմե՚հար դեէիոր՝ 
J ։ււ у ի in լիդ հետո չի ւիոխւսմ իր ե րկա/ип թ լանր ,

.'Հւ Հ , և ~.ֆ^ շոշափող լա րա՚մեերն րԱ։ո ի) տզան fd ի հա intuit ի) րււն ւիոիւ- 
ւիւ41՝ են պարարււ/տկան որ են քով ՚ 1-I)-՛

‘Լերր նշված իէնդիրներիլյ ա )-ն լուծված Լ հդրերււվ -ւոդւոկապորեն ամ­
րացված ե դրա լին պայմանների դեսլ րում, իսկ ոլորման իւնդրու մ րավարար֊ 
վսւծ են միալն (^3.3վ եզրային պալմաններր:

էքտադված են րանաձեեր կրիտիկական ուժերի համար, որոնք [d տէլւււնի) - 
ների կլսաիկ ւոհиա ի)րււնով ււաադվոդ •,ամապաաաոիւան մ/էծա.թ/աններից 
ււաւրրերվում են ի դործակււի (2.6) աոկտրս (dլամր)
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