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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Ж. Е. Багдасарян, В Ц. Гнунк

К теории динамической устойчивости слоистых 
анизотропных оболочек вращения

Рассматривается осесимметричная задача нелинейной динамиче
ской устойчивости слоистой ортотропной пологой оболочки вращения, 
имеющей замкнутую вершину.

Аналогичная задача для слоистой пологой оболочки решена в 
работе [4].

Задача нелинейных поперечных колебаний ортотропных оболо
чек вращения рассмотрена в работе [3].

I. Рассматриваемая оболочка собрана из нечетного числа одно
го тих ортотропных слоев, симметрично расположенных относитель
но срединной поверхности оболочки.

Пусть одна из плоскостей упругой симметрии материала каждого 
слоя оболочки параллельна срединной поверхности, а остальные две 
перпендикулярны к координатным линиям <р = const. т. о. меридиа
нам поверхности и s = const параллельным кругам ։фиг. 1 .

Считаем, что для всего пакета оболочки в целом справедлива 
гипотеза Кирхгоффа-Лява |1|.

Как известно |3|. уравнения движения оболочек вращения, вы- 
ведённые в предположении отсутствия инерционных сил в танген
циальном направлении, имеют вид [2. 3|

-֊('Պ)-Հ = օ, (1.1)
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дд 

дг
r7\ А(-ш-|-/)1 -|--ժ (rQ։) т*г(> -n +pr = Q. 

dr dr dt2дг
(1.2)

dr

где —приведенная масса, для которой имеем [4]

(1.3)

о 
m*= —

g
»л4-1 <*«+14՜ Y (պ — Պ-֊ւ) • 

I-1
(1.4)

Здесь
■լ-удельный вес Z-ого слоя.
3,-—расстояние /-ого слоя от срединной поверхности оболочки, 

которая одновременно является срединной поверхностью среднего 
(// փ 1)֊ого слоя [1|.

р — внешняя, нормально приложенная к срединной поверхности.
нагрузка. 

Для усилий н моментов имеем |1|

Л - - ^J151 I՜ ^՜12£2’ 

/լ. — c12E, C22s2,

.Ն։ Օ\Հ'-ւ 4՜ Dv:fz, 

AL = D1։Zj փ D22x2l
(Ц)

где

СУА = 2 ВХ%+։

г,/;--! <3
Р/Л քյ/ւ--1

Ջշշ

Для

В\
1 —i--

K* = G\

деформации срединной поверхности

_ժ/z , df_dw ճ/™\'
1 dr ' dr dr 2 ՝ dr ՛

имеем [2|

zz
5շ — ՛

(1.6)

(171

Ai ՜ ՜ Հ dr-
1 ды

(1.&?

г dr

9

J 3

B\\ — j-
֊ №

п

1

которые должны удовлетворять следующему уравнению 
кости

неразрын:

d

ar

<y dw 
dr dr

1.9

Посредством функции напряжений գ - ? г, է), представляя уси
лия 7՜, и Г. следующим образом
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Л=֊-. п = (1.10)
г dr

тождественно удовлетворим первому уравнению равновесия (1.1). На 
оснований (1.3 и (1.5) из уравнений (1.9) и (1.2) получим следую
щую разрешающую систему дифференциальных уравнений (второе 
уравнение один раз проинтегрировано)

. Ժ5փ , ժփ
апг րՀ Ч-ՊՀ— ֊«-• 

dr or 

ГУ О3 W г. dzw

dr1 oi-

df ow
Г dr dr = 0,

г. I dw . о . . , ,
~ ՜ 4-----(W +/)‘? т
r иг аг

о

d-w 
mJ

at
С.

Здесь

Ճ11 — ’ d22 ~ ~՜, ’ $ = ~ ci*.

I՜
Постоянная интегрирования C = 0. так как на оболочку дейст

вует лишь нормально прнложнное распределенное давление.
В (1.11). заменив р выражением |5|

7Հւ d~zv —у 1 dw
(1.12)

получим уравнения динамической устойчивости

л 2 <Я« . Ժ? 
a/t-w <w?

dr- аг

ո . ... 0-а1 .. 1 Ժտ£' , Ժ . , . /1
nnr— 4֊ /■>„ — ֊ Գ։ ֊֊ ~ 4- — (^֊/) ? + (1-13)

dr Or- r or Or 

r 
С/ . ^o-zv , ,_o 1 <*k»\ . n

-r I 4֊ / I ֊ -֊ 4- / 2---------rdr = 0.
J \ dt- or- r or J
У

Считаем, что край оболочки упруго защемлен и в осевом на
правлении не смещается. При этом угол поворота края пропорцио
нален изгибающему меридиональному моменту, смещение в радиаль
ном направлении пропорционально меридиональному растягивающему 
усилию т. е.

w(b, /) = 0. — I = — а.И։(^), (1.14)
dr |Հ .ք

ч(Ь) = -Հ/\ (ծ), ( й12г-йпг8 — , (1.15)
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а у вершины оболочки имеем

№•
dr

(1.161

где а и Т| коэффициенты пропорциональности, b радиус края.
2. Из первою уравнения системы (1.11) можно найти

Ф = ctr -г- С/ ' I՝ !г' ՛(՛~Г?/- — + -֊('-Тk'-Jrf»-. I՞։ 
awrk J * J '՜՝ \or or շ \Ժր ։ J j

где

k = &

Պ։
Cj и С, — постоянные интегрирования.

Будем решать задачу методом Бубнова-Галеркина.
Краевым условиям (1.14) и (1.16) удовлетворим пологая |2|

& = W9(bz — г) (Ь" — пг~]

(4 = ■£*«>. է . 2(5Dn \-ՕՀ} - 1 /
(2.2

В зависимости от типа упругого защемления для коэффициент
а и п имеем:

для жестко защемленного края

w{b, է. = ' “ 
or

=0՛ п =1,а = 0; 
о

для жестко опертого края

w\b, ?) = յԼ(ծ) — 0;
5£>п 4֊ ճ)12

а - — X;.

Вводя выражение (2.2) в правую часть формулы (2.1), найде.՛ 
силовую функцию «. Из условия конечных значений нормальны 
усилий в вершине оболочки, постоянная интегрирования С2 = 0.

При найденном значении ~Հ второе уравнение системы (1 13} 
интегрируем методом Бубнова-Галеркина. При этом, поскольку это 
уравнение было получено из исходного уравнения равновесия путем 
однократного интегрирования, его нужно ортогонализировать не к 

прогибу -и?. а к его первой производной <Л՝ = 21Г’О [2г1 հո --1)ծտր|

3. Сферическая оболочка. Для пологой сферической оболочки 
радиуса и радиуса основания Ь, имеем |3|

/(г)

где Л высота подъема оболочки.

(3.11
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Из (2.1) с учетом (2.2) и (3.1) получим

4/:
«п*3

И 4- Of Н
9 - /г

о

I
. 2 4 - 4 (л + П/г . , (п ; I 4 ծ4 ,

4----- . ր՛------ - ֊— г5 4-'—— ------г3
а։։[49 —Л2 25 —Л8 9 —/гПостоянную С4 находим из условия (1.15)

IК Сх = — - 1Га ֊;- -2- wi,

°п& R. аи Ru
где

/?0 = — />*■’ (а}.Ь— t, — ankb).

IV’i (3.2)

о Ab՝ i t - м 4(л |֊1)ծ\ . _ ..«։= 1:—<a*b ՜ ta^ ~ тН՜ Wxzb ~rt —
49 — «• 2о — k*

(Н ֊է՜ 1 )՜'/>7 . . о
—-----. „ (՚ն.^ ֊ Ն ֊ Յսոծ),

К

Լ 9ծ5
А’.֊ — (л։26-т,-5лп/>.

20 — к՝
(ՈԿ Ьт։.Л-т(-Зо.,/;)..

•Z К

Отсюда

_4Л 2 . \.п 4- 1)/г . , /?„ .---------- г5 -• —----г3 ֊։• ֊ Г*
25 - k- 9 — k- /?9

IV' о 4֊

I J r-._lLw ՋւրյԱ.
а„ 49 ֊ г 25 ֊ 9 А’: R. J

(3.3)

Вводя выражения (2.2). (3.3) во второе уравнение системы (1.13) 
и решая его по методу II Г. Бубнова получим

I- 1'и + /ц (*) + /,. (01 U". + /1!lV5 + /nU”3o-O.пг 13.4'։

где

նօ
#5л2- 15л 4՜ 4

/л* ֊
120

bv\

^[{п' — Ьп I 3)Dn— — i IDjj —I 
3 rtn I

3 5л 
20(25 Л’:)

2лг 4- л 1
12(9-Аг) Я0\5 + *

п ± 1 Ն/-ո11
3 А՛/ I

V',

■\հ । 4 — 6л , 15л8— 6л — 1 Юл3 • 5л3 1л !
«„ I 15(49 —Л։) 15(25 FT՜ 20(9 А֊1

L’/?.. I : 1) • | •
/ I <■ 5 4- к 3-U’ ]

(3.5)
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_ £ 142/г —56/Z-22 _ 15/Р —3/ր- 11/г -{ 7
”“а„| 105(49- F) 30(25-**)

5/z ’ -Է 5«3 — 3/ր — п 2 , Ry [ 4 __ 4 (n- 4- 1) _ {n փ 1 )2 ա
30(9- k") ՛ R. [/ -r A’ 5 4- k 3 4- k I I

л r
ZM (t) -- 2 fl f 7?(r. О [6г2 - (Л - 1 b֊\ n/r[ [2г3 («4-0 b-r]dr,

'' 5 (lij
T

2 j !\z 'r- nl2r’- " + ։»/>։r|*}I2'՜’ -(" : i)i=r|*. 

0 V

Если на оболочку действует постоянная по г нормальная нагрузка 
:։о закону

^=.p04-AG°s^’ (И

тогда 
, .. Зя2 — 4// 4- 2 Rb* ,.
/u(X)=------------- յշ----------- 5֊(P,-rP(Co։W’

4Л0=—֊ v (P«+P/C°W> 1
а уравнение (3.4) принимает вид

4- / 1 _ Ро + P/cosO/\ ; Ա7շ d ^,3 = 0> (3;8յ
dt- \ Pkp /

lu= = /JU l = b-֊., d = 1-^. ո =-Ջձւ., 
Ло Ло Ло ^Л«

, 6/г — 4/14-2,.
где ֊ --- ---------6\

Здесь о) — линейная частота собственных колебаний, /^.. — кри

тическое значение давления р при его статическом действии.
Исходя из уравнения (3.8). для значения частоты собственных 

колебании и критического значения интенсивности давления при его 
статическом действии, в нелинейной постановке получим |4|

այ = ա-’ + /1ր0 + մԱ>’2 (3:!
И

/^=^.71+Л "•;+(М 
\ Ш- UJ- /

Дадим уравнению (3.8) несколько иной вид

+ ճ« (1 - 2ц cos О/) + / «7» + d lFo= 0, (3.11)
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где

Р֊:Р^

Ркр՜՜ Ро
13.12)

4. Коническая оболочка. В этом случае уравнение срединной ио
нности. о;несенное к вершине оболочки, имеет вид |2, 31

—г 
b

Здесь в качестве функции прогиба так же принимаем
2.2) Подставляя (2.2) и (2.П и используя (1.15). для

? получим

(4.1)

вы раже- 
функции

где

2,1 \ 2 Н
л։,/?[1б ՛. 4 — к" R. I 0

4 r i(- ։1/Л, 
flu 49 - к- 25 — А’2

(// -г ]}֊Ь՝

9 ֊ k-
(4.2)

Rx = b-

/?„ = - (ai2b — т։ — aukb) Ւէ.

. 1 - . . 4 (fl 4 I) , _ . ,—-----— (Պյձ_7յ ,av0} ----------- — wb֊\ |
49 — A" 2հ> — A*

^՜Հ,Լ 2 - Հ֊3ռոծ)

R: ~ b* I ... “ ... 4<Л^) "֊' —.4՜ 2«Ոծ) I’
I 16 — k՝ 4 — k-

Вводя (2.2) и (4.2) во второе уравнение системы i 1.13). получим

4օ՜՜^7 1՜ |/շւ 4֊ /24 (/) 4֊ /2$ (О| W„ -г 4» Wg 4՜ /..յ IV о = 0, 4.31

где

^ ՜՜ ՝2з — ^з՝ 4։(0:—Л1(0« — Հ;.(Օ.

t I, շ о . о. гЛ 1 Зл2 2А2 1 —2л«յ; — (fl՜ --  bfi ~Г 3) /-\ղ --  1)лл Ч- ---- -------------
3 " dn [6 16— к-

2п - 1 R . 2 И : ;
12(4- А2) ’ /?0՚Ա ■ 4 А-2'

2Л| 23 44л :■ 6//^ 4- 16/7 2 198//2 - 220л 4- ֊
- V2) ' (;.3(25-А2) 693(16 —А2)

_ 7.тл- Пл2 п - 3 ,, 63/?3 -Չ/ր-31/z - 23 
35(9 A:i 315(4 —А2)

В Ml. crpuw фнмма:. ri) к. .4
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Aj ,՛__ ֊____ 11 4՜ ։ \^с- ՜ ֊ _ • _՛։՛// -I- I {/! 1 )-\ I
' ՚ I a֊ 2 ' ՚ ՜ A'ftU + 7 k ■ 5 k f 3 I A։o. (4.4

Если на оболочку действует постоянная по г. [нормально при
ложенная нагрузка но закону

Р = Ръ + p,CGSbt. 4.5Н

то уравнение (4.3) можно записать в виде

Ջ . .„Հւ_ձ°+./)/է:օտ"1' \ 1Г|1 /г- . dwi-֊ о. (4.6) 
dt‘ \ ՚

где

.,»=» = Z=L. /= Ղ 

ք*> և Zcv M I

Здесь Ն угол раствора конуса.
Остальные выкладки получаются аналогичным образом, как о 

if. 3.
•5. Решение уравнения (3.11) Перепишем уравнение (3.11) в виде

ճ' 4- ՃԽ 4- Օ2Ա!-0 1\\:Լ rfU-'^S^cos ք)է. П” (5.11
<//- dt

Член 2/. —в уравнении (5.1) характеризует затухание системы. 
dt

где показатель затухания t определяется из опытов.
Пусть

Q = 2Q + :. (5.2)

где е—малая величина, определяющая облас.ь резонанса, т. е. мы 
находимся вблизи главного параметрического резонанса. Уравнение 
(5.1) я этом случае примет вид

'ձճ՛ ճ։սր, + /Г; ԺԱ-';, շւ^օօտքշշ-ք-Օ ք. 11, (5.3)
dt- dt

Решение уравнения (5.3 в первом приближении напишем в виде 
[о. 6] 

где С —искомая амплитуда резонансных колебаний. > сдвиг фаз։ 
который при соответствующем выборе начала отсчета времени мож1 
быть ранен нулю.

По.в тавляя (5.4) в правую часть уравнения (5.3). и сохран! 
лишь обычный резонансный член, получим |6[
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dt:
մ՝֊“ <յ՚-Ա-'„+ 1\ՀՀ </«-„ = .t'2=C: cos
dt

где

(5.5) представляет собой уравнение обычного резонанса, где роль 
амплитуды внешней силы играет величина ;л22С Подставим вместо 
амплитуды внешней силы выражение ;л2‘-’С в формулу амплитуды 
обычных нелинейных резонансных колебаний [6]. Тогда для ампли
туд установившихся колебаний в случае главного параметрическою 
резонанса получим выражения |6|

с = о. (5.6)

С:

--------4.
4

3d БГ-
<՛

(5.9)

(5.8)

(5.7)

Фиг. 2.

Решение (5.6) соответствуй нерезонансному состоянию оболочки, 
«.два других решения (5.7) - установившимся резонансным колеба
ниям Эти решения изображены на фиг. 2.

Решение Ш, как видно из фиг. 2. неустойчиво. Затягивание ко
лебании происходит в сторону больших частот.

Ии.пгту: математики и механики
АН Армянской £СР

։!•■ ։,*. i^nii|i]liinitir|iuG »Լ. Ч-Ciiu Сф

Поступил.} 7 IV I960

ՇեՐՏՍԼՎ-ՈՐ ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ ՊՏՏՄԱՆ ԹԱՂ_ԱՆԹՆեՐՒ ԴՒՆԱՄՒԿ 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՏեՍՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍՒՆ

Ա II Ф II ՛!• I) b U*

Ւիաարկւիւլմ Լ շե րաավ п ր անի ղո արո պ պատման թաղանթների ոչ~ղծա֊ 
թն ղին ամիկ կարոնա թ րոն խնղիրր:

Խնղրի ■>իւ1եակա ն ՝,ա կ tn и ա ր ո tt! ր իրեն ի է/ ն ե րկ ա ղն ո ւմ Լ երկրորդ կարղի 
փոփոխական դործակիղներով ո \ - ղ ծ ա / ի'հ ղ ի՛,ի երենց իա լ հավասարում . որն 
"4Ա4ւրիս.ւ1 Լ հուրԱււվ֊Գաքրւրկինի ւիէ/րիացիոն ւքեթողի ողն ու իք լամ pt

էհյտ>ւպոր ծերով |6'|-ом/ шпш,чч րկվ ած մեիհէղր. հա շվվամ են կալանաց- 
վսւծ ամ ւղչիւււա ղա՚հե րր ո ե ղ ոն ան и ա լին ղլիւաւքոր տիրուլթ nt մ ։
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