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В работе построена математическая модель двухстадийной кинетики 

адсорбции протяженных лигандов на дуплексах ДНК. Одна из стадий - это 
диффузия лигандов к адсорбционным центрам, другая - непосредственное 
связывание лиганда с местом адсорбции. Получена система нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающих процесс связывания. На осно-
ве численного решения системы нелинейных уравнений получена изотерма 
адсорбции. Показано, что в зависимости от соотношения между констан-
тами скоростей адсорбции и десорбции лигандов на ДНК и скоростью 
диффузии лиганда в растворе могут реализовываться как экспоненциальная, 
так и S - образная кинетика адсорбции.  

 
Адсорбция  лигандов -  ДНК –  кинетика адсорбции лигандов-  

нелинейные уравнения 
 

 Աշխատանքում բերված է ԴՆԹ-ի կրկնակի պարույրի հետ երկայնաձիգ 
լիգանդների կապման երկփուլ կինետիկայի մաթեմատիկական մոդելը: Առաջին 
փուլն իրենից ներկայացնում է կապման  կենտրոնի վրա լիգանդների դիֆուզիան, 
իսկ երկրորդը՝ կապման տեղին լիգանդի անմիջական կապումը: Ստացված է ոչ 
գծային դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգ, որը նկարագրում է 
կապման պրոցեսը: Ոչ գծային հավասարումների համակարգի թվային լուծման 
արդյունքում ստացվել է կապման կորը: Ցույց է տրվել, որ կախված ԴՆԹ-ի հետ 
լիգանդների կապման և պոկման արագությունների հաստատունների և 
լուծույթում լիգանդների դիֆուզիայի արագության միջև հարաբերությունից, 
կապման կինետիկան կարող է լինել ինչպես էքսպոնենցիալ, այնպես էլ  S-աձև:  

 
ԴՆԹ ( լիգանդների ադսորբցիա ( լիգանդների ադսորբցիայի կինետիկա ( 

ոչ գծային հավասարումներ 

 
In present work the mathematical model of two-phases kinetics of 

adsorptions of extended ligands on DNA duplexes has been constructed. One of 
the stages is diffusion of ligands to adsorption centers, and other stage is direct 
binding of ligands to adsorption site. The system of nonlinear differential 
equations describing the binding process was obtained. Based on the numerical 
resolution of system of the nonlinear equations the adsorption isotherm was 
obtained. It was shown that in dependence on ratio between rate constants of 
adsorption and desorption of ligands on DNA and rate of ligands diffusion in a 
solution both exponential as well as S - shape kinetics of adsorption may occur. 

 
DNA – adsorption of ligands – kinetics of ligands adsorption 

 – non linear equations 
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В основе всех молекулярных ДНК-биосенсоров лежит регистрирование со-

бытия высокоспецифического распознавания последовательностей нуклеиновых 
кислот [2,6,8]. Молекула ДНК является самой подходящей для использования в 
биосенсорах, так как взаимодействие между двумя комплементарными цепями 
ДНК является специфичным и достаточно прочным. В типичной конфигурации 
одноцепочная ДНК-мишень иммобилизована на подложке и образует слой рас-
познавания. Если в растворе есть одноцепочные ДНК, комплементарные ДНК-ми-
шеням, то образуются дуплексы ДНК. Образование дуплекса активизирует сигнал, 
который, преобразовываясь в электрические импульсы, передается регистрирую-
щему устройству [9]. Отметим, что  дуплексы ДНК, как правило, окружены боль-
шим количеством лигандов разного типа, адсорбция которых на ДНК дуплексах 
может сильно влиять на процесс формирования выходного сигнала биосенcора. 
Так как  процессу непосредственного связывания лиганда с адсорбционным цент-
ром на ДНК (кинетическая стадия) предшествует диффузия лиганда из глубинных 
слоев раствора к адсорбционному центру (диффузионная стадия), то в первую оче-
редь следует выяснить, как влияет диффузия в растворе на кинетику адсорбции ли-
ганда [3,4,5,7]. В данной работе исследована кинетика связывания протяженных 
лигандов с ДНК дуплексами в условиях, когда следует учитывать диффузионную 
стадию.  

Теоретическая часть. Рассмотрим адсорбцию в среде с единичным объе-
мом. В этом случае число частиц в системе будет равно его концентрации. При пе-
реходе от конечных объемов к произвольным следует переопределить концен-
трации.  По аналогии с [4] запишем систему уравнений, которая описывает кине-
тику адсорбции лигандов на ДНК с учетом как диффузионной стадии, так и кине-
тической. Диффузию лигандов в растворе опишем стандартным способом с по-
мощью нестационарного уравнения диффузии 

2

2

( , ) ( , ) , (1)L L
L

c x t c x tD
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

где ( ),LC x t число молекул лигандов в растворе; LD -коэффициент диффузии 
лигандов. Кинетическую стадию адсорбции протяженных лигандов на ДНК пред-
ставим как квазихимическую реакцию связывания лиганда (L) из раствора со сво-
бодным адсорбционным местом (M) на ДНК [3] 

1

1

( ),
k

L M LM
k−

+ ↔                           (2) 

где (LM) – комплекс лиганда с ДНК; k1 и k-1 - константы скорости образования и 
распада комплекса (LM) соответственно. Исходя из (2), можно написать сле-
дующее балансное уравнение, описывающее изменение числа адсорбированных на 
ДНК лигандов ( ),LAC x t  в виде  

( ) ( ),LA
LA LA

c t c t c
t

+ −∂
= −

∂
                                               (3) 

где ( )LAt C+  и ( )LAt C−  - число лигандов, адсорбирующихся и десорбирующихся на 
ДНК в единицу времени соответственно. Выражение для ( )LAt C−  определяется лег-
ко. Поскольку на ДНК адсорбировано LAC  лигандов, то число десорбирующихся 
лигандов в единицу времени равно 1 LAk C− , т.е.   

                                                          1( ) ,LA LAt c k c−
−=                                                (4) 

Для определения ( )LAt C+  запишем его в виде 

                                                         1( ) ,LA L LAt c k c M+ =                                               (5) 
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где LAM  - число свободных мест на ДНК, способных связать лиганд. При опреде-
лении LAM  представим ДНК в виде одномерного кристалла с N мест связывания, а 
лиганд, имеющий намного меньшие линейные размеры, при адсорбции занимает n 
подряд расположенных мест на ДНК. В этом случае, следуя работе [1], для 

LAM можно получить следующее выражение 

   ( ( 1) ).
( 1)

n

LA
LA LA

LA

N ncM N n c
N n c

⎛ ⎞−
= − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

                      (6) 

Подставив (6) в (5)  для ( )LAt C+ , получим 

1
( ) ( ( 1) )

( 1)
LA

LA L LA
LA

nN nc
t c k c N n c

N n c

⎛ ⎞−+ ⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.                    (7) 

Подставив (4) и (7) в (3), получим следующее окончательное уравнение, описыва-
ющее изменение числа адсорбированных на ДНК лигандов ),( txcLA   в виде  

                       1 1( ( 1) ) . (8)
( 1)

n

LA LA
L LA LA

LA

c N nck c N n c k c
t N n c −

⎛ ⎞∂ −
= − − −⎜ ⎟∂ − −⎝ ⎠

             

Поскольку в начальный момент времени все адсорбционные места на ДНК свобод-
ны, т.е. нет адсорбированных лигандов на ДНК, то начальное условие к уравнению 
(8) следующее  

( , 0) 0. (9)LAc x =  
Исходя из кинетической схемы, легко заметить, что  
 

.LA Lc c
t t

∂ ∂
= −

∂ ∂
         (10) 

Так как изменение концентрации лигандов как в объеме, так и во времени проис-
ходит в результате диффузии и квазихимической реакции связывания лиганда с 
адсорбционным местом на ДНК, то уравнение, описывающее изменение числа  мо-
лекул лигандов в растворе, будет иметь вид  

2

2

1 1

( , ) ( , )

( ( 1) ) .
( 1)

L L
L

n

LA
L LA LA

LA

c x t c x tD
t x

N nck c N n c k c
N n c −

∂ ∂
= −

∂ ∂

⎛ ⎞−
− − − +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

     (11) 

Для того, чтобы решить уравнение (11) следует задать начальное и граничные ус-
ловия. Поскольку в начальный момент времени в области, где находятся молекулы 
ДНК, не было лигандов, то начальное условие к уравнению (11) следующее  

( ,0) 0.Lc x =                                                           (12) 
На границе с объемным раствором концентрация лиганда постоянна и равна 

0LC , а 
подложка непроницаема для лигандов. Учитывая это, имеем следующие гранич-
ные условия  

0

0

( , )
0

( , ) .

L

x

L L

c x t
x

c l t c
=

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
=

                                  (13) 

Таким образом, система уравнений, описывающая двухстадийную кинетику ад-
сорбции протяженных лигандов на ДНК, будет иметь следующий окончательный 
вид:  

2

2

1 1
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( ( 1) )
( 1)
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c x t c x tD
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∂ ∂
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           (11а) 
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.       (8а)      
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Граничные и начальные условия  системы  уравнений  (11а) и (8а) явля-

ются (9), (12) и (13). После решения системы уравнений  (11а) и (8а) можно опре-
делить изотерму адсорбции по формуле 

0

( ) ( , ) .
l

LA LAc t c x t dx= ∫                                                  (14) 

 Система уравнений (11а) и (8а) нелинейна и не имеет аналитического решения. 
Для  анализа  кинетики двухстадийной адсорбции протяженных лигандов на ДНК 
систему уравнений (11а) и (8а) следует решить численно. Для этого перепишем 
систему (11а) и (8а), граничные и начальные условия  (9),  (12) и (13) в 
безразмерном виде.  
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Численно решив уравнения (11б) и (8б), можно определить кинетику заполнения 
адсорбционных центров на ДНК дуплексе по формуле  

1

2
0

( ) ( , ) .c dθ τ ξ τ ξ= ∫                                                   (15) 

 
 
Результаты и обсуждение. Поскольку в подавляющем большинстве 

случаев
0LN c< , то из анализа системы (11б) и (8б) следует,  что параметр 1β  

меньше единицы. Параметры α   и β  положительны и могут быть как больше, так 
и меньше  единицы.  Для анализа влияния стадийности на кинетику адсорбции 
лигандов на ДНК примем, что заданы концентрации лигандов в объеме раствора и 
число адсорбционных центров. Зафиксируем параметр 1β  и будем варьировать 
параметры α  и β . Результаты численного интегрирования уравнений (11б) - (8б)  
и (15) представлены на  рис.1 А и Б. Из рис.1А видно, что с увеличением 
константы скорости десорбции (нижняя кривая) степень заполнения уменьшается.  

Двухстадийная кинетика при определенном соотношении между 
параметрами  может привести к S - образной кинетике заполнения дуплексов 
лигандами. Это обстоятельство показано на рис.1 Б. В случае быстрой диффузии 
может реализоваться экспоненциальная кинетика связывания лигандов с ДНК.  

Построенная в данной работе математическая модель двухстадийной 
кинетики адсорбции протяженных лигандов на дуплексах ДНК относится к 
случаю, когда объемный раствор непосредственно примыкает к 
иммобилизованным молекулам ДНК. В зависимости от соотношения констант 
скоростей адсорбции и десорбции протяженных лигандов на ДНК и скоростью 
диффузии лиганда в растворе могут реализоваться различные варианты адсорбции. 
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             А                                                                      Б 

Рис. 1. Двухстадийная кинетика адсорбции лигандов на ДНК.  
По оси X  безразмерное время,τ , по оси Y степень заполнения ДНК θ .  

На всех кривых 0.11β = , n=2. На А- 10α = , на Б- 0.1α = .  

Значения β на кривых 0.01β = , 1β = , 10β =  (сверху вниз). 
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